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PREFACIO
DA EDICAO EM PORTUGUES

Este Compéndio contém mais de 3000 problemas escolhidos
sistematicamente de andlise matematica e foi escrito para os estu-
dantes das escolas técnicas superiores da _URSS, para o curso normal
de matemética superior. Dedica-se especial atengdo aos capitulos do

‘curso que exigem maior pratica (determinacao de limites, técnica de

diferenciagio de fungdes, construcdo de graficos das fungBes, inte-
gragdo das fungdes, resolugio de equacdes dlff:r?rli:lals, etc.). Foram
dadas as bases importantes para a pratica dos célculos aproximados.

Os paragrafos do Compéndio contém pequenas introdugdes ted-
ricas e explanacgdo das férmulas. No entanto, pressupoe-se que estu-
dante tenha assistido as aulas correspondentes do curso de andlise
mateméatica e, assim, as formulagoes apresentadas dos teoremas
tém apenas carater de trabalho. Por isso, em muitos casos, as con-
dicdes de demonstragdo nao sao apresentadas por completo.

No Compéndio sio dados exemplos de solugdes de problemas
tipicos. Esta circunstancia permite que 0S estudantes de cursos
noturnos ou de cursos vagos, bem como pessoas que estudam inde-
pendentemente, utilizam mais plenamente o presente Compéndio.

Todos os problemas tém respostas; aqueles que sdo marcadas
por asterisco (*) ou duplo asterisco(**) possuem, na parte das res-
postas, breves indicacdes para a sua solugdo ou a sua solucdo. Para
ilustragdo, parte dos problemas possuem graficos ou figuras.

Este Compéndio foi composto por um grupo de professores e
catedraticos de escolas técnicas superiores de Moscou e € o resultado
dos cursos de matemética superior por eles ministrados. Na Unido
Soviética o Compéndio j4 viu sua 9* edigdo e foi traduzido para varias
linguas (inglés, francés, espanhol, italiano, etc.).

Vamos esperar que a tradugdo para o portugués do presente Com-
péndio permita a seus leitores terem uma idéia sobre o curso de
andlise matematica nas Escolas Técnicas Superiores da Unido Soviética.

Os autores
Moscou, 14 de abril de 1975




Capitulo I
INTRODUCAO A ANALISE

§ 1. Nogdo de fungéo

1°, Nlimeros reais. Os niimeros racionais e irracionais levam o nome de reais
Chama-se grandeza absoluta do nimero real ¢ o nimero ndo negativo |a |, determi-
nado pelas condigdes: |a | = a, se a=0, e [a|= —a, se a< 0. Para quaisquer
niimeros reais a e b é justa a desigualdade

lat+blslal+ 0]

2°. Determinagd@o da fungdo. Se a cada valor*) da grandeza variavel x, pertencente
a um certo conjunto E, corresponde um e somente um valor final da grandeza y,
entio y € chamado de fungdo (uniforme) de x, ou de varidvel dependente,
determinada no conjunto E; x chama-se argumento, ou varidvel independente.
A circunstdncia de que y € fungdo de #, € expressa abreviadamente pelas férmulas
¥ = f(#) ou y = F(x), etc.

Se a cada valor de » pertencente a um certo conjunto E, corresponde um ou
virios valores da grandeza varidavel y, entdo y € chamada de fungio multipla de
#, determinada no conjunto E. Daqui para diante por ,funcdo” entenderemos
apenas fungdes uniformes, caso ndo se mencione o contrario.

3°. Campo de existéncia da fungdo. O conjunto de valores de #, para os guais
dada fungiio € determinada, chama-se campo de existéncia ou campo de definigdo
desta fungio,

Em casos muito simples, o campo de existéncia da fungio €: ou o segmenio
[a, B], isto €, o conjunto de ndimeros reais », que satisfazem as desigualdades
a< x<b, ou ointervalo (a, b), isto 6, oconjunto de nimeros reais x, que satisfazem
as desigualdades a < ¥ < b. Porém ¢ possivel, também, uma estrutura mais complexa
no campo de existéncia da fungdo (ver, por ex., o problema 21).

Exemplo 1. Determinar o campo de existéncia da fungdo
o 1
T
Solug@o. A fungdo sera definida, se
2 —1>0,

isto €, se | # | > 1. Desta forma, o campo de existéncia da fungdo € o conjunto de
dois intervalos: — o0 < ¥ < —le 1 < x < + o0.

4°. Fungdes inversas. Se para todos os y que sdo valores da fungdo f(#), a equa-
¢30 y = f(x) tem resolugdo finica em relagdo a varidvel », isto €, se existe uma fun-

*) Daqui para diante todos os valores estimados das grandezas serdo tidos como
reais, caso nio se mencione o contrario.

ﬁ' !'.




12 CAPITULO I. INTRODUGAO A ANALISE

¢lo ¥ = g(y) tal, que y = fTg(y)], entdo, a fun¢do x = g(y), ou nas indicagdes usuais
y = g(#), chama-se inversa em relagdo a y = f(x). E-evidente, que g[f(%)] = x, isto
&, as fungdes f(x) e g(x) sdo reciprocamente inversas. ™

No geral, a equagdo y = f(x) determina a fungio multipla inversa » — f(y),
tal que ¥ = f (f!(y)) para todos os ¥ que sido valores da fungdo f(x).

Exemplo 2. Determinar a inversa da fungfo

y=1-=27% (1
Solugdo. Resolvendo a equagdo (1) em relagdo a (x), teremos:
__kl—9%

Ig2 @

O campo de determinagio da fungdo (2) sera, evidentemente, o seguinte:
—wo<y<L

5°. Fungdes compostas e implicitas. A funcio y de #, dada por uma cadeia de
igualdades y = f(u), 'onde u = g(x) (f(4) ¢ determinada para todos os valores u
que sdo valores-de ¢(x)), etc., chama-se composta ou Sfungdo da fungdo.

A fungao dada por uma equagio, que niio é resolvida em relagdo a uma varidvel
dependente, é chamada de implicita. Por exemplo, a equagdo 2? 4 3% = 1 determina
¥ como fungdo implicita de x.

6°. Representagiio grifica da fun¢fo. O conjunto de pontos (x, ¥) de um plano
XOY, cujas coordenadas estdo ligadas & equacdo y = f(#). é chamado de grdfico
de dada funcgdo. p

1.** Demonstrar que se @ e b sio nimeros reais, entio

lat—]b|<|a—b|<|a]+]|b]|.
2. Demonstrar as seguintes igualdades:
A labl=lal-18]; o |F]=120#0);
b) |a|? = a*; d) Va%=|al

3. Resolver as desigualdades:
a) [x—1|<3; c) |2x+1|<1;
b) |x+4+ 1] >2; d |x—1]<|x4+ 1]
| & Achar f(—1), 0), 1), @), £3), S8, se f(3) = 3 = 622 +
x — 6.

5. Achar £(0), /(= 3], fi=), f(f]' 51; se f(x) =T+ 22

6. Seja f(x) = arccos (g x). Achar f[T'a] £(1), f(10).

7. A fungdo 'f(x) é linear. Achar esta fungdo, se f(—1)=2 e
f@2) = —3.

8. Achar uma funcgdo racional inteira f(x) de segundo grau, se
S0) = 1, /(1) =0 ¢ f(3) = 5. ,

9. Sabe-se que f(4) = — 2, f(5) = 6. Achar o valor aproximado
de f (4,3), considerando que a fungdo f(x) no segmento 4<x<5 &
linear (interpolagdo linear da fungio).

*) 1g 5 = log,y », como se'mpre, significa o logaritmo decimal do niimero x.

§ 1. NOGAO DE FUNCAO 13

10. Escrever a fungio
0, se x<0,
Six) = x, se x>0,

e através de uma foérmula, utilizando o sinal de grandeza absoluta.
"~ Determinar o campo de existéncia das fungdes:
1

1. a) y=Vx+1; b) y=¥x+1. 12, y= —
13.a) y=Vx2—2;b) y=2V2>—2 1% y = J2 F x - 22

15. y=V—x+_—._l_-_—~ 16. ymVx—xvs.
V2 + « R
24 x 18. y=lg ¥ —3x 42
17.y=lgz_x- pyte

2x 20. —_— 1 _x.]
19. y = arccos —=- y 31'056“( €70
21. y = |/sen 2x.
22. Seja f(x) = 2x% — 3x% — 5x* 4 6x — 10. Achar

o(#) = /(%) + /(2] e $(x) = > [f(x) — A=)

23. A fungdo f(x), determinada no campo simétrico —I <
< x </, chama-se par, se f(—x) = f(x), e impar, se f(—x) = — f(x).
Verificar quais das fung¢des dadas sdo pares e quais sio impares:

a) J(x) =5 (@ + a);

b) f(x) =VT + 2+ 22— 1T —x+ 2%
Q) fx)=Vx+ 02+7(x — )3

x
d f(x) =1g
€) f(x) =1g(x + V1 + «%).
24*. Demonstrar que qualquer func¢do f(x), determinada no inter-
valo — I << x << !, pode ser apresentada como a soma de fungdes par
" e impar.
25. Demonstrar que o produto de duas fungbes pares ou du’iis
- fung¢des impares é igual a uma.fungdo par e o produto de uma fungdo
. par por uma fungio fmpar € igual a uma fungdo fmpar. &
26. A funcdo f(x) ¢ periédica se existir um nimero 7= positivo
(perfodo da fungdo) tal, que f(x + T)=f(x) para todos os valores
de x, pertencentes ao campo de existéncia da fungdo f(x).
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Determinar quais das fungdes abaixo enumeradas sdo periédicas
e achar, para as fung¢des periddicas, o periodo minimo de seus T:

a) f(x) = 10 sen 3x; d) f(z) = sen*zx;
b) f(x) = asen Ax + bcos Ax; €) flx) = sen() 2).
c) flx) =Vtg x:
27. Exprimir o comprimento do segmento y = MN e a 4rea S

da figura AMN como fungdo de x = AM (fig. 1). Construir o grifico
destas fungdes.

D c
I
”
Ay S
- ZSAm r
{ 9 B
[
a
FIG. 1

28. A densidade linear (isto €, a massa da unidade de comprimen-
to) da barra AB = [ (fig. 2) nos intervalos AC = {,,CD = l,e DB =
= lg(ly + I+ I3 = I) € igual, correspondentemente, a ¢,, ¢,, gs. Expri-
mir a massa m do intervalo varidvel AM = x desta barra como
fun¢do de x. Construir o gréfico desta fungdo.

T e e

FI1G. 2

29. Achar ¢[Y(%)] e $lo(%)], se (%) = #* e Y(x) = 2=.
30. Achar f{f[f(x)]}, se f(x) = —

1— = i
31. Achar f(x 4 1), se f(x — 1) = 22
32. Seja f(n) a soma de n termos de uma progressido aritmética.
Demonstrar que

Son + 3) — 3f(n + 2) + 3f(n + 1) — f(n) = 0.

§ 1. NOCAO DE FUNGCAO 15

33. Demonstrar que se
f(x) = kx + b

e 0os nuUmeros x;, %, x3 formam uma progressao aritmética, entdo,
os numeros f(x;), f(x,) e f(x;), também, formam uma progressio
aritmética.

34. Demonstrar que se f(x) ¢ uma func¢io exponencial, isto €,
f(x) = a*(a > 0) e os nimeros x,, ¥; € x; formam uma progressio
aritmética, entdo, os numeros f(x,), f(x,) e f(x;) formam uma progres-
sao geométrica.

35. Seja

fx) = 1g 1=

Demonstrar que

/) + 1) = (5 )

1 4+ xy
36. Seja o(x) = % @ + a®) e Y(x) = % (@® — a~).

Demonstrar que
?(x + 3) = 2(¥) (¥) + (=) $(»)

Vx4 3) = 2(940) + 20 $(2).
W Ackar f(—1), £10), f(1), se
1) =

arcsen x quando —1<x<0,
arctg x quando 0 < x << 4 co.

38. Determinar as raizes (zeros), os campos positivos e os campos
negativos da fungio v, se:

a) y=1+4 %; d) ¥y =2*— 3x;
b) y =2 4+ x — x2; e) y=Ig 2%,
€) y=1—x+ 22; bk

39. Achar a inversa para a func¢ido ¥y, se:

AT B e T
b) y=2*—1; e
c) y=¥1—=25; €) y = arctg 3x.

Em que campos serdo definidas estas fungdes inversas?
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40. Achar a fungio inversa de
x, se.x=<0,
yz{x'*‘, se x> 0.
41. Escrever os dados das fun¢des em forma de igualdades, sendo

que cada membro deve conter uma fungdo elementar bem simples
(de poténcia, exponencial, trigonométrica, etc.):

a) y=@2x =51 o y=Igg;
b) y = 20*; d) y = arcsen (3-*).
42. Escrever as fungdes compostas, dadas em formas de igualdades,
como uma s6 igualdade:
a) y= 1u? % = Sen x;
b) y=arctgwu, u=1}v, v=Igx;
2u, se u< 0,
)y = 0, .se u>0;
%= x%— I.
43. Escrever de forma explicita as fungdes y, dadas pelas equa-
coes:
a) x* — arccos y = =w;
b) 10% 4 10¥ = 10;
o) x+ |yl =2y
Achar os campos de definigio de dadas fungdes implicitas.

§ 2. Gréaficos de fungbes elementares

A construcdo de grificos das fungdes y = f(x) é feita, no fundamental, através
da marcagio de uma rede, suficientemente densa, de pontos M (x;, ¥;), onde y; =
= flx) (# = 0,1, 2, ...), e pela unido destes iltimos por uma linha, cujo cariter deve
considerar a posigio dos pontos intermedidrios. Para as opera¢gdes recomenda-se uti-
lizar uma régua de cilculo.

A construglio de grificos facilita o estudo das curvas das fungdes elementares
fundamentais (ver o anexo VI). Partindo do grafico

y = f(2). (G)
e através de construgdes geométricas simples, teremos os grificos das fungdes:
1) ¥, = — f(x) — representagio simétrica do grifico G em relagiio ao eixo 0X ;
2) y3 = f(—%) — representagdio simétrica do grifico G em relagdo ao eixo OY;

3) w3 = f(r — a) — grifico G, deslocado ao longo do eixo OX no valor a;
1) ¥4 = b + f{x) — grifico G, deslocado ao longo do eixo OY no valor b (fig. 3).

§ 2. GRAFICOS DE FUNCOES ELEMENTARES

FIG. 3

Exemplo. Construir o grifico da fungdo

y == sen x—i)
(-3

17

Solugdo. A linha procurada € a sinuséide y = sen 7, deslocada, ao longo do eixo

T
direita, no valor — (fig. 4).
OX, para a direl p

B
x

Construir os graficos das fungdes lineares (linhas retas) :

44, y = kx,

45- y=x+b:
46, y = 1,5x + 2.

2—35

FIG. 4

se k=0) 1: 2:_12_3 -—'-l, "_2_"
se b=0; 1: 2’ _1; —2,
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Construir os graficos de fungdes racionais de valor inteiro de 2°

grau (pardbolas):

47. .y = ax*, se a=1, 2,%, -1, —2, 0.
48. y=x34¢, se ¢=0,1,2, —1.

49. y=(x — x)% se =0, 1,2, —1.
50. y=y+(x— 1) se y=0,1,2, —1.

S51%. vy —@a*-Lbx-1¢c se: N a—llb=—2 ¢c=3;

2)a=—2, b=6, c=0.

52. y = 2 + x — % Encontrar o ponto de interse¢io desta pa-

rabola com o eixo 0X.

Construir os graficos de fungdes racionais de valor inteiro de grau

superior ao segundo:

Construir os grificos das fungdes lineares fraciondrias (hipérboles) :

53*. y = x® (pardbola cuibica).
55. y=x*—3x+ 2. 56. v
57. y=2x*— 2%

I

58%, y=—- 59, y=
x
xr—2
60. y= S
61%. y = 9,1+ » 5€ Xg=1, yg= —1, m = 6.
T — xo
* il 2x— 3
62%, y = i
Construir os graficos das fung¢des racionais fraciondrias:
63. y=x+%- T s
1
65%. 3= —. 66. y =
10 :
67%. y = ;
y i (curva de Agnesi)
68. y= P55 (serpentina de Newton ).

69, y=x—|—-:—l-

70. y = xt +i— (tridente de Newton ).

L ot

»

54. v=2 + (x — 1)3.

§ 2. GRAFICOS DE FUNGCOES ELEMENTARES

Construir os graficos das fungdes irracionais:
71*. y = V;; s e V;
73*%. y = x* (paribola de Neil).

74. y= + x) x (pardbola semiciibica ).
75%. y = £ V25— 2 (elipse).

76. y = + Vx®2 — 1 (hipérbole).

77. y= :

J1—22 :
78%. y = -+ xv Z’f—; (cisséide de Diocles)
79. y = + x}J25 — 22

Construir os graficos das fungdes trigonométricas:
81%. v =/cos x.
83% v —ctg 1.
85%, v = cosce %

80*%. y = sen z.
82%. y = tg x.
84*. y = sec x.

SO0 — A senx, 'se A =1, IO,-;—_, —2.
Bty — sennx, se n— 1, 2, 3,%-
88. y=sen(_~c—qz),secp=0,§- 3—;,::,—

89*%. y = 5 sen (2x —'3).
90*%. y —asenx + bcosx, se a=6, b = —8.
91. y = sen x | cos x.
93*. y = x + sen x.

gl — tg? y. 9. y=1—2cosx.

1
97. y =senzx — S 3x. 98. y=cosx+ %cos 2z
99,y = COS‘E' 100. y = o+ Jsenx.

e

92l 9 ='cos* X.
94%, y = x sen x.

Construir os gréficos das fungdes exponenciais e logaritmicas:

101*. y — a*, se a = 2, % e (e = 2,718 ..)%.
102*. y = log,x, se a = 10, 2,];, e.
103*. y — senh x, onde senh x — -;- (& — ).

*) Ver mais detalhadamente sobre o nimero ¢ na pédg. 23.
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* ‘__ __i z -z
104*. y = cosh z, onde cosh x = 2 (e° 4 7). 136. 7 HTN & (Vinka veta).
sen @

senh »
105*. y = tgh x, onde tgh x = oo 137. 7= Secg-;_a (pardbola).
1 .
106. y — 10° 138*. 7 = 10 sen 3¢ (rosa de trés pétalas).
107*. y = e~ * (curva das probabilidades ). 139*. 7 = a(l + cos @) (a > 0) (cardidide).
i 140*. 7* = a® cos 2¢(a>0) (lemniscata ).
:23 Y ;__l;’ i‘:? Y _=_ ig(x!' Construir os grificos das fungdes dadas parametricamente:
T Y TR - ¥ =l ) 141%. x =83, y = £* (pardbola sémiciibica ).
112. J’=‘ls_x' 113. y=lg-;- 142*. x = 10 cost, y = sen ¢ (elipse).
114. y = Ig(—2). 115. y = logy(1 + x). #43%. x = 10 cos¥, y = 10 sen¢ (asirbide).
116. y = Ig (cos x) 117. y = 2*sen x 144*. x = a(cost 4 ¢sent), y = a(sent — fcos?) (desenvolvimen-
i ’ : ) to do circulo).
Construir os graficos das fung¢des trigonométricas inversas: Lie ) at af? otha 2 Desoart
118*. y = arcsen x. 119*. y = arccos . g %= +2 2 14p (folha de Descartes ).
120*. y = arctg x.l 121*. y = arcctg f 146. x — YT}?: Ly = e (semicircunfertncia ).
122. y = arcsen P 123. y = arccos rFe 147. x=2' 427, y=2'—2"* (ramo da hipérbole).
124. y = x + arcctg x. 148. x = 2 cos®t, y = 2sen®! (segmenio da reta).
Construir os graficos das fungdes: 49, x=t—1 y=10"—1.
g50%. x = — 2t), y = a2 t — 2t didide ).
125. y = | z|. 126. y — %(x +1x]). x = a(2cost — cos 2t), y = a(2 sen sen 2t) (cardidide)

Construir os graficos das fungées dadas implicitamente:

127. a) y = z| x|; b) y=log|x| 151%. 23 + y2 — 25 (circunferéncia).

128. a) y = sen x -+ | sen JTI:I b) y =sen x — |sen x|. 152. xy = 12 (hipérbole). 153*. y? = 2x (pardbola).
3 — 2% quando |x|<1; s e _ , \
=4 = . y? = x%(100 — x?).
129. y ={ , 154. —+ = =1 (elipse). 155. y% = 2% x?)
—_— quando | x|> L. :

2 z
156*. »*+ y* —=a° (astréide). 157*, x + y = 10 1g ».
158. x* = cos y.

| #]
130. a) y =[x], b) ¥y = x — [x], onde [x] é a parte inteira do
niimero x, isto €, o nimero inteiro mdximo, menor ou igual a x.

. : . L
o g;:m(it;u&)r_os gréficos das fungdes no sistema polar de coordenadas 159+, YT 5% = ‘Mctg‘_ (espiral logaritmica).

160*. x3 4 y3 — 3xy = O (folha de Descartes).
161. Compor a férmula de passagem da escala Celsius (C) para
132%. r = X (espiral de Arquimedes) a escala Fahrenheit (F), sabendo-se que 0°C corresponde a 32°F e
> . . 100°C correspondem a 212°F. Construir o gréfico da fungdo obtida.
13.3" 7 e 162. No tridngulo de base b= 10 e altura b = 6 estd inscrito
134*. » = = (espiral hiperbblica ). ~ um retingulo (fig. 5). Exprimir a é4rea deste retingulo y como

. . funcio da sua base . .
135. 7~ cos ¢ (circunferéncia). . Construir o grafico desta funcdo e achar seu valor maximo.

131. » =1 (circunferéncia).

I
N
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FIG. 3

163. No tridngulo ACB o lado BC =a, o lado AC=be o
angulo varidvel X ACB = x (fig. 6).

FIG. 6

Exprimir y = 4rea A4 BC como fungdo de x. Construir o gréfico desta
funcdo e achar seu valor mdximo.

164. Resolver graficamente as equagoes:

a) 24?2 — 52+ 2 =0; d) 107 =z

b) 2*+x—1=0; e) x =1+ 0,5sen x;

c) lg x=0,1%; flctgax=2x. (0 <z <mn)
165. Resolver graficamente os sistemas de equagdes:
a) xy=10, x+y=17;

b) xy =6, x2 4 y* = 13;

c)x®—x+y=4, y¥»—2x=0;

d) 22+ y=10, x+ y*=6;

e) y=sen x, y=cosx (0<x < 2m).

§ 3. LIMITES 23

B3 Limites

1°, Limite da sucessdo. O niimero a denomina-se limife da sucessio x, %y
Xﬂr "':

-

lim sy = a,
- o0

se para qualquer £ > 0 existe um mimero N = N(g) tal, que
|*n —a|<e sendon>N.
Exemplo 1. Demonstrar que

lim 2n 4+ 1 =2
nro oqp 4 1
Solugfio. Consideramos a diferenga
B -5 SN MR X
n 4+ 1 n+4+ 1

Avaliando esta diferenga pelo valor absoluto, teremos:

2n 4+ 1

—2|= =&
n+ 1 n 41
ae,
PR Y (2)
£
Desta forma, para cada nimero positivo e hA um nimero N = i — 1 tal, gque

€
tera lugar a desigualdade (2). Consequentemente, o nimero 2 serd o limite da sucessido
¥n = (2n + 1){(n 4+ 1), isto é, a formula (1) € correta.

2°, Limite da fungdo. Sabe-se que a fungdo f(x) - 4, quando #—>a (4 e a
sd0 numeros), ou

lim f(x) = 4,

x-—+a
se para qualquer £ > 0 existe um nimero & = 8(g) > 0 tal, que
|fix) —Aj<e sendo0<|2x—a|<3
Por analogia,
lim f(x) = A,
X+ 0
se |f(x) — 4| < e sendo | x| > N(e).
Utiliza-se, também, a anotagdo convencional

lim f(*) = o0,
xr—+a
isso quer dizer, que |f(x)| > E, sendo 0 < |x — a| < 3(E), onde E é um niimero
arbitrario positivo.
3° Limites laterais. Se r < a e x -» a, entdo, convencionalmente, escreve-se
x* — a — 0; por analogia, se x > a e x — a, expressa-se da seguinte forma: » —a + 0.
Os numeros

fla—0) = lim f(x) e fla+0)= lim f(z)
0 s+a+0

T+a—

chamam-se, respectivamente, limife & esquerda da fungdo f(x) no ponto a, e limite
4 direita da fungdo f(x) no ponto a (se estes nameros existirem).
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Para a existéncia do limite da fungdo f(#), sendo  — a, é necessirio e suficiente
que exista a ‘igualdade
fla = 0) = f(a + 0).

Se existem os lim fi(x) e lim f,(x), entdo existirio os seguintes teoremas:
L fgrfltx) - f.?:); = gif,&?l Tim £y(3);

2) Bm{fy(x) fo(e)) = lim £,() - lim fy(x);

3 Bm{A ] = im fi()lim f,(x)  (lim £,  0).

Os seguintes limites sdo de uso frequente:
. senx
lim

z-0 x

=1 1;
1
1 x -_—
lim (l-{- — | =lim(l 4+ a)% =¢ = 271828 ...

] x a-+0

Exemplo 2. Achar os limites 2 direita e A esquerda da fungio
1
f(3) = arctg —,
x

quando x — 0
Soluglio. Temos:

f(+0) = lim a.rctg-—l—]=.%

e 240 x
f(—0) = lim arctgl]= —E.
£+ -0 x 2

Neste caso, o limite da fungfio f(#), quando x — 0, evidentemente, nfo existe.

166. Demonstrar que quando # -0 o limite da sucessio
11 1

I, =y —, ., —, ..

4 9 n?
¢ igual a zero. Para que valores de # serd vélida a desigualdade:
L <e
- ns

(e ¢ um nimero positivo arbitrario)?

OFaz;:r a cdlculo numérico, se: a) e=0,1; b) ¢ = 0,01; c) e =
= 0,001. .

167. Demonstrar que o limite da sucessio,

Xy = (n=1,2, i)

n4 1
quando # —co, € igual a 1. Para que valores de > N serd vilida
a desigualdade

- [2,— 1| <e
(¢ é um ‘niimero positivo arbitrério)?
Achar N, se: a) ¢ =0,1; b) e =0,01; c) e = 0,001.
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168. Demonstrar que
lim x? = 4.

=2

Como escolher para um dado nimero positivo ¢, um outro ni-

mero positivo 8 qualquer, de forma que a desigualdade

siga a desigualdade

|x—2] <3

|22 — 4| <e?
Calcular 8, se: a) e=0,1; b) e =0,01; c) e = 0,001. PR
169. Esclarecer o sentido exato das anota¢des convencionais:
a) limlgx= —o; b) lim 2 =+ o00; c) lim f(x) = c0.

z=++0 2>+ @ £+

170. Achar os limites das sucessdes:
1 1 1 (— 1yn-1

a) 1, it 3,—:,---.“‘*;—’---;
2 4 6 2n .
el tli TRy T

o9 vz Vayz V2 arz, .
d) 0,2; 0,23; 0,233; 0,2333; ...
Achar os limites:

=
171. lim —l+i’+—3'-+,,,+" ]
" n

"
172. '1‘;1;: (:’+ h {":; 2) s +3)

173. ,{:‘ﬂ[1+3+5+::i"+(2”_ n z..;_l].
174. lim -:_+((—::)’: 175. lim %
176. lim (24 L+ 5 + - + 50
e
173.'2‘,3 l'+2‘+:‘:+...+ni )

n sen n!
e

180. lim

179. lim(J 7 + 1 — V7). e 1

Ao calcular-se o limite da razio de dois polindmios inteiros em relagio a g
o x — 00, € 1til dividir previamente em #® ambos os membros da razio, onde

}6 & poténcia mixima destes polindmios. _
- Tal método pode ser empl:':gado, também, em muitos casos para fragdes, que
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Exemplo 1.

@x—3) (3% + 5 (4x — 6) _

lim
x>0 384+ —1
2 2) =)
. x x 2:-3-4
= lim _— =
X0
I 4 — — —
2 23
Exemplo 2.
lim % = i —_l = 1.
2o Y+ 10 s»x 30
1+
. 1 .
181. lim &+ 1 182. lim ~2%%% .
£+ x J‘+ 1 xrmo XY —

183. lim 2%+ 1,
P 3x 4+ 7

185. lim Z¥+3° (Bx— 27
X+t o0 » 45

187. lim 2*+3 .
r+m X + "1’

189. lim 12+ 1,

s+ x4 1

Se P(x) e Qfx) sdo polinémios inteiros e P(a) # 0 ou Q(a) # 0, entdo, o limite

da fragdo racional

. Px)
lim ——
r+a Q(x)
€ encontrado diretamente.
Mas, se P(a) = Q{a) = 0, entio, recomenda-se simplificar a fragio P(x) N
X
uma ou mais vezes, pelo binémio » — a. o
Exemplo 3.
2 _ —
lim—2 =4 i =42 ox+2
252 3¥— 3x 4 2 52 (¥ — 2) (¥ — 1) =22 ¥ — 1
191, lim 2¥E 1. 192. lim =2+ 10,
+—1224 1 5 2 — 25
. — 1 —
193. lim —2=1! . 194, lim — == 2% |
x»~12% 4+ 35 4 2 22 x’—4x+4
195. lim 2= 3 +2 196. lim ==+ Dx+a
. z-1 3‘—4‘-’-3 FEY 23— gt
N . 3 _
197. lim XM= 2 198. lim [ _

h=+0 ]

+ 3

184. lim 22— %

tvw X — 8% 4+ 5

2x% — 3x — -I
186, lim
r—l-m V_+

188. lim —* .
s»wo 104 x l"' x

190 lim _%_—:-'
i Vr+vx+lfx

r+1 \1l— = l—.\‘""
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As expressdes irracionais se reduzem, em muitos casos, 3 forma racional através

da introdugdo de uma nova wvaridvel.

Exemplo 4. Achar
im Y1 x—=1
0 v 14+ 2x—1
Solugfio. Supondo que

14 x =55
teremos:

Vi4x—1 .oy =1 . v+y+1 3
lim ———=  ~ — lim = lim =_-
o YT Fx—-1 vyl 32— 1 g1 y4+ 1 2

199. lim V2= 200. lim Y=2=8%.

x+1 z—1 x—»MVX—{
¢ V7v1- . an—zir}+1.
201. l:-l:r: ﬁ 202. lxlil"l —-—-—-—-—-—--—'—(x — ])3

Outro método, atravéz do cual pode-se encontrar o limite, a partir de uma expres-
sdo irracional, € o transporte da parte irracional do numerador para o denominador,
ou ao contrdrio, do denominador para o numerador.

Exemplo 5.
Vx—Va . *r—a o
x-[:: ¥x—a -—-x_r::: (x—a) (Vx+ Va)
1 1
= li — = - > 0).
:f: Vz+Va 2Va =4
im 2=V2=3 204. lim =<5
203. lxl—?} 2T — 49 x+8 V x—2
e im 3=V5EE

205. lima=—7+ e 1—V5-=
207. lim Yitr=Vi—x, 208. lim /ZHA=V 5y q).

x-+0 x h—+0 h
209. lim V2 FA=Vx (o ).

h—0 k
210. lim Vx‘—Zx—%ﬁ—-'{‘x’—i—quG.

x+3 2 — 4x 4 3
211. lim (Jx + a — | %). 212. lim[{x(x + a) — x].

T4 I+ 4w
213. lim (Jx% — 5x + 6 — z).

E i o=l

214. lim x(/x% + 1 — x).

X+ 0O

215. lim (x ¥ 1 — 29).
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Em muitos casos, ao calcularmos os limites, utilizamos a férmula

= sen x
lim
=—+0 x

=1

@ pressupde-se que lim sen ¥ = sen a e lim cos x = cos a sejam conhecidos.

T—+a r—+a
Exemplo 6. lim sen53=hm(sen 5‘-5) =il N =0
=0 ~ 20 Sx
216. a) lim =2% . M2 i 222
x+2 x x40 x
b) lim 225 218. lim =22%.
£+ 00 F x+0 sen 2x
210.. bm s 220. lim |2 sen E] .
z»1 sen 3mx n—+ @ n
221. lim#- 39 | oy ToR X = SCR
z—0 E 3 Tra xX—a
223, fm -, 224, lim B2,
xsa x—a s+—2 x4 2
225. lim 22t M x5 jim MR8,
A0 h el 1— tg=x
4
227. a) lim xsen X ; 228. lim (1 — x) tg ==.
0 x 1 2
b) lim x sen ix . 229. lim ctg 2x ctg[% — x] .
T =0
1 — sen i J 1—2cos »
231. 1 — .
S0 a2, R P
F &3 w™— 5 ‘_'.:T
232. lim COS % — COS n¥x 233. lim tg x — sen x ,
x—+0 22 =0 L
234, Iy M 2, 235 fim s
0 r g =-+0 Sen 3x
236, Tm o= . 3 T e
a1 Sen wx x>0 ¥ + sen 3%
™y
COos 7 1 l;,_.__
- - “ — }{ CcOsS x W
e - L T

240, 1&“*“‘”“"‘—““.

x40 x
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Ao calcularmos os limites do tipo
lim[p(x)¥* =C, (3)
Xr»a

onde @(*) € positivo nos entornos do ponto a(x == a), temos que considerar:
1) Se existem os limites finitos
lim @(x) = 4 e lim{(x) = B,
x—+a x-ra
entio C = A5;
2) selimp(x) =A# 1 e lim §(x) = B, onde 0<Ad<o0, — 0 < B< + o0
x a x-»a
entdo, O cﬂ:ulo do limite (3) € feito diretamente;
3) se limg(¥) =1 e o lim U(%) = oo, entdo, pressupde-se p(x) = 1+ a(*),
T—+a T-+»a
onde «f*) —:{J, quando ¥ —>a e, consequentemente,

C = Emy[1 + e(x)]*™ ng ’

x-»a

{ _1_}.:{:} il lim () (x) 1im [@(x) — 1]4(x)
g — e

onde ¢ = 2,718 ... é nimero de Neper.
Exemplo 7. Achar

- ( sen 2:]“"
lim "
x-+0 x
Solugdo. Temos
1im(s°“2’] =2 e Hm(l+ &) = 1;
x40 x £-+0
assim,

14T
1im [M] = 2l = 2.
-0 x

Exemplo 8. Achar
) ( x + 1 ]“
lim | ————— .

s+ 22 4 1
Solugdo. Temos
gt
im el = lim = —i
w2y 41 x+m2+i 2
e x
lim #? = 4 coO.
X
Portanto

;:
im .x_+1_] == 0
z+m| 2x + 1)

Exemplo 9. Achar

% x— 1)*
hm[ ] .
s+l ¥+ 1
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Solugdic. Temos

1
r— 1 . x
Iim —— = lim — = _ |

rem ¥+ 1 x,m!! 1

&

Fazendo as transformagdes supra indicadas, teremos:
— 13= . x
lim[j-—-_ =]im[]-:.["_l__.|J —
x|l ¥ 4 1 T m x 4+ 1
rd1] -

2 lim —Z
= lim 1+ |- __-2_J} . e:-:mac. x+1 = -3
£+ ¥ 41

Neste caso, nio utilizando o método geral, podemos encontrar o limite de forma
mais simples:

(2 (-2 LE—LH T L,

x r
e l\J.»_I.] !im(l +-_]J
x T x

E\x
hm(l{-_ = ek
X @ x

X

E Gtil lembrar, que

241, lim[-?—*—‘r. 242. lim _‘i.“_.’.J’“.
#2400 3 — 1| x? — 1
2x sen x
T+1 2 _ 2. =
243, lim(—'] . 244. lim[.i_._z + 3)
saw| a? ol 2 — 35 42/
245, um(—" +2 ) 246. lim[l . 1)".
rom | 242 4 nos a0 n
247. lim{l + EJ:. 218. Iim[——‘ _)’.
T+m® x s+l ¥ + 1
249, lim( e 250. lim |1 :J".
»wol ¥ + 3 ns o ”
= 1
251. lim(1 -4 sen x)*. 252%*, a) lirr;(cos x)*;
x-+0 F B

1
b) lim(cos x)*.
=0

Para o cilculo dos limites abaixo relacionados, ¢ util saber, que se existe e ¢ po-

sitivo o lim f(1), entio

X-+a

. lim[ln f(2)] = In[lim f(x)).
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Exemplo 10. Demonstrar que

lim In(1 4 %) _
0 x

Solugio. Temos: . )
s S Iirx‘i)[ln{l—i- 117] - ln[h’m(l+ x]‘] =In e= 1.

0 = 5 =0

A férmula (*) € usada com frequéncia durante a resoluglio dos exercicios.

253. lim [In(2x + 1) — In (x + 2)).
T4+ @

% . 1 1+ x )
254. lim ECE29. 255. lim ;—an-l-:—x ]
x50
. In(cos x)
256. lim x[In(x + 1) — In x]. 257. I:ﬂ_ﬂ“’__.
x4+
et — 1 . at — 1
258*. lm;; — 259+, l:ir: . (a>0).
260*. lim n(fa — 1} (a>0).
1— =
o _ .
201 lm: '__" . 262. I:T: sen x
-.’ senh x . cosh ¥ — l’
pSin =05 nim =i
(ver n°. 103 e 104). ‘
Achar os seguintes limites laterais:
* i -
264. 3) l!-lr—anS‘—T-;__f b) .lan Vst + 1
265. a) lim tgh x; b) tli-frolo tegh x,
e* — %
onde tgh x — e
. |
266. a.) llma i b) iin"lo T .
; 14 e I+ e
i In(l 4 7)) | in (14 e
a) TN D) lim 2
268. a) lim "Xl gy gy Isensxl
£+ —0 x £+ 40 x
. x— 1 x— 1
TSRS b) lim
B 3 ‘l':ll.nal"“l[ )z-.ll+0[x-—l|
270. a) lim —*_ . b) lim —*

as2—0x— 2" £2240 ¥ — 2
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Construir os grificos das fungoes (n é natural):

272%, y = lim —= (x=0).
xﬂ

niro 1+

271*. y = lim (cos®" x).

273. y=Ilim} x® + &2
a0

275. y=1imJ1 + 2* (x>0).

== 00

274. y = lim (arctg nx).

276. Transformar em fragdo ordinaria a frado periédica mista dada
«=0,13555 ...,

considerando-a como limite da fracio finita correspondente.
277. O que ocorre com a raiz da equagio quadrada
ax?+ bx 4+ ¢ =0, ,
se o coeficiente a tende a zero e os coeficientes b e ¢ sio constantes,
sendo que b == 0?

278. Achar o limite do 4ngulo interno de um poligono regular de
n-lados, quando #n — co.
. 279. Achar o limite dos perimetros de nm-poligonos regulares,
mscritos numa circunferéncia de raio R e circunscritos ao seu torno,
quando 7 — co.

280. Achar o limite da soma dos comprimentos das ordenadas
da curva

-z
Yy = €* cos nx,

tragados nos pontos x =1, 2, ..., n, quando # — co.

281. Achar o limite da soma das 4reas dos quadrados, construidos
sobre as ordenadas da curva

y — 2!—2

como bases, onde x=1, 2, 3,.., n, tendo como condigdo
que #->co.

282. Achar o limite, quando 7 ->co0, do perimetro da linha
quebrada M,M, ... M,, inscrita na espiral logaritmica

r=e"9

se os vértices desta linha quebrada tém, respectivamente, angulos
polares
T nI
P =0, ‘P1=E':"" ‘Pn:_é"'

283. O segmento AB = a (fig. 7) divide-se em » partes iguais,
€ em cada uma delas, como na base, estd construido um tridngulo
isésceles, com angulos, junto & base, iguais a o = 45 °. Demonstrar
que o limite do perfmetro da linha quebrada formada, diferencia-se
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do comprimento do segmento 4 B, embora, no limite, a linha quebrada
“fusione-se geometricamente com o segmento AB”.

A B

a

FIG. 7

284. O ponto C,; divide o segmento 4B =/ ao meio; o ponto
C, divide o segmento AC, ao meio; o ponto C, divide o segmento
C,C, ao meio; o ponto C, divide o segmento C,C, ao meio, etc.
Determinar a posi¢do limite do ponto C,, quando # — co.

285. O cateto a, de um tridngulo retingulo, divide-se em %
partes iguais e nos segmentos obtidos sdo construidos retdngulos
inscritos (fig. 8). Determinar o limite da 4rea da figura escalonada
formada, se #n— 0.

MM

MO

)

a

FIG. 8

286. Achar as constantes k e b da equacéo:
1im[kx+b—x3+l]~_—0. (1)

T 00 2% + 1

Explicar o sentido geométrico da igualdade (1).

287*. Certo processo quimico decorre de tal forma que o aumento
da quantidade de substancia, em cada intervalo de tempo , da suces-
sdo infinita de intervalos (i, (¢4-1) 7) (¢ =0, 1, 2, ...) é proporcional
a quantidade disponivel de substincia, que se tem no infcio deste
intervalo e proporcional a grandeza do intervalo. Pressupondo-se
que no momento inicial de tempo a quantidade de substincia era
igual a Q,, determinar a quantidade de substincia Q™ no intervalo
de tempo 7, se o aumento da quantidade de substancia ocorre a cada

#n-parte do intervalo de tempo t= £
n
Achar Q, = lim Q™.

n-—» oo

3—35
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§ 4. Infinitésimos e infinitos

1°. Infinitésimos. Se o
lim u{x) = 0,
X>a
isto €, se |x(x)| < ¢, quando 0 < |¥ — a] < 3(¢), entdo, a fungdo «(s) chama-se ufi-
nitésima (infinitamente pequena), quando x — a. Da mesma forma, determina-se
a fungdo infinitamente pequena a (#), quando x — co.
A soma e o produto do nimero limitado de infinitésimos, quando x —» a, sdo,
também, infinitamente pequenos, quando x — a.
Se a(x) e B(#) sdo infinitésimos, quando » — a e

lim 2% _
s»a B(x)

onde C é um niimero dado, diferente de zero, entdo, as fungdes a(x) e B(x) chamam-se
infinitamente pequenas de uma mesma ordem ; se C = 0, entdo, a fungo a(x) é infini-
tamente pequena de ordem superior, em comparagio com B(x). A fung¢io a(x) chama-se
de infinitamente pequena, de ordem n, em comparagio com'a funcio B(%), se

o(x)

e BN

onde 0 < |C| < + co.
Se

lim gﬂ - —] 1,
x»a B(%)
entdo, as fungdes a(x) e B(x) denominam-se eguivalentes ou assinfoticamente fguais
quando x — a:
a(x) ~ B(2).

Por exemplo, quando x — 0 teremos:

senx~x; tgx~zx; In(l + 2) ~ =z,
etc.
A soma de dois infinitésimos, de diferentes ordens, € igual aos termos, cuja ordem
€ inferior.
O limite de razdio de dois infinitésimos nio se altera, se os membros de razio
forem substituidos por grandezas equivalentes. De acordo com este teorema, ao cal-
cular-se o limite da fragdo

lim 22
s+a B(x)

onde a(%) — 0 e B(#) - 0, quando ¥ - 2, no numerador e denominador da fracio
pode-se retirar (ou acrescentar) infinitésimos de ordens superiores, escolhidos de tal
forma, que as grandézas que restaram sejam equivalentes is anteriores.

Exemplo 1.

»

lim V———-—xa + 2 = lim L_,a

x20 In(1 4+ 22) 20 22

2°. Infinitos. Se para qualquer nimero grande N existe tal 3(N), que, quando
0 < |# — a| < 8(N), verifica-se, a desigyaldade
. [ f(®|>N,

entdo, a funcio f(x) chama-se infinita (infinitamente grande ), quando ¥ — a.
) Da mesma forma, como € feito para os infinitésimos, introduz-se o conceito de
infinitos de diferentes ordens.

1
2

i
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288. Demonstrar que a fungio,
fi) ===

¢ infinitamente pequena, quando x — 0. Para que valores de x
¢ véalida a desigualdade:
/(%) [<e,

se ¢ é um numero arbitrario?
Calcular: a) e=0,1; b) e=0,01; c) e = 0,001.
289. Demonstrar que a fungido
flx) =1— x?
¢ infinitamente pequena, quando x — 1. Para que valores de x é
véalida a condigdo:
/(x| <e,

se ¢ é um numero positivo arbitrdrio? Fazer calculos numericos para:
a) e=0,1; b) e=0,01; c) e =0,001.
290. Demonstrar que a fungdo,

J(x) =

é infinitamente grande, quando x—>2. Em que entornos de | x — 2 {<3
verifica-se a desigualdade:

|/(x)| >N,

sen x

1

x—2

-se N é um nimero positivo arbitrério?

Achar 8, se: a) N = 10; b) N = 100;. ¢) N = 1000.

291. Determinar a ordem infinitesimal: a) da superficie de uma
esfera, b) do volume da esfera, se seu raio » for infinitésimo de 1°
ordem. Qual ser4 a ordem infinitesimal do raio e do volume da esfera,
em relagao a 4rea desta mesma esfera? _ _

292. Que o angulo central « do setor circular 4 BO (fig. 9) de raio
R tenda a zero. Determinar a ordem infinitesimal em relagdo

D

\V/

0
FIG. 9

- ao infinitésimo «: a) da corda AB; b) da flecha do arco CD; da

drea A ABD.

3«
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293. Determinar a ordem infinitesimal em relagio a x, quando
x>0, das fungdes:
a) x : c) Va2 — V?’
ik d) 1 — cos x;

b}hx—f-ﬁ; e) tg x — sen x.

294. Demonstrar que o comprimento do arco infinitésimo da
circunferéncia de raio constante é equivalente ao comprimento da sua
corda l4 compreendida.

295. Serido equivalentes o segmento infinitésimo e a semicircun-
feréncia infinitésima, tracada neste segmento como no diAmetro?

Empregando o teorema sobre as relagdes de duas infinitamente
pequenas, encontrar:

296. lim SR2TNIx 997 Jim V1o,
z-+0 (¥ — r'lJl e In(1 — x)

298. lim - " 299, lim 03X cos 2%
=0 1 — x 20 1 — cos

300. Demonstrar que, quando x—0, as grandezas ; ef1+4+x—1

sao equivalentes entre si. Usando este resultado, demonstrar que,
sendo |x| pequeno, hd lugar a igualdade aproximada:

V'lfleqt-%- (1)
Empregando a férmula (1), achar aproximadamente:
a) Y1,06; b) J0,97; ¢) Y10; 4) J120

e comparar os valores obtidos com os dados de. tabela.

301. Demonstrar que, quando x—0, verificam-se as igualdades
aproximadas seguintes, com precisdo de até os termos de ordem x2:

a) !

b) Va*+ xxa + 21 ‘a>0);
a

=1 — x;

c) (I + x)"= 1+ nx (r é nimero natural);
d) lg (I + )= Mz,
onde M = lg e = 0,43429 ...
Partindo destas férmulas, calcular aproximadamente:
1t 1 1 e
1) o 2) oo Y st Y Y15; 5) 1,043; 6) 0,93%; 7) Ig 1,1.
Comparar os valores obtidos com os fornecidos nas tabelas.
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302. Demonstrar que, quando x — oo, a fun¢ado racional inteira
P(x)= agx™ + a;x" ' + ... + a, (ay 5 0)
¢ uma grandeza infinita, equivalente ao termo superior a,x".

303. Seja x — co0. Tendo x como grandeza infinita de 1°. ordem,
determinar a ordem de crescimento das fungdes:

a) xz;s_ 100 x — 1000; o) Vx+V;:
iy d) ¥x— 222

§ 5. Continuidade das fungdes

1°. Defini¢io de continuidade. A funcdo f(») € continua, quando » = g (ou “no

nto E“), se: 1) esta fungdo € determinada no ponto g, isto é, existe um nirmero

f(E): 2) existe o limite finito lim f(x) ; 3) este limite € igual ao valor da fun¢io no ponto
x=E

2, isto é:
tim f(x) = f(&)- (0

25
Supondo-se que:
x=§ + AE,
onde AE —> 0, podemos escrever a condigdo (1) da seguinte forma:
lim Af(E) = lim[f(§ + AE) — f(E)] = 0, (2)
AL-»0 AE—+0

isto €, a fungdio f(x) € continua no ponto £, quando, e somente quando, neste ponto,
aum incremento infinitésimo do argumento, corresponde um incremento infinitésimo

da fungdo. . .
Se a fungiio € continua em qualquer ponto de um campo determinado (intervalo,
ségmento, etc.), entdo, ela é continuwa neste campo.

Exemplo 1. Demonstrar que a fungio
y = sen x
€ continua para qualquer valor do argumento .
Solugfio. Temos:

Ax
Ay = sen(x + Ax) — sen x = 2 sen A_;’ cos[x +—--2——) =
Ax
sen Ax
— —-z—w . cus[x -+ e ] Q.
Ax 2
2
Como
sen ' A .
lim 2—-=l e 'cos(z-}--—x—]lal,
Ars0 Ax i 2 |
2
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entio, para qua.lq.uer valor de #, teremos:

lim Ay = 0.
Azx-»0

Portanto, a fungio sen x € contfnua para — o0 < ¥ < 4 0.
2° Pontos de descontinuidade da fung@io. Uma fungfio f(») é descontinua no va-

lor # = x, (ou no ponto x;) do campo de defini¢io da fungio ou no limite a este cam-
po, se, neste ponto, se violar a condigiio de continuidade desta fungio.

1

Exemplo 2. A fungfio f(x) = -E-l——}: (fig. 10, a) € descontinua, quando » = 1.
- &

Esta funcdo ndo estd definida no ponto * = 1 e qualquer que seja o niumero f(I)

escolhido, a fun¢do completada f(x) ndo serd continua, quando » = 1.

Y : YA
1 =F(x)
: i 2 ﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ | g |
V \ Y7 i I
T MLl gl
I | |
b/ # ORI
N i i 0 7 7 3 i
g 2 X T
a) b)
: Y\
7

=

¢)

FIG. 10

Se para a funglo f(#) existirem limites finifos:
lim f(9) =fix—0 e lm fx)=/,x+0)

Trxy—
sendo, que os trés niimeros f(x,), f(¥, — 0) e f(x, + 0) nio slo iguais entre si, entio,
%, denomina-se ponto de descontinuidade de 1°. espécie. Em particular, se

o flag — 0y = f(x, + 0),
entdo, x, denomina-se ponfo de descontinuidade evitdvel.
Para que a fungdo f(r) seja continua no ponto r, € necessirio e suficiente, que

J(#) = flx, — 0) = f(x, + 0).
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Exemplo 3. A fungio f(x) = sre—nix tem descontinuidade de 12. espécie, quando
[
x = 0. De fato, temos
U VIS e G T
x> +0 x
e
Y e B e T
-0 —X

Exemplo 4. A fun¢do y = E(x), onde E (x) representa a parte inteira do ni-
mero x (isto €, E(x) ¢ o numero inteiro que satisfaz a igualdade » = E(x) + g, onde
O0<g < 1), é descontinua (fig. 10, b) em cada ponto inteiro: » = 0. 4 1, 4 2, ...,
onde todos os pontos de descontinuidade sio de 12. espécie.

De fato, se # € um niamero inteiro, entdo, E(n — 0) =n — 1 e E(n 4 0) = n.
E evidente, que em todos os demais pontos esta fungdo é continua.

Os pontos de descontinuidade da fungdo, que nido sdo de 12, espécie, sio chamados
de pontos de descontinuwidade de 2%, espécie.

Sio, também, pontos de descontinuidade de 22, espécie os pontos de descontinui-
dade infinita, isto €, os pontos x, para os quais, pelo menos um dos limites laterais
flx, — 0) ou f(x, + 0) seja igual a oo (ver o exemplo 2).

Exemplo 5. A fungido y = cos il (fig. 10, ¢) no ponto x = 0 tem uma desconti-
x
nuidade de 23. espécie, ja que ndo existem os dois limites laterais:

; ™ 1 ™
lim cos — e lim cos — «
x+—0 x x++0 x

3°. Propriedades da fungdo continua. Ao analizar as fungdes para determinar
s¢ as mesmas sdo continuas ou ndo, deve-se considerar os siguintes teoremas:

1) A soma e o produto de um nimero limitado de fungdes continuas em um campo
determinado €, por sua vez, uma func¢io continua neste mesmo campo;

2) o guociente da divisdo de duas fung¢des continuas em um campo determinado
€, também, una fun¢io continua para todos os valores do argumento deste mesmo
campo, que ndo anulam o denominador;

3) se a funcgdo f(x) € continua no intervalo (a, b), estando o conjunto de seus wva-
lores compreendido no intervalo (4, B), e a fungdo () € continua no intervalo
(4, B), entdo, a fungdo composta @[f(#)], também, é continua no intervalo (a, b).

A funcdo f(x), continua no segmento [a, b], possue as seguintes propriedades:

1) f(x) esta compreendida em [g, b], isto é, existe um certo ntimero M tal, que
| f(#) | <M para a<x<b;

2) f(x) atinge em [a, b] seus valores maximo e minimo ;

3) f(x) toma todos os valores intermédios entre os dados, isto €, se fla) = A4
e f(B) = Bla<a << B<b)e A # B, entdo, qualquer que seja o nimero C, compreen-
dido entre 4 e B, existe, pelo menos, um valor de ¥ = y(x < y < B) tal, que f(y) = C.

Em particular, se f(x) f(8) < 0, a equagio ;

f(x =0
tem no intervalo (x, ), pelo menos, uma raiz real.
304. Demonstrar que a fungdo y — x? é continua para qualquer

valor do argumento x.
305. Demonstrar que a fungio racional inteira,

P(x) = ayx™ + a;x"1 4+ ... + a,
€ continua para qualquer valor de x.
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306. Demonstrar que a fungio racional fracionria
R(x) _ agx™ + a Al - L 4 ay
bea™ 4 b a™ Ll 4 L+ by,
¢ continua para todos os valores de x, com excecio dos que anulam
o denominador.
307*. Demonstrar que a fungio y = |/ x € continua, quando x> 0.

308. Demonstrar que se a fungdo f(x) é continua e nio & nega-
tiva no intervalo (g, b), entio, a funcio,

F(x) = Vf(x),
também, é continua neste intervalo.

309*. Demonstrar que a fungdo y = cos x ¢ continua para qualquer
valor de x.

310. Para que valores de x serdo continuas as fun¢des:

a) tg x e b) ctg x?

311*. Demonstrar que a fungio y = | x| é continua. Construir o
grafico desta funcio.

312. Demonstrar que a grandeza absoluta de uma funcio continua
é, também, uma funcdo continua. :

313. Uma funcao ¢ dada pelas férmulas:

x? — 4
S =1x=2
A quando x = 2.
Como deve-se escolher o valor da fungio 4 = f(2), para que a fungdo
f(x) completada desta forma seja continua, quando x = 2? Cons-
truir o gréfico da funcio y = f(x).
314. O segundo membro da igualdade,

quando x =& 2.

f(x) =1 — xsen L
x
carece de sentido, quando x = 0. Como escolher o valor de £(0),
para que a fungdo f(x) seja continua, quando x = 0?
315. A funcio

: f(x) = arctg x_i

carece de sentido, quando x = 2. E possivel escolher um valor de
/(2) tal, que a funcdo completada seja continua, quando x = 2?

316. A fungdo f(x) é indeterminada, quando x = 0. Determinar
/(0) de forma que f(x) seja continua, quando x = 0, se:

a) fla) = L+ AT=1 (n é nimero natural);
- x

b) f(x) = d1—cosx

»
2
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In(l 4+ #) — In(l — %) |
z »

c) flx) =
d) fly) = —="—;
e) f(x) = x* sen%;

f) f(x) = x ctg x.
Verificar se as fungdes seguintes sio continuas:

B 1+x‘--

317. y= R 318. y = 3
=Y7+x-3 320, y =~
319.ymTT. y o

321. a) y=sen%; b) y-——-xsen%-

323. y = In(cos x).

322, y= .

s . 325. y = arctg —-
324.y=lntg-£- T

1 e 41 .

326. y= (1 + x) arctg -——- 327. y = ¢ :

1 329. y= '———",_“‘
328. y=e " 14 6%

x? quando x<3, . . _
330. vy ={2x + 1 quando x >3. Construir o grafico desta fungdo.

331. Demonstrar que a fungdo de Dirichlet x(x), igual a zero,
quando x ¢ irracional e igual a 1, quando x € racional, ¢ descon-
tinua para cada valor de x. Verificar se as seguintes fun¢des sdo
continuas e construir o grafico das mesmas:

1

0).
1+ a® (x; )

333. y = lim (x arctg nx).

334. a) y =sgnx, b) y = xsgnx, c) y=sgn(sen x), onde a
fungdo sgn x & determinada pelas férmulas:
+ 1, se x >0,
sgn x = 0, se x=0,
— 1, se x << 0.

335. a) y = x — E(x), b) ¥y = xE(x), onde E(x) é a parte inteira

~do nimero x.

336. Dar um exemplo, o qual demonstre, que a soma de duas
descontinuas pode ser uma fungio continua.
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3377, Séja x uma fragdo prépria positiva que tende a zero
(0 < « < 1). Pode-se colocar na igualdade
E(14a) =E(l —a) + 1,

que se verifica para todos os valores de «, o limite do valor «?
338. Demonstrar que a equagdo

¥ —3x+1=0

tem uma raiz real no intervalo (1,2). Calcular, aproximadamente,
esta raiz.

339*. Demonstrar que qualquer polindmio P(x) de grau impar
tem pelo menos uma raiz real.
340. Demonstrar que a equagdo

L]

tgx=x
tem uma infinidade de raizes reais.

}
ey
31

Capitulo II
DIFERENCIACAO DAS FUNCOES

§ 1. Célculo direto das derivadas

1°. Acréscimo do argumento e acréscimo da fungfo. Se » e #, sdo valores do
argumento x e ¥ = f(x) e y, = f(#,), os valores correspondentes da fungdo y = f(»),
entdo,
Ax==z— =

é denominado de acréscimo do argumento x no segmento [, x] e
Ay=y—1Yy
Ay = f(x) — f(z) = f(z + Ax) — f(3) (n

é denominado de acréscimo da fungdo y neste mesmo segmento [#, ] (fig. 11, onde
Ax = MA e Ay = AN). A razio

ou, ainda,

ﬁ—y = tgo

Ax

representa o coeficients angular da secante MN do grifico da fungio y = f(x) (fig. '11)
e se chama velocidade média de variagio da fungio y no segmento [», » + Ax].

FIG. 11

Exemplo 1. Calcular Ax e Ay para a fungio
y=2*—5%+6,
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que correspondem s seguintes variagdes do argumento:
a)der=1lax=11;
b) de x =3 a x = 2,

Solug@io. Temos:

a) Arx = 1,1 — 1=0,1,
Ay=(l.l’—5-1,1+6}—{l‘-—.‘5-l+6)=—0,29;

b) Ax =2 —-3=—1,
Ay==(2’—5-2+6)~—(3’-5-3+ﬁ)=0‘

Exemplo 2. Achar para a hipérbole y = L o coeficiente angular da secante
que passa por pontos, cujas abscissas sio ¥ = 3 : x = 10.
Solugio. Temos Axr = 10 —-3=7; y'; L ! 1
Ay

7
= — —. Por conseguinte, k = —< — —~—1.
3 Ax 30

2°. Derivada. Chama-se derivada ¥y = 4y da fungdo y = f(x) no ponto #, o
dx

limite da razéb 41, quando Ax tende a zero, isto €,
Ax

se este limite existe.
O valor da derivada fornece o coeficiente angular da tangente M T, até o grafico
da fungdo y = f(x) no ponto » (fig. 11):
¥ =tg g
A operagido para achar a derivada ¥’ denomina-se derivagdo da Sungdo. A derivada
v’ = f'(x) representa a velocidade de variagdo da fungdo no ponto x
Exemplo 3. Achar a derivada da fungido

¥y = 23
Solugdio. Aplicando a férmula (1), teremos:
Ay = (x + A%? — 2* = 2xAx + (Ax)

¢ Ay =2x + Anx.
Ax
Portanto,
¥ = lim ar _ im (2x 4 Ax) = 24,
Ar—0 Ax  Ax-0

3°. Derivadas laterais. As expressdes

(%) = tim [+ A — flx)
N Az —0 Ax

filx) = lim L2+ A2 — f(x)
* Ax-» 40 Ax

chamam-se, respectivamente, derivadas da esquerda c da direita da fungio f(#) no
ponto x. Para que exista J(x), € necessirio e suficiente, que

I2(%) = fil®).
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Exemplo 4. Achar f’_(0) e f°,(0) para a fungio:

f(x) = |x].
Solugdio. Por definigdo temos que:
@ =tm B g0 =um 1A%
TR, AR =0 A ; U Areto Ax

4°. Derivada infinita. Se em um ponto determinado temos, que
flz + Ax) — f(x) o

lim e 2T o0,
Az—0 Ax
i ue a fungdo continua f(x) tem derivada i.nfin'it.a no ponto z. Neste caso, a tan-
g-:: go grafico da fun¢do y = f(x) serd perpendicular ao eixo OX.
. Exemplo 5. Achar f’(0) para a funcio

y =V
Solugdio. Temos:

£/(0) = lim Yar _ i —
Ax—0 AL  Azs0 V&I‘

= 00.

341. Achar o acréscimo da fungdo y = x?, correspondente A
transposi¢io do argumento:

a)de x=1 a x =2;
b)de x=1 a x =1,1;
cydex=1 ax;=1+h

342. Achar Ay para a fungio y = {x, se:

a) x=0, Ax=0,001;

b) x = 8§, Ax = —9;

) x=a, Ax=h .

343. Por que, para a fungdo y = 2x + 3 pode-se determinar o
acréscimo Ay, sabendo-se, apenas, que o acréscimo correspondente ;5
Az =5, enquanto que para a fungdo y — x2 nio se pode fazé-lo?

. ~ A P

344. Achar o acréscimo Ay e a razio f para as fungdes:
x

1

=— d =1 e Ax=0,4;
a) y g quando x
b) y = V%, quando x = 0 e Ax = 0,0001;
c) y=Ilgzx, quando x = 100000 e Ax = — 90 000.
Ay

345. Achar Ay e A— correspondentes a variagdo do argumento

. de x até x + Ax para as fungdes:

a) y=ax+ b; d) y=Vx;
b) y = a3; e) y = 2%,
c)y:l' f) y=In=x

»
22
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346. Achar o coeficiente angular da secante A pardbola

y = 2x — x?
se as abscissas dos pontos de intersegdo sdo iguais a:
a) f[y =1, x,=2;
b) x;, =1, x,=0,9;
c) =1, X, = 14 A

A que limite tende o coeficiente angular da secante no ultimo caso,
se h—> 07?

347. Qual é a velocidade média de variagio da fungdo y = *®
no segmento 1 <x<4?

348. A lei de movimento do ponto é s = 22 3/ 4+ 5, onde a
distancia s ¢ dada em centimetros e o tempo £, em segundos. Qual
serd a velocidapde média do ponto durante o intervalo de tempo de
t=°1at=35"

349. Achar a pendente média da curva y = 2% no segmento 1<
<x<S.

350. Achar a pendente média da curva y = f(x) no segmento
[x, x -+ Ax].

351. Que se entende por pendente da curva y = f(x) ro ponto
x dado?

352. Definir: a) velocidade média de rotagdo; b) wvelocidade
instantinea de rotagio.

353. Um corpo aquecido esfria-se quando colocado num meio,
cuja temperatura seja menor. O que se entende por: a) velocidade
média de esfriamento; b) velocidade de esfriamento num momento
dado?

354. O que se entende por velocidade de reacio de uma substancia
em uma reagao quimica?

355. Seja m = f(x) a massa de uma barra heterogénea no segmen-
to [0,x]. Que se entende por: a) densidade linear média da barra no
segmento [x, x -+ Ax]; b) densidade linear da barra no ponto x?

356. Achar a razido il para a fungdao v = L no ponto x = 2,
x x

se: a) Ax = 1;.b) Ax = 0,1; ¢) Ax = 0,01. Qual serd a derivada
v, quando x = 27
357**. Achar a derivada da fungdo y = tg x.

358. Achar y’ = lim EZ para as fungdes:
Ax—0 x

c) y=Vx;
b)}’zx_l,; d) y = ctg «.

359**, Calcular f’(8), se f(x) = 7 x.
360. Achar f/(0), f'(1), f'(2), se f(x) = x(x — 1)% (x — 2)2.

a) y = 2%;

8
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361*. Em que pontos a derivada da fungdo f(x) = x® coincide,

& pumericamente, com o valor da prépria fungdo, isto é, f(x) = f'(#)?

i

362. A lei de movimento do ponto é s = 5¢2, onde a distincia

s é dada em metros e o tempo #, em segundos. Achar a velocidade

de movimento no instante £ = 3. )
363. Achar o coeficiente angular da tangente ém relagdo a curva

'y — 0,1 23, tragada no ponto com abscissa x = 2.

364. Achar o coeficiente angular da tangente a curva v = sen x
no ponto (x; 0). - A

365. Achar o valor da derivada da fungao f(x) = — o ponto
% = %o(% #F 0)-

366*. A que sio iguais os coeficientes angulares das tangentes
as curvas y = ;‘- e y = x% no ponto de sua interse¢io? Achar o

angulo entre estas tangentes. ) i
l'lg36'}"". Demonstrar que as fungdes seguintes ndo tém derivadas

finitas nos pontos indicados:
a) y = ¥ x% no ponto x = 0; b) y =z —1 no ponto x = 1;

2Eln k=0, £1, £2,.).

c) y = |cos x| nos pontos x =

§ 2. Derivagdo por tabelas

1°. Regras principais para achar-se a derivada. Se ¢ ¢ uma constante e 4 = e(*).
v = Y(x) sdo fungdes que possuem derivadas, entdo:

1) (¢ = 0; 2) (s = 1;
3) (wtv) =u' 4 v 4) (cu)’ = cu';
5) (wv)' = wv + v'u;

u)’ w'y — v'u

—_— = — O H
o () - w#0)

[AY cv’

—_ = — — 0).
7 [v) = © # 0)
2°. Tabela das derivadas das fungdes principais:
1. (a™) = nx""L I (V3)' = ZVI-; (»>0).
III. (sin #)" = cos #. IV. (cos x)’ = — sin .

’ e l *

V. (tg #)’ = g VI. (ctg )" = oy

VII. {a.rcsen x}' - W,_l=*‘-'. “SI < 1)
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VIII. (arccos x)" = — (l=f < 1).

1
|
1

IX. (arctg x)" = s A
# +

. X. (arcctg x)’ = —

14 xt
XI. (@) =a%®Iln a (a > 0). XIIL (%) = &~.

XIIL (In %)’ =~ (x> 0).
X

L ¢ >0 a>o0.
xlna z
XV. (senh x)" = cos hxr.
1

cosh 2x
1 1
- XIX. (Arsenh 2)" = —
sh?x, V1 + a2
1

XX. (Arcosh ¥)" = ———— (|x| >1).
Vat — 1

XIV. (log, »)" =

XVI. (cosh #x)" = senh x.
XVIIL. (tgh )’ =

.

XVIIIL. (ctghx)’ = —

XXI. (Artgh x)" = L (x| < 1.
1 — a2

XXII. (Arctgh x)’ = — (x> 1).

22— 1

3°. Regra de derivagio de uma funglo composta. Se y = f(u) e u =p(x),
isto €, ¥ = f[p(x)], onde as fungdes y e u possuem derivadas, entio,

Ve = Yutéz (y
ou, de outra forma,

dx du dx

Esta regra pode ser aplicada 2 cadeia de qualquer niimero finito de fung¢des que podem
ser derivadas.
Exemplo 1. Achar a derivada da fungio
¥y = (2 — 2x  3)5.
Solugdo. Supondo, que ¥ = u* onde ¥ = 1* — 2x -+ 3, de acordo com a férmula
(1) teremos:
¥ o= (%), (¥* — 20 4 3) ; = 5ui(2x — 2) = 10(x — 1) (2% — 2x 4 3)4.
Exemplo 2. Achar a derivada da fungio
y = sen?® 4x,
Solugdo. Supondo que
y =us;

%= senv,; v = 4x,

teremos:

: ¥ = 3u-cosv-4= 12 sen?4x cos 4x.

Achar as derivadas das seguintes fungdes (nos n°s. 368 — 408
nio se aplica a regra de derivagio de fung¢des compostas):
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A. Fungdes algébricas

368. y = x5 — 423 4 2x — 3.
370. y = ax* + bx + c.
372. y = at™ + ™"

374. y = = £ In2.

376%. y = x2{ x2.

+ bx
378. y =10
2 1

380. y —

__Zx—l_x

369. y=%—%x—f—x’-—-0,5x“.
371 y= — 2.
a
373. y = 22 b,
Vat ¥
375. y = 32° — 2a® + x°3,
377. y=-2% __ 2% .
Yx‘ xy;
2x 43
379. y = ;
Y ¥ —5x+5
381 y — LHE Ve
1— ¥z

B. Fungdes trigonométricas e

382. y = 5sen x + 3 cos x.
384 =SEHI+COSI.

5en ¥ — Cos x

386. y = arctg x + arcctg x.

388. y = xarcsen x.

circulares inversas

C. Fungdes exponenciais ¢ logaritmicas

390. y = 27 - ¢*.

392, y = -

394. f(x) =~" e* cos x.
396. y = ¢* arcsen «x.
398. y = x3ln x — ’T“

400. y =Inxlg x —Inalog, x.

383. y = tg x — ctg x.

385. y = 2¢tsent— (2 — 2) cos 4.
387. y = x ctg x.

389. y — (l-i—x')a.;ctgx—x_
391, y = (x — 1) €~

393. y=f:—~

395. y = (22 — 2x + 2) €*

397. y ==

399. y-——-—l—+21nx—m7’-

D. Fungédes hiperbilicas e hiperbélicas inversas

401. y = x senh x.
403. y = tgh x — x.

405. y = arctg x — Artgh x.
407, y — Arctsh x|
F 1

4—35

402 -
$Y = cosh » ’
404. y = 3ctgh ¥
In »
406. y = arcsen x Arsenh x.
408. y = 22
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E. Fungdes compostas

Achar as derivadas das seguintes fung¢des (nos n°s. 409 — 466 ¢
necessario aplicar a regra de derivagao de fung¢des compostas com
um argumento intermédio):

409. y = (1 4 3x — 5x%)30,

Soluglio. Designemos 1 4 3x — 5i® = u; entdo, y = »%.
Temos:
Yo = 30 u®®, u, = 3 — 10x;

y2 = 30 4 - (3 — 10x) = 30(1 + 3x — 5272 - (3 — 104).

410. y = ("_* + ”]“. 411. f(y) = (2a + 3by)*.
“ 412. y = (3 + 2294
3 1 1

8. y = S62% — 17 24(2x — 18 40 (2x — 1S,
414. y =1 — % 415. y = {a + ba%.
416. v = (a?/3 — x2/3)32, 417. y = (3 — 2 sen x)5.
Solugfio. ¥ = 5(3 — 2 sen 2)4 - (3 — 2 sen x)" =

= 5(3— 2sen x)%(— 2cosx) = — 10 cos x(3 — 2sen x)%.

418. y = tg x — % tg*x + % tg® x.

419. y = Jctgx — Yctga 420. y = 2x + Scos® x.
421%. x = cosec?? + sec?t.  422. f(x) = — ! .
6(1 — 3 cos 2t

423, y =+ ' 424, v = vfi?ifx_—' 2cos x,

- 3cos? x cos ¥ N 5
425. y = ¥senfx 4 ———- 426. v = |1 + arcsen x.

- cos® x
427. y = Jarctg x — (arcsen 1)3.
428. y = 4 429. v = | xe* + x.

arctg x

430. y =¥2¢F — 27 + 1 + In® x.

431. y = sen 3x + ros% + tg | x.
Soluglo. ¥ = cos 3x - (Jx)" — sen = (i !---:: (Y3 =
. 515 cos® Vx
x |

=3ccr53x—-l-scn—-
5

5 +2F;.cos’ Va
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432, y — sen (x? — Sx + 1) + tg =~
X

433. f(x) = cos (ax -+ B). 434. f(t) = sen ¢ sen (¢ 4+ ¢).
RSy oo 1o 2y, 436. f(x) — a ctg *
- 1 -- cos 2x a
437. y = — 2%(-05 (5x%) — L cos x%.
438. y == arcsen 2x.
Solugdo. 3’ : (2x)’ ’
- o ———— X == —————
S 7 V1= (2x)2 F1— 4a2
439. y = arcsen L 440. f(x) = arccos V.
xl
1 . 1+ x
441. y = arctg - 442. y = arcctg L
1
— §p—%? . = ——
443. y = Se~ . 444, y o
445. y — x*10%. 446. f(t) = tsen 2.
447. y = arccos e*. ' 448. v = In (22 + 7).
449. y = lg sen x. 450. y = In (1 — a?).
451. y = In?x — In (In x).

>
452. y = In (¢* + 5 sen x — 4 arcsen x).
453. y — arctg (In x) 4 In (arctg x).
454, y—=fInx+ 1+In(Yx+1).

F. Fungdes diversas

455%*, y = sen® 5x cos? % 456. v = — o l-—i-—-?'; — —x——}z
R i Ak e
458. y == T -fixx”- 459. v = —I.éx_‘.-"xh R
460. y = . Y_Ef__i;' 461. y = J—F(l_—?ft—_);
3

462. y — ¥ @ + -‘?§x11+%xif?+-}"éx=ﬁ-

463. y — :‘ V(1 + 298 — ; V(1 + 295

4 [ x—1,
464. y =3 l/_x_-_{-_z- 466, y — [2H2 ]... .
465. y — x'(a — 2x7)2 C Y= (

a — bax™

)|
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467.
468.

a = P —
470. z = Vy +Vy. 471. f(2) = (2¢+1) (3¢t+2) ¥ 3t +2.
472.. = "_—.1—‘—‘
V2ay — 5%
473. ln(Vl-{—e‘—l)—ln (V1 + e+ 1).
474. y = —5(:053 x(3 cos? x — 5).
475. y (tg3x — 1) (tgix + 10 tgix + 1) .
3 tgdx
476. y = tg25x. 477, y = —;-sen (x2).
478. y = sen2 (#). 479. y = 3 sen x cos? x 4 sen3 x
480. y = 1 S —tgx+x 481y = — X 4 ey
3 sendx 3
482. y = Var. sen® x 4 B cos?*x, 483. y = arcsen 22 4 arccos x2.
484. y= —(arcsen x)*arccosx. 485. y = arcsen -
486. _ ) _ arccos x
86. y = arcsen — el 487 T
488. y = —l_ arcsen (xVﬂ’_]. 489. y = Ja® — 2% 4 aarcsen -
yb a a
490. y = x }/a® — x* 4 a®arcsen = .
a
491. y = arcsen (1 — x) + J2x — =2
492, y = (x - %] arcsen |/ x -I—%Vx — x2.
493. ¥ = In (arcsen 5x). 494. y = arcsen (In x).
5 .'itg: + 4
— L Foena = =
495. y = arctg P— 496. vy P arctg
497. y = 3b%arctg VbTxx — (35 + 2x) Vbx — x2.
498. y = — J2 arcctg % — x.
499. y = | = 500. y = esent's,
501. F(x) = (2 ma™ + b)*.  502. F() = e cos Bi.
— el 1 _
503, y— (2P - fﬁ?‘-‘ Bx) e 504. y = - ¢7*(3 sen 3x — cos 3x).
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:' 9 i 3 2 . 1
Y S(x +2% (420 (5 +2° 2(x+ 2)
y = (a + x)Ja — x. 469. y =V (x+a) (x + b) (x + ¢).
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505. y = x”a—" 506. y = J/cos x a Veoss.

x

507. y =3
509. y = In (x + Va? + x?).

510. y=x —2Vx+ 2In (1 + }2).
511. y =In(a + x + J2ax + 9.

508. y = In (ax? + bx + o).

— 1

x
512. y = e 513. ¥ = Incos -
514%. y — In =2, 515. y — In E= (=2
(x + D? T
5].6._y=-——250ntjr -+ In tg x.

517. y-——-Esz-— a? — ‘32-1n (x + V22 = a?).
518. y =InlIn (3 — 249). 519. y = 5In3%(ax + b).

520. y = In Ya2t+at+ x
2 4 a? — x
521. y =" 1n(x2-a2)+—1n”*“.
2a X -+ a
. — ). )= L FoLcosx
522. y = x-sen {ln x 4} 523. y p In tg SR
524, f(x) = Jx2 + 1 — ]nl_'f__‘.(;’.fL‘.
1 2% — 22 4 1
525. V= E In _x—’ " x—-}—__i_
526. y == 2%resemds 1 (] — arccos 3x)2
sen ar . s . tg-:i+2—}/‘3_
cos b send ax
Ly = - ——- 528. y = —In—m———
527. y 3 + 3 cos?bx Y V3 "

tg % +24V3
529. y = arctgln x.
530. y = In arcsen x + % In? x 4 arcsen In x.

1 *x— 1

— 1 V2 x
531. y = arctg ln —- 532. y = = arctg — 4+ — In
Y 3 & vz

6 x4+ 1
533. y — In LE Ve x Vsen = 2 arctg J/sen x.
1—- Vsen x
3, at4 1 x— 1 1
534.y-—71 " +- ;—+1+Eamtgx'
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- 1 1 1 22— 1
535. f(x) = — In (1l + x) — — x? — — y2X T 2
5. f(x) 3 n (I + x) p In (x x4 1) + F.j_arctg, 7

536. f(x) = ’;‘l’i—s‘i‘l”— + In)1T—=22

537. v = senh?2x, 538. y = e** cosh Bux.

539. v = tgh?2x. 540. y = In senh 2x.

541. y — Arsenh ai' 542. y = Arcosh In x.

543. v = Artgh(tg x). 544. y = Arctgh(sec x).

545. v = Artgh - i‘x:. 546, y = % (x2— 1) Artgh x + — x.

547. y —= [% x? + %] Arsenh x — Tl;' 21 + 22
548. Achar y’, se:
a) y=|x|;
b) y= x| x|
Construir os graficos das fungdes y e 3.
549, Achar y’, se
y=In|x| (x+O0).
550. Achar f'(x), se

fx) = {

551. Calcular f'(0), se
f(x) = e cos 3x.

I —x  quando x<0,
e, quando x> 0.

Solugdo. f'(x) = e *(— 3sen 3x) — ™% cos 3x;
f(0) = °(— 3sen0) — e’cos 0 = — 1.

552. f(x) = In (1 + x) + arcsen g Achar f'(1).
553, v — tg3 ==, Achar(ﬂ] .

. 6 dx Jxm2
554. Achar f(0) e f.(0) para as funcgdes:
a) f(x) = Vsen (x%);

2 __ X‘

b) f(x) = arcsen g
¢) f(x) = —"= x#0; f(0)=0;

l—l—s:
d)f(:\f)=xﬁsen%, x4 0; f(0)=0;

€) f(x) = x sen % x#0; f(0)=o0.
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555. Achar f(0) + xf’(0) para a fungdo f(x) = ¢*.

556. Achar f(3) + (x — 3)f"(3) para a fungio f(x) =} 1 + .

557. Dadas as fungdes f(x) = tg x e p(x) = In (1 — x), acharf—%-
P

558. Achar e(l) para as fungdes f(x) =1—x e o(x)=1—
Iz ¢

™y
— sen — -
2

559. Demonstrar que a derivada de uma fung¢do par ¢ uma fungdo

fmpar e que a de uma fungdo impar, ¢ par.
560. Demonstrar que a derivada de uma fungdo peridédica

é, também, uma funcao periddica.
561**. Demonstrar que a func¢do y = xe® satisfaz a equagdo

xy = (1 — 2)y. .
562. Demonstrar que a fung¢io y = xe ° satisfaz a equagio
zy' = (1 — x)y.
563. Demonstrar que a fungdo y =
¢io xy' = y(yIn x — 1).
G. Derivada logaritmica

————— satisfaz a equa-
1+ 2+ 1nx

Chama-se derivada logaritmica da fungfio ¥ = f(x) a derivada do logaritmo desta
func¢io, isto €,
;Y ‘(%)

(ny) =—= £,
j y  f(®)
A logaritmagdo prévia da fungdo facilita, em alguns casos, o célculo de suas

derivadas.
Exemplo. Achar a derivada da fungio exponencial composta

y =",
onde u = @(x) >0 e v =y (x) sdo difetencidveis.
Solugdo. Tomando o logaritmo, teremos:
Iny =vln u

Derivamos ambos os membros da igualdade em relagio a »

(Iny) = v'In % + v (In w)",
ou

iy'=u'lnu+vi.u’,

¥ “
donde

y'=y(u' Inw + i uw'ly
u

ou

y = u”[u’lnu + _‘i u’)-

%
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564. Achar y’, se
- 11— =
) = ¥ x%-——— sen?® x cos? x.
y =¥ o

2
Solugio. Iny= —Inx + In(l — %) — In (1 + #?*) + 3Insen x + 2Incos x;

3
1 21 -1 2 Zs
—J"c-"-‘f‘( )_ 25 3 cos x — — 0 F,
¥y 3 = 1 — 1+ 2% sen x cos ¥
donde
¥ [2 ! 3ct 2t
=y —— ctgx — 2 tgx
3x 1— x 1 £ g]

565. Achar 3, se y = (sen x)*.

Solugdo. In ¥ = xInsen x; ly‘ = Insen x 4+ xctg x;
¥ .
¥y’ (sen x)* (ln sen ¥ + xctg x).

Achar »’, tomando, previamente, logaritmos para a fungio
y = f(x):
566. y = (x + 1) (2x + 1) (3x + 1).

567. y — — 2" 568. y — V;———(, =l

(x + 13 (x + 3% *—2
569 V G 570 (x — 2)°
cy=zx| 55— .y = .
7 A+ 1 O Trpypop
571. y = Va—1 | 572, y = =
VEFDNEF gy3
5?4 y . V; . y = X" .
' . 575. y = x '~
576. y = x* . 577. y = xten 5

578. y = (cos x) %=+, 579. v — (1 1y
580. y = (arctg x)*. Y [ + x]
§ 3. Derivadas de fungdes que ndo sdo dadas explicitamente

1°. Derivada de funglo inversa. Se a derivada da fungdo y = f(1) € y. 3 0,
entdo, a derivada da fungio inversa x = f~!(y) serd:

x, = —
7
ou
o _ 1
dy ~ ady
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Exemplo 1. Achar a derivada x,, se
¥y =2+ Inx
x4+ 1
x

1
Solugfio. Temos y; = 14+ — = , portanto,
x

Xy =

s+ 1
2°. Derivadas de fungdes dadas em forma paramétrica. Se a dependéncia entre
a fungfio ¥ ¢ o argumento x é dada através do pardmetro ¢
{ ¥ =9,

y =40,
entio,
Y
Yz = —)
xy
ou, ainda,
dy
dy . dt
dx  dx
dt

d
Exemplo 2. Achar -—y, se
dx

x = acosf,
y = asent.

d
Solugdio. Encontramos ax = —asent e ?}; = g cosf. Dai

dt
dy _ _@acost _ _ gt
dx — asent

3°. Derivada da fung#io implicita. Se a dependéncia entre x e a fungio diferencié-
vel y é dada de forma implicita
F(x,y) =0, (1
para encontrar-se a derivada y; = »’, nos casos mais simples, ¢ suficiente:1) calcu-
lar a derivada quanto a x do primeiro membro da equag¢o (1), considerando y fungio
de x; 2) igualar esta derivada a zero, isto €, supor, que

d
— F(x, - 0, (2)
o (=, ¥)

e 3) resolver a equaglo obtida em relagio a y'.
Exemplo 3. Achar a derivada yz, se
4 33— Jaxy = 0. (3)
Solugfio. Calculando a derivada do primeiro membro da igualdade (3) e igualando-a

& zero, teremos:

32 4 39y’ — da(y + xy") = 0,
donde
2 — ay

ax — y*

-
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581. Achar a derivada «j, se
al)ligfi= 34 L2k
b) y=x— %senx;

x

) P 01n 4 o2,

Calcular a derivada y" = % para as fungdes y, dadas em forma
3
paramétrica:
i
582. { CGTE 583. il
y = ts_ :[ 4 ]2
Y td 1
P 2at
W e L] Sar.a
584, l 4 o et i) 585. i
1 -+ 12 — _.?_._
g +
X:V?, I_Vtz"f“].
586.{}’—%7, 587. [ gt ey
; A
x = a(cos ¢ + ¢ sen ), il 2
588.{ i 589, | ¥ = acos*t,
y = a(sen ¢t — £ cos i). y = bsen?t.
590 {x:acos%, Jx___ cosd ¢
y = bsendt 501. Vcos 2¢
) A ] i sen? ¢
X = arccos )
o5 l i o Veos 2t
: y = arcsen —n o i
Vite Ny=¢

x=afln tg £ L) #
504, a( n tg 5 + cos ¢ — sen t]
y = a(sen ¢ + cos ¢).
595. Calcular ﬂ’-, quando £ =" se
ax 2

x = a(l — sent),
¥y = a(l — cost).

= |
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dy asen i sen
Solugdo. — = — e
dx a(l — cos ¥ 1—cost
T
sen —
[dyJ 2
R S R R T i b G
d. T -
¥ Ea 1— cos =
2
2 Ai— Nt
596. Achar _é__y_’ quando ¢ = 1, se Tils
& = —

:
n x = ¢ cost,
T lse
4

597. Achar 2, quando #=—
=1t een §.

dx
598. Demonstrar que a fungdo y, dada pelas equagles paramé-
tricas
x = 2t 4 342,
y =+ 28,
satisfaz a equacdo:
dy \* dy )
LA S 73 o TR
8 (dx] n (dx]
599. Quando x = 2, € justa a igualdade:
22— D%
Pode-se deduzir, portanto, que
(x?)" = (2%'),
quando x = 2?
600. Seja y — J/a? — a2 Pode-se derivar termo a termo a igual-

x2 4 3% = a??
Achar a derivada y = 51 das seguintes funcdes implicitas y:
x

LY
601. 2x — 5y + 10 = 0. 602.—:+b—3=1

i
603. x3 - 33 = g3, 604. x4 x%y + y2 = 0.
605. |z + |y = Ja. 606. V%% + V5 = Va2,
e 4R 608. v — 0,3sen y = x.

it ;

609. 2 cos? (x + y) = b. 610. tg y = xy.

612. arctg(x + v) = .

3

613. &/ = x + . 614. Inx 4 ¢ * = c.

611. xy — arctg .
o
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615. Iny + * = ¢. 616. Y =1in (a2
y ; arctg T In (22 + y?).

617. | 22 + y% = carctg 2. 618, a¥ = ¥-.
X

619. Achar y' no ponto M (1; 1), se
2y = 14 xy3

Solugdo. Derivando, t 2y = 3 , oy —
e S R S ey L2 7 B Spndo s = He g = 1o
620. Achar as derivadas y' das fungdes y nos pontos dados:
a) (x+y)?=27(x—y), quando x =2 ¢ y = 1[;
b) ye¥ = ¢**1, quando x =0 e y = 1;

c) y3=x+ln_§, quando x =1 e y = 1.

§ 4. Aplicagbes geométricas e mecinicas da derivada

1°. Equagdes da tangente e da normal. Da interpretagio i i

. geométrica da deri-

vada deduz-se, que a equagdo da tangente, em relagio A curva ¥ = f(x) ou F(x, y) =
=0, no ponto My(x, ¥,), €: ’

¥ = Yo = yolx — x,).

onde y, € o valor da derivada y’, quando x = x,. A reta

] s - , que passa pelo ponto de
contacto, perpendicularmente A tangente, denomina-se normal em rec‘?eaédo lt:;ocuwa.
Para a normal teremos a seguinte equagio:

*— %+ yoly — ¥) = 0.

2°. Angulo entre curvas. Por ingulo, formado entre as curvas:
° ¥ = fil#)
¥ = fol#)

em seu ponto comum M(#,, ¥,) (fig. 12), entende-se o 4ngulo w, que formam entre
si as tangentes M4 e M, B a estas curvas no ponto M,. !

[/ /'T S 't Sp

FIG. 13

¥ X
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De acordo com a conhecida férmula da Geometria Analitica, teremos:
filxe) — filxg)
1+ f1(%o) - f1(%0)

3°. Segmentos relacionados com a tangente e a normal no caso de um sistema de

tgw =

"_.‘ ordenadas retangulares. A tangente e a normal determinam os quatro segmentos
seguintes (fig. 13):

TM — segmento tangente,

S¢ = TK — sublangente,
n = NM — segmento normal,
Sp = KN — subnormal.
omo KM = | y,| e tg @ = y,. entdo:
Y ————— . —————
(= TH = | Yo YTF ot n= NM = |3YT+ 0o |
Yy

Sn= |l

4°. Segmentos relacionados com a tangente e a normal no caso de um sistema de
coordenadas polares. Se a curva é dada em coordenadas polares pela equagdo r =
= f(@), o angulo p, formado pela tangente MT ¢ o raio polar r = OM (fig. 14), €
determinado pela seguinte férmula:
tg R=r i‘?— = i .
dr v

A tangente M T e a normal MN no ponto M, junto ao raio polar do ponto de contacto
e a perpendicular deste raio, tragada pelo polo O, determinam os quatro segmentos
seguintes (ver a fig. 14):

= MT — segmento da tangente polar,
n = MN — segmento da normal polar,
S; = OT — subtangente polar,
Sp = ON — subnormal polar.

Y}
X = 135°
o)
0 45 o
A ! X
2
FIG. 14 FIG. 15
Estes segmentos sdo expressos pelas féormulas:
—_—— 2
t=MT = 2 \FF % Si=0T=2;
Il I

n=MN= }r:+ ()
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621. Que angulos ¢ formam com o eixo OX as tangentes A curva
¥y = x — x®nos pontos com abscissas: a) x = 0; b) x = é;c) x=17?

Solugdo. Temos 3’ = 1 — 2». Donde: a) tgp=1 =45, b) tge = 0,
¢=0% c)tge=—1, ¢ =135 (fig. 15).

622. Sob que 4ngulos, as sinuséides y = sen x e Yy = sen 2x cor-
tam o eixo das abscissas na origem das coordenadas?

623. Sob que angulo, a tangentSide y = tg x corta o eixo das
abscissas na origem das coordenadas?

624. Sob que angulo, a curva y = %5 corta a reta x — 2?

625. Achar os pontos, em que as tangentes A curva y =34 4
+ 4x® — 12x? 4 20 sdo paralelas ao eixo das abscissas.

626. Em que ponto, a tangente a4 paribola

y=22—Tx+ 3
¢ paralela A reta 5x + y — 3 =0?

627. Achar a equagdo da pardbola y = 22 + bx + , que é tan-
gente a reta ¥ = y no ponto (1; 1).

628. Determinar o coeficiente angular da tangente A curva:
2*+ y* — xy — 7 =0 no ponto (1; 2).

629. Em que ponto da curva y* = 2 a3 a tangente ¢ perpendicular
a reta 4x — 3y +2=10?

630. Escrever a equagdo da tangente e da normal 2 pardbola
y=Vx
no ponto com abscissa x = 4.
1
2>
=0y, ., = i Como o ponto de contacto tem coordenadas » = 4 e y=2a
4

Soluglio. Temos 3" =

; assim, o coeficiente angular da tangente sera

equagdo da tangente é y — 2=l(z-— 4), ou ¥ — 4y + 4 = 0.
4
Pela condigio de perpendicularidade o coeficiente angular da normal €:
k= — 4,
donde a equagdo da normal resulta:
¥y—2=—4x—4), ou 4v¥ + y — 18 = 0.
631. Escrever a equagdo da tangente e da normal 4 curva:
y= x4 2x* — 4x — 3 no ponto (—2; 5).
632. Achar a equagdo da tangente e da normal A curva

y=¥x=1

no ponto (1;0).
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633. Compor as equagdes da tangente e da normal as curvas nos

pontos dados:
a) y = tg 2x na origem das coordenadas;

=1 no ponto de interse¢do com o eixo 0X;

b) y = arcsen

c) y = arccos 3x no ponto de intersegdo com o eixo OY;

d) y =1In x no ponto de interse¢do. com o eixo 0X;

e) y = e'~* nos pontos de interse¢do com a reta y = 1.

634. Escrever a equagio da tangente e da normal no ponto
(2;2) a curva:

I 14 ¢
xX == »

3,1

Y= T

635. Escrever a equacgdo da tangente A curva:
x = fcost, = tsent

™
na origem das coordenadas e no ponto = ---

636. Escrever a equagdo da tangente e da normal a curva: x® +
+ y2+4+ 2x — 6 = 0 no ponto com ordenada y = 3.

637. Escrever a equagdo da tangente & curva x® + v* — 2xy =0,
no ponto (1; 1). .

638. Escrever a equagdo das tangentes e das normais a curva:
¥ = (x — 1) (x — 2) (x — 3) nos pontos de sua interse¢ao com 0 €ixo
das abscissas. ‘

~ 639. Escrever a equagio da tangente e da normal a curva:

y4 = 4x* 4 6xy no ponto (1; 2).
640*. Demonstrar que o segmento da tangente a hipérbole xy =
= a? compreendido egtre os eixos das coordenadas, estd dividido
a0 meio pelo ponto de contacto.

641. Demonstrar que na astréide x?/3 + y 2'¥ = a?/® 0 segmento da
tangente, compreendido entre os eixos das coordenadas, tem gran-

deza constante igual a a. _ o
642. Demonstrar que as normais A envolvente da circunferéncia

x = a(cost 4 tsent), y = a(sent — fcost)

sdo tangentes a circunferéncia x? 4 y* = a® .
643. Achar o ingulo de intersecio das pardbolas y = (x — 2)
€ y= —4 4 6x — a2
644. Que ingulo formam entre si as pardbolas y = 2% e y = x
ao cortarem-se?

3
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645. Demonstrar que as curvas y =4x2+ 2x —8 e y = x% —
— x + 10 sdo tangentes entre si no ponto (3; 34). Ocorrera o mesmo

no ponto (—2; 4)?
(&.6; Demonstrar que as hipérboles
xy =a% e x? — y? = p?
interceptam-se, formando um 4ngulo reto.

647. E dada a pardbola y? = 4x. Calcular no ponto (1; 2) o com-
primento dos segmentos da tangente, normal, subtangente e subnormal.

648. Achar a subtangente da curva y = 2* em qualquer de seus
pontos.

649. Demonstrar que na hipérbole equilitera 2?2 — y2 =a? o
comprimento do segmento da normal, em qualquer ponto, é igual
ao raio polar deste ponto.

650. Demonstrar que a subnormal da hipérbole z2 — y? = a?,
em qualquer ponto, é igual A abscissa deste ponto.

Y =1 eda

651. Demonstrar que a subtangente da elipse v‘% + < -
a

circunferéncia x% 4 y? = a® nos pontos com abscissas idénticas,
sdo iguais entre si. Que procedimento para a construgio da tangente
a4 elipse depreende-se daqui?
652. Achar o comprimento dos segmentos da tangente, normal,
subtangente e subnormal da cicléide:
x = a(t — sent),
{ y = a(l — cost).
num ponto qualquer ¢ = ¢,
653. Achar o 4ngulo formado entre a tangente e o raio polar do
ponto de contacto a espiral logaritmica r = ae*®,
654. Achar o angulo formado entre a tangente e o raio polar do
ponto de contacto a lemniscata r* = a?cos 29.
655. Achar os comprimentos dos segmentos polares da tangente,
normal, subtangente e subnormal, bem como, o angulo formado pela
tangente e pelo raio polar do ponto de contacto 4 espiral de Arquimedes

Y =agp

no ponto com Apgulo polar ¢ = 2n.
656. Achar o comprimento dos segmentos polares da subtangente,
subnormal, tangente e normal e o 4ngulo entre a tangente e o raio

polar 4 espiral hiperbélica 7 = %, num ponto arbitririo @ = g,;
?
r =rg.
657, A lei de movimento do ponto no eixo O0X é
: x =3 — 8

Achar a velocidade de movimento deste ponto nos instantes:
f{p =0, 4 =1 et, =2 (x é dado em centimetros e #, em segundos).
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658. Pelo eixo OX movem-se dois pontos, cujas leis de movimento

' onde £20. Com que velocidade estes pontos afastam-se um do outro

no momento do encontro (x, em centimetros; {, em segundos)?

659. Os extremos do segmento AB =35 m deslizam por retas per-

diculares entre si OX e OY (fig. 16). A velocidade de deslocamento

%" do extremo A é igual a 2 m/fs. Qual serd a velocidade de deslocamento

* do extremo B, no momento em que o extremo A encontra-se a distancia
0OA =3 m da origem das coordenadas?

660*. A lei de movimento do ponto material, langado no plano
vertical XOY (fig. 17), formando um o « em relagdo a horizontal,
com uma velocidade inicial v,, é dada pelas férmulas (ndo se consi-
derando a resisténcia do ar):

2
x =vygtcosa, y =uygsena — %.

onde ¢ é o tempo; g, a aceleragio da forca de gravidade. Achar a
trajetéria do movimento e seu alcance. Determinar, também, a grandeza
da velocidade do movimento e sua diregio. '

L i ¥

14\

S|

3 4 X 0 A X
FIG. 16 FIG. 17

661. Um ponto movimenta-se sobre a hipérbole y = }; de tal

modo, que sua abscissa x aumenta, uniformemente, com a velocidade
de uma unidade por segundo. Com que velocidade variard sua orde-
nada, quando o ponto passar pela posi¢io (5;2)?

5—35
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662. Em que ponto da pardbola 32 = 18x a ordenada cresce duas
vezes mais rapidamente, que a abscissa?

663. Um dos lados do retdngulo tem uma grandeza constante
a = 10 cm, o outro lado b varia, aumentando com velocidade constante
4 cm/s. A que velocidade crescerd a diagonal do retangulo e sua drea
no momento em que b =30 cm?

664. O raio de uma esfera cresce, uniformemente, com uma velo-
cidade de 5 cm/s. Com que velocidade crescerdo a area da superficie
desta esfera e o volume da mesma, no momento em que seu raio
torna-se igual a 50 cm?

665. Um ponto move-se sobre a espiral de Arquimedes:

Y = ayp

(@ = 10 cm), de tal forma, que a velocidade angular de rotagdo de
seu raio polar é constante e igual a 6° por segundo. Determinar a velo-
cidade com que se alonga o raio polar 7, no momento em que 7 = 25 cm.

666. Uma barra heterogénea AB tem 12 cm de comprimento. A
massa de sua parte AM cresce proporcionalmente ao quadrado da
distincia do ponto mével M, em relagio ao extremo A e ¢ igual a
10 g, sendo AM = 2 cm. Achar a massa de toda a barra AB e a
densidade linear em qualquer ponto M da mesma. A que ¢ igual a
densidade linear da barra nos pontos 4 e B?

§ 5. Derivadas de ordens superiores

1°. DefinigBio de derivadas de ordens superiores. Derivada de segunda ordem,
ou segunda derivada da funglio ¥ = f(x) chama-se a derivada de sua derivada, isto é,
(v
Designa-se, assim, a segunda derivada:

LY ou f7(x).
da?

o

Y.

ou

dix
Se x = f(f) é a lei do movimento retilineo de um ponto, entdo, - a’; ¢ a acele-
ragio deste movimento.

Em geral, a derfvada de enésima ordem da fungdo y = f(x) € a derivada da deri-
vada de ordem (» — 1). A derivada enésima designa-se assim:

y(®  oun

dn
Y, ou fm(x).
dx®

Exemplo 1. Achar a derivada de segunda ordem da fungdo:
¥ = In(l — x).

s
’ (

1—=x 1—=x 1 — x)2

Soluc'lo.
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2°. Férmula de Leibniz. Se as fungdes u = @(2) ¢ v = {(x) tém derivadas de
até enésima ordem inclusive, para calcular a derivada enésima do produto destas
fungdes, pode-se empregar, entdo, a férmula de Leibniz:

(40)(P) = Wiy § puin=1y" 4 nn =1 W=Dy 44 i
1-2 .
3°. Derivadas de ordens superiores de fungdes dadas em forma paramétrica. Se
{ X = 9({),
¥ = (o).

Ed , ... podem ser calculadas, succssiva-

dy
entdo, suas derivadas yj = ——, yp =
odr T aw

mente, pelas férmulas:

PR ¢4 1 ¢ W
Ye = —1 Yzz = Valz = "'s J‘"u;'—_ "_“'r ete.
i x =
t
Para a derivada de 2", ordem temos a férmula:
Pt i T
yrx = __—"_'_ -
{"; )J
Exemplo 2. Achar 3", se
{ A = a cos {,
y = bsen t.
Scolugfio. Temos:
(b sen t); b-cost b
= P = — —ctg!?
(acosr), — asen i a
e b —
(dewk_ ot
g a o a sen®t b
(acosy), —asent a®sen?t

A. Derivadas de ordens superiores de fungdes explicitas

Achar as derivadas de segunda ordem das seguintes fungdes:
667. y = 28 728 — 5x + 4. 668, y = e~

669. y = sen? x. 670. y =In¥1 + x2.

671. y =In (x + Va* + 2%).  672. f(x) = (1 + ?) arctg x.
673. y = (arcsen x)2 674. y — a cosh *.

a
675. Demonstrar que a fungio y = -
¢do0 diferencial 1 4 y'2 = 2 yy'’.
5-

2t 4 2x 4 2 :
e satisfaz a equa-
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676. Demonstrar que a fungio y = %x’e“ satisfaz a equacdo

diferencial y'' — 2y’ + y = €.
677. Demonstrar que a fungdo y = C,e™* 4 C,e~** para qualquer
valor das constantes C, e C, satisfaz a equagio:

y' 4+ 3y +2y=0.

678. Demonstrar que a fungdo y = ¢* sen 5x satisfaz a equacdo:
¥y’ — 4y + 29y = 0.

679. Achar y'"’, se y = 1% — 522 + 7Tx — 2.

680. Achar f'''(3), se f(x) = (2x — 3)5.

681. Achar yV da fungio y =In (1 4 x).

682. Achar yV! da fungdo y = sen 2x.

683. Demonstrar que a fungio y = ¢ cos x satisfaz a equagdo

diferencial: yV! 4+ 4y = 0.
684. Achar f(0), f'(0), f'"(0) e f'''(0), se
J(x) = ¢"scn %,

685. A equagdo do movimento de um ponto sobre o eixo 0X é:

x = 100 4- 5 — 0,0012.

Achar a velocidade e aceleragdo deste ponto para os instantes
h=20; t,=1; t, = 10.

686. Pela circunferéncia 2% 4 y2 = 4? movimenta-se um ponto M
com velocidade angular constante w. Achar a lei de movimento de
sua projegdo M, no eixo OX , se no momento ¢ = 0 o ponto ocupa a
posi¢do M(a,0) (fig. 18). Achar a velocidade e aceleragio do movi-
mento do ponto M,.

FIG. 18

A que € igual a velocidade ¢ aceleragdo do ponto M, no momento
inicial ¢ no momento de passagem pela origem das coordenadas?

Quais sdo os valores miximos da grandeza absoluta da veloci-
dade e da grandeza absoluta da aceleragio do ponto M,?
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687. Achar a derivada de enésima ordem da fungio y = (ax +
+ 4)" (n é o numero natural).
688. Achar as derivadas de enésima ordem das fungdes:

a) y=-——; b) y=Jx
1—=x

689. Achar a derivada de enésima ordem das fungdes:

a) y =senx; e) y= 1
142’

b) y = cos2x; o
) 9= ;

T 1= %

d) y=1In(1+ z); S
h) ¥ = In (ax + b).

690. Utilizando a férmula de Leibniz, achar y!™, se:

a) y = x¢%; d .=it’;
b) y — xe®; G
c) y = (1 — x2) cos x; &) sy =it 4

- X

691. Achar f™(0), s. f(x) =In 3

' B. Derivadas de ordens superiores de fungdes, dadas em forma
paramétrica, e de fungoes implicitas

Achar 22 das seguintes funcgdes:

d.
692. a) x=lnt b x = arctg ¢, { x = arcsen ;
P A y=In(l 4+ #2); y=J1—¢.
[ == 4 — f,
693. a) % a cos f, o) x = a(t — sent),
¥ = aseni; y = a(l — costi);
b) X ==qcos’l, g lx= a(sent — ¢ cost),
y = asendt; ¥ = a(cost + ¢sent).
KA s —at
694. a) OS2 b){x s:,
M = sen®¢- =gt
x = arctgt, x=1Int,
695. a) P b) 1
PO 4T L
x = &' cost,

696. Achar 2%, sc{
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y = &
698. Demonstrar que vy, determinada como fungio de x pelas
equagdes x =sen ¢ e y — qe'VZ 4 pe—tV2Z, quaisquer que sejam as
constantes a e b, satisfaz a equagdo diferencial:

d’y dy
(l—xg)}x—‘—x——_—Zy

697. Achar ?{', sendof =0 e se { x¥=In(1+ 2,
&

dx
Achar y""' = -:% para as seguintes fungdes:
699 { x = sec £, 700. | *= e* cos ¢,
y=tgt y=¢e*sent.
—t . " e
gop. L rTT e 702. Achar d—y, geil Xim 1né
Y o= tﬂ_ dxn Y= tm

703. Conhecendo-se a fungido y — f(x), achar as derivadas x"’ e
x""" da fungdo inversa x = f-1(y).
704. Achar vy, se 22 + A=

Solugdo. Aplicando a regra de derivagio de fungdes compostas, temos 2x |

+2yy"=0; donde 3’ =— % & yv— _ [EJ = — 272 substituindo y’
B y J,,r >
por seu valor, teremos:
3 oh s !
T e 4 T i
i <

Determinar as derivadas 3" das seguintes fungdes y = f(x),
dadas de forma implicita:

705. y =2px. 706, = 42 — 1.
at SiLbt
707. y = x + arctg y.
2
708. Tendo-se a equagdo y = x + In v, achar % e -?—i-
x Y
709. Achar ¥’ no ponto (1; 1), se
2 +5xy+3y2—2x+y — 6 =0.
710. Achar y’ no ponto (0; 1), se
2t — xy 4 ¥yt = 1.
711. a) A fung¢io y é dada implicitamente pela equagio:
¥+ 2xy + y2 —4x + 2y — 2 = 0.
i Y :
Achar 7309 ponto (1; 1).

b) Achar %, se x% 4 y2 = g2

§ 6. DIFERENCIAIS DE PRIMEIRA ORDEM 740 |

§6. Diferenciais de primeira ordem e de ordens superiores

1°, Diferencial de primeira ordem. Chama-se diferencial (de ?rémeim oﬁem)
o y = f(x) em ponto x & parte principal de seu acréscimo Ay = f(x +
‘f;_; ;{T;Fi _f?;). é{!ando Ax — 0, linear quanto ao acréscimo Ax = dx da varidvel
independente x. A diferencial de uma funcdo € igual ao produto de sua derivada pela
diferencial de varidvel independente:
dy = y'dx.
Dai
p ey
dx
A fungdo que tem diferencial denomina-se func¢do diferencial.
Se MN é o arco do grifico da fungdo y = f(#) (fig. 19), MT, a tangente no ponto
M(x, ) e
PO= Ax = dx,

teremos, que o acréscimo da ordenada da tangente

AT = dy
e 0 segmento AN = Ay.
r4
- P |
T 14y
4
Mz, 7
dz_
0 PN T
FIG. 19

Exemplo 1. Achar o acréscimo e a diferencial da funcdo v = 32% — ».
Solugdo. 1° método:
Ay = 3(x + Ax)2— (» + Ax) — 342 + »
ou

Ay = (6x — 1) Ax + 3(Ax)2
Portanto,

dy = (6x — 1) Ax = (62 — 1) dx.
2° método:

YV =6x—1; dy=ydr= (6x — 1)dx.

Exemplo 2. Calcular Ay edy da fun¢fio ¥ = 3 a2 — yparax = le Ax = 0,01,
Solugdo.

Ay = (64 — 1) - Ax + 3(Ax)® = 5-0,01 + 3- (0,012 = 0,0503
dy = (6x — 1) Ax = 5-0,01 = 0,0500.
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2°. Propriedades fundamentais das diferenciais:
1) dc¢ = 0, onde ¢ = const.
2) dx = Ax, onde ¥ é varidvel independente.
3) d(cu) = cdu.
4) d{x + v) = du 4 dv.
J) d{uv) = u dv + v du.

al ¥ =Y du — wdv
9 u) v?
7) df(s) = f’(u) du.

3% Aplicagio da diferencial para célculos aproximados. Se o acréscimo Ax,

do argumento x, é pequeno por sua grandeza absoluta, entio, a diferencial dy da fun-
§do y = f() e o acréscimo Ay da fungio sdo iguais, aproximadamente, entre si,

Ay = dy,
Jx + Ax) — f(2) = f'(x) Ax,

Sx + Ax) = f(x) + f'(») Ax. (1

Exemplo 3. Em quanto aumentard, aproximadamente, o lado do quadrado, se
sua drea aumenta de 9 m? a 9,1 m??

Solugfio. Se x ¢ a 4rea do quadrado e ¥, seu lado, entio:
y= ]/x.
Pelas condigdes dadas: » = 9: Ax = 0,1,
Calculamos, aproximadamente, o acréscimo Ay do lado do quadrado:

(v 5 0).

isto ¢,

donde:

Ay x dy = yAx = +0,1= 0,016 m.

1
_ 2y9
4°. Diferenciais de ordens superiores. Chama-se diferencial de segunda ordem

quando o acréscimo fixo da varidvel independente Ax = dx, a diferencial da diferen-
cial de primeira ordem:

De forma aniloga determinam-se as diferenciais de terceira e ordens sucessivas,
Se ¥y = f(x) e x é varidvel independente, entio:

d’y = y"(dx)?
dy = y"'(dx)?,

dhy = y("(dz)n,
Se y = f(u), onde u = (%), entdo:
d'y = y”(du)? + y'du,
@y = 3" (du)®+ 39" du - d%u + y'du,

etc. (Os apéstrofes indicam derivagdo quanto A varidvel u).

712. Achar o acréscimo Ay e a diferencial dy da fungdo

Yy =352+ 22, para x =2 e Ax = 0,001.
713. Sem calcular a derivada, achar:
N d(l — «3)

para x =1 e A.r:—_;_-

®
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714. A édrea do quadrado S, com lado igual a x, é dada ~pela.
férmula S = 2% Achar o acréscimo e a diferencial desta funcio e
determinar o valor geométrico desta tltima.

715. Dar a interpretagdo geométrica do acréscimo e da diferencial
das seguintes fungdes:

a) 4rea do circulo S = nx?;

b) volume do cubo v = 23. . '

716. Demonstrar que para qualquer que seja x, o acréscimo da
fungdo y = 2%, correspondente ao acréscimo de x, em uma grandeza
Ax, é equivalente A expressio 2*Ax1n 2, quando Ax - 0. )

717. Para que valor de x a diferencial da fungdo y = x® nio
equivale a0 acréscimo desta fungdo, quando Ax — 0?

718. Possue diferencial a fungdo y = | x|, para x = 0? i

719. Empregando a derivada, achar a diferencial da fungio

n i
y=cosx, para x = e Ax—;ﬁ

720. Achar a diferencial da fungio:

2
Yy = ﬁ'
quando x =9 e Ax = — 0,01.
721. Calcular a diferencial da fungio
y=1tx

£ ™
=_—e Ax=—.
quando x S 350

Achar as diferenciais das seguintes fungdes para quaisquer valores
do argumento e de seu acréscimo:

1 X
72 y= L. 723. y = 2
724. y = arcsen Z.. 725. y = arctg = .
a a
726. y = ™. 727. y =2xInx — x.
728, y=ln:;:- 729. r = ctg ¢ -+ cosec g.

730. s = arcctg ¢'.
731. Achar dy, se x®+ 2xy — y? = a®.

Solugdio. Considerando-se a invariabilidade da forma da diferencial, teremos:
2xdx 4 2(y dx + xdy) — 2ydy = O.
Donde:

Xty 4.
F—y

dy =
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Achar as diferenciais das seguintes fung¢des, dadas de forma implicita:

r

732, (x + )2 (2x + )3 = L 733. y=1¢ 7.

734. In}x* + 3% = arctg 2.

735. Achar dy no ponto (1; 2), se 33 — y = 6x2
736. Achar o valor aproximado de sen 31 °,

Solugio. Tomando » = arc 30° = % e Ax =arcl® = %—. pela formula(1)
180

™ cos 30° — 0,500 +o,0|7.ﬁ — 0,515.

(ver 0 3°), temos: sen 31° 2= sen 30° 4 180 5

737. Substituindo o acréscimo da fungdo pela diferencial, calcular,
aproximadamente:
a) cos 61°; b) tg44°; ¢) ¢**; d) In0,9; d) arctg 1,05.
738. Em quanto aumenta, aproximadamente, o volume de uma
esfera, sendo que seu raio, R = 15 cm, aumenta em 2 mm?
739. Deduzir a féormula aproximada (para valores de!Ax| peque-
nos em comparagao com x):
Vr + Az = )x + 25
2=
¢ com ela achar os valores aproximados para }5; | 17; /70 e }640.
740. Deduzir a férmula aproximada:
— i - Ax
Ax = —
Vx + Ax Vx + 3y
e achar os valores aproximados para y10, ¥70, ¥200.
741. Achar os valores aproximados das fungdes:
a) y = a? — 4x* + 5x + 3, quando x = 1,03;
b) f(x) = V1 + x, quando x = 0,2;

H1— =%
o o) = |[ 152
d) v = el—#, quando x = 1,05.
742. Achar o valor aproximado de tg 45°3’ 20"".
743. Achar o,valor aproximado de arcsen 0,54.

744. Achar aproximadamente i 17.

quando x = 0,1 ,

745. Demonstrar, baseando-se na férmula da lei de Ohm I = %: ,

que uma pequena variagdo Al da intensidade da corrente I, devida
a uma pequena variagdo da resisténcia AR da resisténcia R, pode
ser encontrada, aproximadamente, pela férmula:

Al — — L AR.
R
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746. Demonstrar que um erro relativo em 19%,, cometido na deter-
minagio do comprimento do raio, d4 lugar a um erro relativo de
cerca de 2%, ao calcular-se a 4rea do circulo e a superficie da esfera.
 747. Calcular d%y, se y = cos 5x.

Solugdio. dy = y’'(dx)* = — 25 cos 5x(dx)*.
748. u = |1 — «%, achar d%. 749. y = arccos x, achar d2%y.
750. y = sen xlnx,achard?. 751, z — % achar dZ.
E
752. z = x2%, achar d3z. 753. z— zz‘ , achar d*z.
— x

754. « = 3 sen (2x + 5), achar d"u.
755. y = e* = sen (x sen «), achar d"y.

' §7. Teoremas do valor médio

1°. Teorema de Rolle. Se uma fungio f(x) é continua no segmento a < x < b,
tem uma derivada f’(x) em cada ponto interior deste e
fla) = f(b).
entdo, para sua varidvel independente x, existe, pelo menos, um valor §, onde a <
< E < b, tal que
f(g =0

2°. Teorema de Lagrange. Se uma fungio f(x) € continua no segmentoa <.x < b
e tem uma derivada em cada ponto interior deste, entdo,
) — f(a) = (b — a) f'(8),

onde a < § < b.
3°. Teorema de Cauchy. Se duas fungdes f(x) e F(x) sdo continuas no segmento

a < ¥ < betémno intervaloa < x < bderivadas que ndo se anulam simultaneamente
sendo: F(b) # F(a), entdo,

f®) —fla) _ f'(8) onde a < E < b.

F(b) — F(a) F'(§)

756. Demonstrar que a fungdo (fx) = x — a% satisfaz as condigdes
do teorema de Rolle nos segmentos — 1< x<0, e 0<x<1. En-
contrar os valores correspondentes de E.

Solugio. A fungdo f() é continua e derivavel para todos os valores de x; além
disto, f(— 1) = f(0) = f(1) = 0. Assim, o teorema de Rolle pode ser aplicado nos seg-
mentos —1 < ¥ < 0e 0 < » < 1. Para encontrarmos o nﬁ_nleroﬁ. cOmpomos a equa-

1 1
§d30: f/(x) = 1 — 34® = 0. Donde &, = — V?; Ep= V-j-, sendo, que — | < §, <
<0, 0< g < L
757. A fungio f(x) = ¥ (x — 2)? nos extremos do segmento [0, 4]

toma os valores iguais f(0) = f(4) = ¥4. E vélido para esta fungio
0 teorema de Rolle no segmento [0,4]?
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758. Cumprem-se as condigdes do teorema de Rolle para a fungio
flx) =tgx
no segmento [0, =]? ) g

759. Seja
&) = z(x + 1) (++ 2) (v + 3).
Demonstrar que a equagio
_ S (%) =0

tem trés raizes reais.

760. A equagio

e =1+ z,

tem, evidentemente, uma raiz x = 0. Demonstrar que esta equagio
ndo pode ter outra raiz real.

761. Verificar a validade das condig¢des do teorema de Lagrange
para a fungdo:
J(x) =x—2*
no segmento [—2, 1] e achar o valor intermédio correspondente de &.

Soluglo. A fungdo f(x) = ¥ — »® € continua e derivivel para todos os valores
de x e f(¥) = 1 — 34% Assim, pela férmula de Lagrange temos f(1) — f(—2) = 0 —
— 6 =[1— (—2)f(E), isto é, f(E) = — 2. Portanto, 1—332= —2 e E= + |;
serve, somente, o valor £ = — 1, para o qual ¢ justa a desigualdade — 2 < E < |.

762. Verificar a validade das condi¢des do teorema de Lagrange
e achar o ponto intermédio correspondente & para a fungdo f(x) =
= x*? no segmento [—1; 1].

763. No segmento da pardbola y = x?, compreendido entre os
pontos A(1; 1) e B(3;9), achar um ponto, cuja tangente seja paralela
a corda AB

764. Aplicando o teorema de Lagrange, demonstrar a férmula:

sen (x + &) — sen x = hcosE,
onde ¥ << £ < x -+ A.

765. a) Verificar a validade das condigdes do teorema de Cauchy
para as fungdes f(x)=x*+-2 e F(x)=2%—1nosegmento[1, 2] e acharf;

b) idem para Sf(x) = sen x e F(x) = cos x no segmento [0, 12’]

§ 8. Formula 'de Taylor

Se uma fungdo f(x) é continua e tem derivadas continuas, inclusive de grau (n —
— 1) no segmento a s x¥< ‘b (ou b < x < a), e que para cada ponto interior do
mesmo existe uma derivada finita f(®)(x), neste intervalo € justa a férmula de Ta ylor:

f(x) = fla) + (x — a) f'(a) + {i%liﬁf”m +

= — 3 — - —
PO + o BT g 4 =0 g,

(n— 1)
onde £ =a+ O(x —a) e 0 < B < 1.
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: "‘No caso particular, quando a = 0 teremos (férmula de Maclaurin) :
n-1

(n=1)(0 x_n (n)
5RO+ ),

: ]
f(x) = £10) + 2f'(0) + %f"(m o F

(n —

- 766. Desenvolver o polindmio f(x) = x®* — 2x? 4+ 3x + 5 em po-
téncias inteiras e ndo negativas do bindémio x—2.

X Soluglio. f'(x) = 32 — 4x 4+ 3; f"(x) = 6x — 4; f"'(x) = 6; f("(x) = 0 para
4 ;= 4. Dai

f2)=11; f'(2)=1T7; f7(2)=8: f"(2)=6.

ﬁoﬂanto,
— 2 — 3
P2 43 b S= (=274 5D g D

21 3!

P =204 3+ 5=11+7(x—2) +4x — 2! + (v — 2%

767. Desenvolver a fungdo f(x) = ¢* em poténcias do bindémio
x + 1 até o termo que contenha (x 4 1)3.

: Solugfio f(")(x) = ¢* para todos os #n, f(" (— 1) = 1.
e

Portanto,
; 1 1 (= + 1)? 1 (= + 1)3 1 (x + 1* ¢
= _ 4 (x+ 1) — -— — e,
5 e ( s+ 21! a+ 3 e 4!
onde £E=—14+0(x+ 1), 0< B < 1

. 768. Desenvolver a fungdo f(x) =1Inx em poténcias de x — 1
‘até o termo com (x — 1)%

/. 769. Desenvolver a fungdo f(x) = sen x em poténcias de x até
) termo com x* e com x5

770. Desenvolver a fungdo f(x) = ¢* em poténcias de x até o
lermo com x™°1,

- 771. Demonstrar que a diferenga entre sen(a + %) e sena +
+ h cos a ndo ¢ maior que % h.

772, Esclarecer a origem destas férmulas aproximadas:

‘a) Yl+le+%x—%x2, 2] < 1,

b) V1+le+é—x—%x3, x| < 1,

~avaliar o erro das mesmas.
773. Avaliar o erro da férmula:

1 1 1
~ 2 — 4 — 4+ -
_e +zu+3r+4|

o d

B~
R
] e
S
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774. Um fio pesado, sob a agdo do préprio peso, pende, formando
uma catendria y = a cosh ~. Demonstrar que para valores pequenos
a

de [ x| a forma, que toma o fio, é expressa, aproximadamente, pela
férmula da parédbola:

23
y=a+ o
775**. Demonstrar que quando | x| € 4, com uma precisio
x3 . g . .
de até [_ )venf;ca-sc a igualdade aproximada
a

‘_~Va+x_

P~
ee a— x

§9. Regra de L’Héspital—Bernoulli para o célculo
de limites ifideterminados

1°. Cdlculo de limites indeterminados das formas o e . Sejam as fungdes uni-
w0

formes f(x) e () deriviveis para 0 < |x — a| < h, con tanto que a derivada ¢’(%)
nio se reduza a zero.
Se f(x) e ¢(x) sdo infinitamente pequenas, ou infinitamente grandes, quando x —» a,
isto €, se a razdo I representa no ponto x = a uma expressio indeterminada
P(*)
0
das formas — ou go' teremos, que:
[e}
tim L3 — im £2)
zsa @(x) x>a ?‘(3')
com a condigdo de que exista o limite desta razio das derivadas (regra de L'Hospi-
tal — Bernoulli). Esta regra é, também, aplicivel no caso, em que a = 0.

Se a razio’{(—x] torna a dar uma expressio indeterminada no ponto x = a
(%)
de uma das duas formas antes citadas e f’(x) e ¢'(») satisfazem a todas as condigdes
que se formularam para f(x) « @(#), aplica-se, novamente, a mesma regra, o que re-
sulta na razio das segundas derivadas e assim sucessivamente,
0

E, no entanto, necessirio recordar, que pode existir o limite da razdo
P(#)

que a razdo das derivadas tenda a limite algum (ver o n® 809).

2. Outras formas indeterminadas. Para calcular os limites de expressdes inde-
terminadas da forma 0 - 00, vamos transformar o produto correspondente f,(x) - fo(#),
onde lim f;(x) = 0 e lim fy(x) = o0 na razdo:

x+a x->a
‘M [forma. .‘1 ou ‘L'gx—’[forma E] .
1 0 R o
fa(%) Si(#)

Em ¢aso de expressdes indeterminadas da forma o — oo deve-se transformar a

correspondente diferenga fi(x) — fy(x) no produto f;(x) [1 —?—%}] e calcular,
10¥,
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jnicialmente, a expressio indeterminada jﬁ: se o lim‘i’k)—

fil#) x>a fy(7)
L)

esta expressio 2a forma —'{!-(i( forma .g.) .

= 1, entdo, reduzimos

f: %)
As expressdes indeterminadas das formas 1%, 0° e 00? sdo calculadas, procurando-
se, previamente, seus logaritmos e encontrando-se o limite do logaritmo de grau

correspondente [fl(x)}f’(") (para que é necessirio calcular as expressdes indetermi-

nadas da forma O - o0).
Em certos casos € titil combinar a regra de L'Héspital— Bernoulli com o cédlculo

de limites por meios elementares.
Exemplo 1. Calcular:
lim
x>0 Ctg
Soluglio. Aplicando a regra de L'Héspital — Bernoulli, teremos:
. )
lim 2F g 08 gy ST
x>0 ctg x =0 (ctg x)7 >0 X

. )
* [forma. indeterminada — |«
w

.

0 . -
Obtemos uma expressio indeterminada da forma — , mas ndo € necessdrio aplicar-
’ 0

mos, outra vez, a regra de L'Héspital— Bernoulli, j4 que:
2
lim 22 % _ jim 207
x+0 x 20 ¥

sen x = 1-0=0.

E assim, definitivamente encontramos:
In »

lim 0.
£»0 Ctg ¥
Exemplo 2. Calcular:
lim [ ! —_ _l (forma indeterminada oo — o0).
=0 sen? x a?

Reduzindo a fragio a um denominador comum, teremos:

3 __ 2
lim 1 — .l = lim Foosen ¥ (forma indeterminada E] .
x>0 \sen®x 2 x50 x%sen? x 0

Antes de aplicarmos a regra de L'Héspital— Bernoulli, substituimos o denominador
da tltima fragfio pelo infinitésimo equivalente (cap. 1, §4), »*sen® x ~ % Teremos:

3 _ gen? 0
lim [ ! ' =1lim —— =~ % (forma indeterminada _.] .
sen? ¥  a? £+0 0
Pela regra de L'Héspital — Bernoulli

=0

—_ 2 . 2—2cos2x
lm 1 . l — lim 2x — sen 2x — Jim 2 2008 2%
20 |sen? x 2t %0 43 20 12 22
A seguir, por meios elementares, teremos:
1 1 1 — cos 2x . 2sen®x 1
li —_— =1 = lim = —
Y o 627 3

=0 \sen?x 2?2 £50 612 20
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Exemplo\ 3. Calcular: ] Solugdo.
’lrl_rg, (cos 2x)*** (forma indeterminada 1%). ".-. 1 i i S R
Achando-se o logaritmo e aplicando a regra de L’Héspital— Bernoulli, teremos: é lim N . ] = lim AT R 2 el - ANTAPRRMERE -
3Incos 2 tg 2 prevle =1l A i (Fissb i x s In x + .I_ (= — 1)
Tiy (coB 242" — fip ZiE SRR R el B e “1 2
70 10 x® >0 2x
Portanto, 1
lim (cos ijs‘r"‘ = g8, fih In » B x 1
z+0 = = = —
Achar os limites, que se indicam, das seguintes fungdes: Ardinai l + 1 it i -+ .,l_ &
. 2 B x x 28
776. lim ’_3.;32_‘?”—:2 . : £ y .
e — 72 + 795. lim[ = J 796. lim[ - — _]-
Solugdo s23lx—3 PR —2x—6 Ehpl2r=<ye el — Y3
B e L o v PRl i o ST PR T 798. lim x*.
lim =lim = —- t 2cos ¥ +0
xs1 A — 7246 x=1 322 — 7 2 g ORI R T ik
7. lim 2So8s —senx 778. lim it Solugdo. Temos ** — y; Iny = xIn : lim Iny = lim ¥ In x =
3 3 x+1 b1 3 x—++0 £—++0
x-»0 x F—gen’ ~— 1
: hx— 1 . 2
7 v COs) 3 1
" }:1_1.1:;1 1— cosx . tgx —senw i I“nx_ i S il = 1, isto &, L ¥ = 1
780. lim - . = lim = lim = 0, daf lim y = 1, isto ¢, lim % = 1.
781. 1i secty — 2tg x xipQ ¥ SELF 40 1 £ 40 1 £++0 x40
» Im —F— . —_ _—
., 1+ cosdx 782. lim o] 7 =
P} g tg 5» 1 3
T LN f . it lnx
783 hm —. SR 799. lim* " . 800. lim x*t™*.
x>t a8 784. llm _ X+ ® x-»+0
™ f—»+ @ vl cos =
= : . 2
: e 801, Iim a="=, 802. lim (I — x -
785. lim —*—. 786. lim M(m > 0). 250 £l ( )
x+0 Ty x40 Insen x 1
ctg — L T
. 803. lim (1 + x?)* . 804. lim » ~*.
787. lim (1 — cos x) ctg x. x>0 ( ) 51
] it 1
Solucdio. Ii { ISt (1 — cos x) cos x . X X . a nx
olugdo. lim (1 — cos #) ctg # = lim ————— " = 805. lim [tg —] . 806. lim (ctg x) -
-0 250 sen ¥ s 4 40
- (L—cosx) . . senx
=1 b v B Srcakal = b £ U AN G 1\t = d
xl—n-:) sen & ll_% o llTo cOs x 5 9 807. lim (—) . 808. lim (Ctg x]*“ ool
=+0 x x—+0
788. lim (1 — x) tg ==. 789. lim arcsen x ctg x. 809. Demonstrar que os limites:
x—1 2 -0 1
: 2 : 2% sen —
790. Iim (x"e™®), n > 0. 791. lim x sen 2. 4 ¥ . x—senx
> tm gmecd x a) lim —— =0; b) lim B 1 b g 1
z-»0 Sen x oo X sen ¥
792, lim x"sen =, a>0 0. 2 4 i i
P * i e l]'::ao podem ser encontrados pela regra de L'Héspital — Bernoulli.
i , ncontre-os diretamente.
793. lim In xIn (x — 1). 794. lim ( e gl J
x—1 =1 \x— 1 In x

6—35
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810*. Demonstrar que a 4rea de um segmento circular com um
angulo central « pequeno, que tem a corda AB = b e a flecha CD — %

FIG. 20

(fig. 20), é, aproximadamente, igual a
Sx2bh
3

com um erro relativo tio pequeno como se deseje, quando x — 0.

Capitulo ITI
EXTREMOS DA FUNCAO

E APLICACOES GEOMETRICAS
DA DERIVADA

§ 1. Extremos da funcdo de um argumento

1°. Crescimento e decrescimento das fungdes. A fungdo y = f(#) se chama
crescente (decrescente ) em um determinado intervalo (segmento), quando para quais-
quer pontos x; e x, deste intervalo (segmento) pode-se deduzir da desigualdade »; <
< x, a desigunaldade f(x,) < f(x;) (fig. 21, a) (f(x,) > fl#,)) (fig. 21, b). Se a fungdo
f(x) é continua no segmento [a, b] e f'(x) > 0 (f'(s) < 0) para a < # << b, a fungio
f(x) cresce (decresce) neste segmento [a, b].

Y
vk Y 5
4-. R i
=f(Z)
s y=f(z) |
flzz) f(z) :
]
1z flz) :
|| 1
a Z T X i} x; Iz X i e
a) 6} [ 7 X
FIG. 21 FIG, 22

Em casos mais simples o campo de existéncia da fungiio f(») pode ser dividido em
um nimero finito de intervalos de crescimento e decrescimento da fungfio (sutervalos
de monotonia ). Estes intervalos estfio limitados pelos pontos criticos de x (onde f'(x) =
= 0 ou nio existe f'(2)). .

Exemplo 1. Investigar o crescimento e decrescimento da funciio

y=2a*—2x 4+ 5
Soluglio. Achamos a derivada
y'222—2=2{4‘—1). {1]

.Daqui p* = 0 para ¥ = 1. Neste eixo numérico obtemos dois intervalos de monotonia:

(—©o0, 1) e (I, +). Pela férmula (1) temos: 1) se —co < x < 1, entdo y’ < 0,
Portanto a fungio f(+) decresce no intervalo (—oo, 1); 2) se 1 < x < -+ oo, entdo
¥" > 0, portanto a fungio f(#) cresce no intervalo (1, +oo) (fig. 22). '

6*
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Exemplo 2. Determinar os intervalos de crescimento e decrescimento da fungio
1

x + 2
Solugfio. Neste caso, ¥ = — 2 € o ponto de descontinuidade da fungio e
1
"= ———— <0, quando x 3% — 2. Portanto, a funcdo y decresce nos intervalos
(# + 2)2

—w<r< —2 e —2< x< 400.
Exemplo 3. Investigar o crescimento e decrescimento da fungdo

1 1
= —a% — — 2%
Y i 3

Solugdo. Temos

¥ =2t — ©)
Resolvendo a equagdo #* — 2% = 0, encontramos os pontos x; = — 1, 2, = 0 e x4, = 1,
nos quais a derivada y’ se anula. Como y’ pode mudar de sinal somente ao passar por
pontos em que esta se faz igual a zero ou tem lugar uma descontinuidade (neste caso
dado ndo ha pontos de descontinuidade para y’), teremos que em cada um dos inter-
valos (—oo, —1), (— 1, 0}, (0, 1) e (1, +o0) a derivada conserva um mesmo sinal, pelo
qual em cada um destes intervalos a fun¢do que investigamos serd monétona. Para
determinar em quais destes intervalos cresce a fungfo e em quais decresce, € preciso
saber que sinal tem a derivada em cada um deles. Para conhecer o sinal de 3’ no in-
tervalo (— oo, — 1) € suficiente saber o sinal de ¥’ em qualquer ponto deste intervalo.
Tomando, por exemplo, x = — 2 da equagdo (2), obtemos 3 = 12 > 0; portanto
¥ >0 no intervalo (—oo, —1) e nele a fungdo é crescente. Do mesmo modo

achamos que »’ < 0 no intervalo {— 1, 0) (para. provéa-lo, pode-se tomar, por exemplo,

1
= — —1 ; ¥ < 0 no intervalo (0, 1) [aqui pode-se tomar x = —-2-] e, finalmente,
2

¥ > 0 no intervalo (1, 4 o).

Desta forma, a fungio estudada cresce no intervalo (— oo, — 1), decresce em (— 1,
1) e volta a crescer em (1, +o0).

2° Extremos da fungdio. Se existe um entorno bilateral do ponto x, tal, que para
qualquer outro ponto x # x, deste entorno se verifica a desigualdade f(x) > f(x,),

YA

X

FIG. 23

o ponto x, recebe o nome de ponfo minimo da fungdo y = f(x) e o nimero f(x)g, © de
minimo desta fungdo y = f(#). Da mesma forma, se para qualquer ponto x % x, de
um entorno determinado do ponto x, se verifica a desigualdade f(x) < f(x,). ¥, reccbe
0 nome de ponto mdximo da funcio f(z) e f(x,), o de mdximo desta fungdo (fig. 23).
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O ponto minimo ou maximo de uma fungido se chama, também, ponto extremo e o
minimo ou maximo desta fung&o, o de extremo dela. Se x, € um ponto extremo da fun-
¢do f(#), temos que f(#x) = 0 (ponto estaciondrio ), ou nio existe f’(#g) (condigBes ne-
cessdrias para a existéncia de extremos). A proposi¢do reciproca nio € correta ja
que os pontos nos quais f'(x¥) = 0, ou que ndo existem I'(x) (pontos criticos 2, 'nio
sio obrigatoriamente pontos extremos da funcido f(x). As condigdes suficientes de
existéncia ou auséncia de extremo de uma fung¢io continua /(%) sdo dadas pelas seguin-
tes regras:

1. Se existe tal entorno (x, — 8, x, + 8) do ponto critico %5, N0 qual f'(x) > 0
pata 7 — S < x < xmef(r) <Oparaz, < * < x,+ 3, o ponto x, serd um ponto
maximo da fun¢do f(#); se, ao contrério, f’(z) < 0 para Y—S< r<amef(z) >0
para 7, < ¥ < %, + 8, o ponto x, serd um ponto minimo da funcio f(x).

Se, finalmente, pode-se encontrar um niimero positivo 8 tal, que f'(x) conserva
invaridvel seu sinal quando 0 < | ¥ — #,| < 8, o ponto ¥, Nd0 serd um ponto extremo
da fungdo f(a).

2. Se f'(xg) = 0 e f”"(x,) < 0, %, é um ponto maximo da funcio f(x ise frlx) =
e (%) >0, , € um ponto minimo da fungdo f(x): se f’(x:) =fé;) f"'{,{)(zn)o 2
f“(#) = 0, o ponto #x, ndo € ponto extremo da fung¢do f(x). o

De forma geral, vamos supor que a primeira das fungdes derivadas de f(x), que
ndo se anula no ponto %y, € de ordem k. Neste caso, se & & par, o ponto x, seré, um
ponto extremo, que serda mdximo se f(¥)(x,) < 0 e minimo, se L TER 5_ Se &k €
impar, #; ndo é um ponto extremo.

Exemplo 4. Achar os extremos da fungio

¥y =2x 4 3V
Solugfio. Achamos a derivada

’

2 2) g
y=2+_ﬁzfﬁu+1), (3)

Igualando a zero a derivada y': obtemos que: ¥z 4+ 1 = 0.

Daf se deduz o ponto estacionario #, = — 1. Pela férmula (3), temos: se » —
= — 1‘— h, onde h pode ser qualquer nimero positivo suficientemente pequeno,
entdo y* > 0; se, ao contrario, x = — | + A, se tem 3’ << 0 *). Por conseguinte, ¥, =
= — 1 é um ponto miximo da fungio y, sendo Vimsx = 1. :

Igualando a zero o denominador da expressdo y’ em (3), temos:
Vve=o;
daqui achamos o segundo ponto critico x, = 0 da fungdo, para o qual nio existe deri-

vada y". Quando » = — h, evidentemente, teremos v’ 0:

a " i Yy < 0; quando x = h, teremos
¥*> 0. Portanto, , = 0 é um ponto minimo da fungdo y, sendo ymi, = 0 (fig. 24).
A investigacdo do comportamento da fun¢do no ponto #, = — 1 pode ser feita tam-
bém através da segunda derivada

J’” o | 2
3x V;
Temos y” < 0, quando #, — — le, portanto, ; = — 1 é um ponto miximo da

funcao,

. 3° Valores minimo e méximo absolutos. O valor minimo (maximo) absoluto
t'e uma fungdo continua f(x) num dado segmento [, &] € obtido ou nos pontos cri-
1cos da fungdio ou nos extremos de tal segmento.

=i LR

*) Se nido for ficil determinar o sinal da derivada y’, pode-se calculd-lo por meios

aritméticos, tomando como A um nimero positivo suficientemente pequeno.
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Exemplo'5. Achar os valores minimo e médximo absolutos da fun¢do
y=2%—3x4 3

1 5 1
no segmento —_ 1-5- = x < E .
Y\
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FIG. 24
Solugfio. J& que
' = 3a* — 3,
! tos criticos da fungdo y sdo: #y = — le #, = 1. Comparando os valores
Sgtign;;opzzsm pontos com c?s valores de: fungdo nos extremos do intervalo dado
1 1 1 1
—1)=35; =1; —1—]=4—; 2 —|= 11—,
R T e Lt iy A

chegamos & conclusdo (fig. 25), de que o valor minimo absoluto da fungio m = 1 €

|
obtido no ponto ¥ = 1 (no ponto minimo) e o maximo absoluto M = 1!—8—, no

ponto x = 2 h (no ponto extremo direito do segmento).
2

Determinar os intervalos de decrescimento ¢ crescimento das
fungdes:

811, y = 1 — 4x — x2. 812. y = (v — 2)2

813. ¥y = (x 4 4)2 814. y = x*(x — 3).
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x 1
815; y"—-x_z' Blﬁuy—ﬁ
x -
817. ¥ = m- 818. Y = (x— 3) Vx.

819. y = %—V;. 820. y = x -+ sen «x.

82100y — v In ' x. 822. y = arcsen (1 + «x).
1

PSS — Dot s 824,y — 7 T8

825. y= 2.

x

Estudar os extremos das seguintes fungdes:

826. y = 22 + 4x -} 6.

Solugdo. Achamos a derivada da funcio dada ¥' = 2x + 4. Igualamos ¥’ a zero,
obtemos o valor critico do argumento ¥ = — 2. Como 3’ < 0 para ¥ << —2ey >0
para ¥ > —2, entdo, x = — 2 é um ponto minimo da fungdo dada, sendo y = 2.
Obteremos o mesmo resultado, recorrendo ao sinal da segunda derivada no ponto
critico: 9’/ = 2 > 0.

827. y =2 4+ x — x=

829. y = 243 + 34® — 12x 4 5.

828. y = % — 3x% 4 3x 4 2.

Solugdio. Achamos a derivada .
¥ =62+ 62 — 12 = 6(2? + x — 2),
Igualando a zero a derivada y’, obtemos os pontos criticos #; = — 2 e x, = 1.
Para determinar o carAter do extremo calculamos a segunda derivada ¥ = 6(2x -+ 1).
Como y”“(—2) < 0, 0 ponto #, = — 2 é um ponto maximo da fungio y, sendo ¥max =

= 25. Por analogia, teremos que (1) > 0; por isso %, = 1 é um ponto minimo da
fungdo y, sendo ypy = — 2.

830. y = x%(x — 12)2. 831. y = x(x — 1)2(x — 2)2,

S _H-242

832.y—-zs+3 833. vy Ty
834. i) (*x —2) (8 — 2) iy 36 16 :

Y AR 8 Y (4 — 2%
836. — —"—*{;——- 7. - — —_’f____——-

Y Va8 ke VYt — 4
838. y ={(x»2—1)2 839. y = 2 sen 2x 4 sen 4x.
840.y=2cos~;f-+3cosjiv 841. y = x — In (1 + x).
842. y = xIn . 843. y = zIn? «.
844. y = cosh x. 845, y = xc%
846. v = 1%, 847. y = £

x

848. y = x — arctg x.
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Determinar os minimos e méaximos absolutos das seguintes fun-
¢oes nos segmentos que se indicam (quando nido se indicam os seg-
mentos, os minimos e maximos absolutos das func¢des devem ser
determinados em todo o campo de existéncia):

849. y — % . 850. y = {x(10 — z).
1 + #*
851. y =sen? x + cos? x. 852. y = arccos 4.

853. y = x® nosegmento[—1, 3].
854. vy =243 + 322 — 124+ 1
a) no segmento [—1, 5]: b) no segmento [— 10, 12].
855. Demonstrar que para valores positivos de x é justa a des-
igualdade
1

x -+ — =2
x

856. Determinar os coeficientes $ e g do trindmio quadrado
¥y = x>+ px + g, de forma que y = 3 seja um minimo deste tri-

némio, quando x = 1. Dar a explicacio geométrica do resultado
obtido.

857. Demonstrar a desigualdade
e > 1 + x, quando x = 0.
Solugdo. Examinamos a funcio
%) =& — (1+ 2).

Por procedimento comum encontramos que esta funcdo tem um minimo Winico fl0) —
= 0. Daf,

J(#) > fl0) para x # 0, i.é,

ex = 1 L x para x £ 0,
o que queriamos demonstrar.

Demonstrar as desigualdades:

858. » — %< sen ¥ < %, quando x > 0.
859. cos ¥ > 1 — ’fzi quando x 5 0.

860. x—%{ln(l+x)<x,quandox>0.

861. Dividir um niimero positivo dado 4 em dois termos, de tal
forma que seu produto seja o maior possivel.

862. Torcer um fio de arame de comprimento ! de maneira a
formar um retangulo, cuija 4rea seja a maior possivel.

863. Qual dos triangulos retdngulos de perimetro dado, igual a
2p. tém maior area?

864. E necessdrio construir uma 4rea retangular cercada em trés
de seus lados por uma rede metélica e que o quarto lado seja adja-
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cente a um longo muro de pedrag. Que forma serd mais convenientt}
dar a superficie (para que sua area seja maior), se dispomos de
metros lineares de rede metdlica?

865. De uma folha quadrada de papeldo, com lado a, devemos
fazer uma caixa retangular aberta que tenha a maior capacidade
ossivel, cortando-se quadrados nos éangulos da folha e dobrando
depois as partes salientes da figura em forma de cruz assim obtida.

866. Um depésito aberto, de folha de lata, com fundo quadrado,
deve ter capacidade para v litros. Em que dimensdes deve ser feito
o depdsito para que em sua fabricacio se gaste a menor quantidade

e lata? ; i
possaig;l Suai dos cilindros de volume dado tem menor superficie
? b
tOtaéf;S. Inscrever numa esfera dada um cilindro de volume maximo.

869. Inscrever numa esfera dada um cilindro que tenha a maior

icie lateral possivel. I
supg;fcl'f: Inscrever I;m uma esfera dada um cone de volume maximo.

871. Inscrever em uma esfera um cone circular reto que tenha
a maior superficie lateral possivel.

872. Circunscrever em torno de um cilindro dado um cone reto
que tenha o menor volume possivel (os planos e centros de suas
bases circulares coincidem).

873. Qual dos cones circunscritos em torno de uma esfera tem o
menor volume?

874. Uma faixa de lata de largura a deve ser encurvada em forma
de canalete cilindrico aberto (fig. 26). Que angulo central ¢ c%eve-se
tomar para que o canalete tenha a maior capacidade possivel

D C
0
e N
//\->\ 0
P ?} N |
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il N Sl
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875. De uma folha circular deve-se cortar tal setor, que enro}an-
do-o, possa-se obter um funil que tenha a maior capacidade possivel.
876. Um recipiente aberto é formado por um cilindro, cuja parte
inferior termina numa meia esfera; a espessura de suas paredes ¢
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constante., Que dimensdes deverd ter tal recipiente para que, sem
alterar sua capacidade, se gaste em sua construgio a menor quan-
tidade possivel de material?

877. Determinar a altura minima % — OB que pode ter a porta
de uma torre vertical 4 BCD, para que através dela se possa intro-
duzir na torre uma barra rigida MN » de comprimento /, cujo extremo
resvalard ao longo da linha horizontal AB. A largura da torre ¢
de @ <1 (fig. 27).

878. Em um plano de coordenadas se dia um ponto My(x,, Vo),
situado no primeiro quadrante. Fazer passar por este ponto uma
reta, de tal forma que o tridngulo, formado entre ela e os semi-eixos
positivos de coordenadas, tenha a menor 4rea possfvel.

879. Inscrever em uma elipse dada um retingulo de maior 4rea
possivel, que tenha os lados paralelos aos eixos da propria elipse.

880. Inscrever um retingulo de maior irea possivel no segmento
da parébola y? = 2 px, cortado pela reta x = 2q,

881. Achar o ponto de uma curva y=

T Do qual a tan-
x

gente forme com o eixo 0OX o dngulo de maior valor absoluto
possivel.

882. Um mensageiro deve ir do ponto 4, localizado em uma das
margens de um rio, ao ponto B, localizado na outra margem. Sabendo-
se que a velocidade de movimento pela margem €é % vezes maior que
0 movimento pela 4gua, determinar sob que dngulo ele deverd atra-
vessar o rio, para chegar ao ponto B no menor tempo possivel. A

largura do rio é de h, a distincia entre os pontos 4 e B (ao longo
da margem) ¢ 4.

883. No segmento reto AR — @, que une entre si dois focos de
luz 4 (de intensidade ?) e B (de intensidade g), achar o ponto menos

luminado M ( a iluminagdo é inversamente proporcional ao quadrado
da distincia do foco luminoso).

884. Uma lampada pende sobre o centro de uma mesa redonda
de raio 7. A que altura da mesa deve estar a lampada para que a
iluminagio de um objeto que se encontre A beira da mesa seja a
melhor possfvel? (A iluminagéo é diretamente proporcional ao cosseno
do dngulo de incidéncia dos raios luminosos e inversamente propor-
cional ao quadrado da distincia ao foco de luz).

. 885. De um tronco redondo de didmetro d deve-se cortar uma
viga de segdo retangular. Quais deverdo ser a largura x e altura y

desta se¢do para que a viga tenha a resisténcia maxima possivel:
a) na compressdo; b) na flexio?

Observacdio. A resisténcia da viga & com
§do transversal e a resisténcia A flexio &
se¢do pelo quadrado de sua altura.

pressdo é proporcional A drca de sua se-
proporcional ao produto da largura desta

mantid quilibri i tical P, apli-

i m equilibrio por meio de uma forga ver 1l P, _
eafia xf.‘otsie: gxtremo livre B. Cada centimetro de comprimento da
c

§1. EXTREMOS DA FUNCAO DE UM ARGUMENTO 91

' i i do ponto
barra uniforme 4B que pode girar em torno
A (fsigﬁ.zg?lstporrtra uma carga Q kg a distincia de a cm do ponto 4

i i sma de tal
kg. Determinar o comprimento x da mesma
?::;11 gfliaagforga P seja a minima possivel e achar Pp,.

e

FIG. 28

887*. Os centros de trés esferas perfeitamente ;?Stifgsa/!a, fm:
B0 sif i A esfera A, de massa M, choc :
C estdo situados em linha reta. choes, & s
i vC B, a qual, recebendo uma cer s
velocidade v com a esfera B, , _ e
; sfera C, cuja massa -
oca-se, por sua vez, com a e , 52 '
fl:lassa devgré. ter a esfera B para que a velocidade da esfera C seja a
maior? ‘ o _ 1 ‘
888. Se tivermos N pilhas elétricas idénticas, com elas pod(dr:o:
formar baterias por diferentes formas, unindo entre si grupos

. N
pilhas em série e depois, os grupos assim formados (em nimero — ;»

em paralelo. A intensidade da corrente que proporciona uma bateria
deste tipo se determina pela férmula

Nn
;R + n?r

= »
onde ¢ a forga eletromotriz de uma pilha ; 7, sua resisténcia interna
e R, sua resisténcia externa. ' _ . -
Determinar para que valor de # ¢ maior a intensidade da corrente
ue proporciona a bateria. . _
q 8;)9 I;)eterminar que didmetro y deverd ter a abert:.’x_lja ocx:rc:ll;%?ur_
de um dique para que o gasto de agua por scgtfndo Q seja oo
possivel se Q = cy}h — y, onde % é a profundidade do p(mtoC 1r;;0
rior da abertura (tanto %, como o coeficiente empirico
constantes).
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890.Se iy, #y, .. %, S0 os resultados de medigdes igualmente
precisas da grandeza zx, seu valor mais provavel serd aquele para o
qual a soma dos quadrados dos erros

3'-_2”.(’5‘_:"()2

tenka o valor minimo ( principio dos quadrados minimos !
Demonstrar que o valor mais provdvel da grandeza x é a média
aritmética dos resultados das medigdes.

§ 2. Direcdo da concavidade. Pontos de inflexdo

1°. Concavidade do grafico de uma fungfo. Se diz que o grifico de uma fun-
¢do diferencidvel y = f(#) € céncava para baizo no intervalo (a, 5) (ou coéncava para
ciima no intervalo (ay, 8,)), se para a < r < b o arco da curva estd situado abaixo
(ou, correspondentemente, para a; < x < b;, acima) da tangente tragada em qual-
quer ponto do intervalo (a, b) (ou no intervalo (ay, By)) (fig. 29). A condigdo suficiente
para que no grafico y = f(x) a concavidade esteja dirigida para baixo (ou para cima),
€ que se verifique no intervalo correspondente a desigualdade

i <0 (f"(%) > 0).

Em lugar de dizer-se que o grafico é céncavo para baixo, deve-se dizer que fem sua
concavidade dirigida para cima. De forma andloga para o grafico cénecavo para cima,
se diz também que fem sua concavidade dirigida para baixo,

2°. Pontos de inflexfo. O ponto (%5, f(#5)), no qual muda de sentido a conca-
vidade do grifico da funcdo, chama-se ponto de inflexdo (fig. 29).

YJF

Para a abscissa do ponto de inflexio #y, do grafico da fungdo y = f(x), a segunda
derivada f"(x,) = 0 ou f"(#) ndo existe. Os pontos, em que f(x) = 0 ou Sf“(x) ndo
existe, se chamam pontos criticos de 2a. espécie. O ponto critico de 2a. espécie z, é
a abscissa.do ponto de inflexio, se J”(x) conserva os sinais constantes, e contrarios
entre si, nos intervalos -8 < x< ¥y € %y < ¥ < 25+ 8, onde 8 € um nimero
positivo determinado e nio sera ponto de inflexdo se os sinais de f(*) nos intervalos
citados sdo iguais.
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Exemplo 1. Determinar os intervalos de concavidade e convexidade e os pontos
de inflexdo da curva de Gauss

y’ = &
Solug#o. Temos
¥ = — 2xe %
i —
y'= (42— 2) e 2

Igualando a segunda derivada y” a zero, achamos os pontos criticos de 2a. espécie

1 1
Xy = — — 8 Hy=—u
1 V2 2 V2
ivi i ico — trés intervalog: I(— oo,
; ontos dividem o eixo numérico — < ¥ < 4o em
f&;teill()xl #,) e III(x, + o). Os sinais de y’* serdo, respectivamente, +, — e + (do
) y

que € facil convencer-se tomando, por exemplo, um ponto em ca.ga 1;)111 dpi {;n;erc\:la;.‘?:
indicados e colocando-se os valores correspondentes de ¥ em y*). Por isto,

1 1 v}
i —— e — o ; 2) cdncava
sera: 1) céncava para cima para —co < x < }’E e VE < zx< + )
1 1 +1 1 ) cnn /s il
i S — —. O ntos | —: ——| sdo pontos de inflexio
para baixo para V_i_ = ke Vs s po [ vz s Ve
(fig. 30).

i i ia da curva de Gauss em relagdo ao eixo
Devemos observar que devido & simetria : . ;
OY, teria sido suficiente realizar a investigagdo do sinal da concavidade desta curva
no semi-eixo 0 < » < +oo. :
Exemplo 2. Achar os pontos de inflexdo do grafico da fungio

y = J/.f + 2‘
YA
!
I
L1 B
ive Ve
) 4 -
1 0 ! X
-5 7
FIG. 30
Solugdo. Temos:
5
o 2 A el (1)
g gy e 0y i

E ecvidente que ¥’ nio se anula em parte alguma.
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Igualapdo a zero o denominador da fragdo do segundo membro da igualdade

(1), teremos que 3" nio existe para ¥ = — 2. Conmio 3" >0 para y << — 2 e ¥ < 0

para ¥ > — 2, o ponto (— 2, 0) é um ponto de inflexdo (fig. 31). A tangente a4 este

ponto ¢é paralela ao eixo das ordenadas, jd que a primeira derivada y’ ¢ infinita para
2

wne
VA

FIG. 31

Achar os intervalos da concavidade e os pontos de inflexdo dos
graficos das fungoes:
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Se existem os limites
Sf(#)

lim == = &,
Ly — D x

lim [ f(x) — kgx] = by,
X+ — O
a reta y = kyx -+ by € assintota (obliqua & esquerda, ou se ky = 0, horizontal esquerda,
ela ao eixo 0X). O grifico da fungio y = f(x) (que se supde uniforme) nio pode
ter mais de uma assintota direita (obliqua ou horizontal), nem mais de uma assintota
esquerda (obliqua ou horizontal).
Exemplo 1. Achar as assintotas da curva

22

T
Solugio. Igualando a zero o denominador, obtemos duas assintotas wverticais:
a=—1 e x=1

Vamos procurar as assintotas obliquas. Quando x — - co, teremos:

2
k_‘ = lim ._Z = lim _x—_ —

s t+m X E S ] V;' - 1 N
T 2 — 1
b, = lim (y — x) = lim ‘__ﬂi____=n,

-+ a0 x>+ 00 v;-'_—__i

portanto, a assintota direita serd a reta y = » Por analogia, quando x —» — @,

891. v =—= a® — 6x% 4 12x+ 4. 892. y = (x 4+ 1)%.

! 23
893. v =3 +3 894. y = U
895. y = ¥4x® — 12x. 896. y = cos x.
897. y = x — sen x. ' 898. y = x?In x.
899. v = arctg x — «x. 900. y = (1 + x?) ¢~

§ 3. Assintotas

1°. Defini¢io. Se um ponto (x, y) se desloca continuamente por uma curva y =
= f(x) de tal forma, que pelo menos uma de suas coordenadas tenda ao infinito, en-
quanto que a distdncia entre este ponto ¢ uma reta determinada tenda a zero, esta
reta recebe o nome de assintota de curva.
2°, Assintotas verticais (paralelas ao eixo OY). Se existe um nimero a tal que
lim f(s) = oo,
T-+a
areta ¥ = a ¢ a assintota (vertical).
3°. Assintotas obliquas (em relagdo aos cixos das coordenadas). Se existem os
limites

im L) _

T+ 4 x

ky

lim [f(x) — kyx] = b,,
s 4@

a reta y = k¥ + b, serd assintota (obligua A direita, ou se ky = 0, horizontal direita,
paralela ao eixo 0X).

teremos:

ky = Lm 2= — 1,
x+—oo X
b= lim (y+ %) = 0.
X — a0
Y+ _
’ A /-
2 i Z /
N 7 | AN~
h 7 | A ’
AN f/ A P
hy 1; A ’
= A 1 PR
RIS % a7

~ s
N A
7 sz
2R 4
& \\ /s A
7 ~ ¢ “a
'/ '\\ ,/ ,'1
% .

—1 7] 1 X

FI1G. 32

Desta forma, a assintota esquerda ¢é y =

— x (fig. 32). A investigacdo das assin

totas desta curva pode simplificar-se se considerarmos sua simetria.
Exemplo 2. Achar a assintota da curva
y=x+ In x.
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Solugfo. Como

lim y= — o0,
=10

a reta ¥ — 0 serd uma assintota vertical (inferior). Vamos investigar a curva para
achar somente a assintota obliqua direita (j& que » > 0).

Temos:

B i e

x>+ ¥
b= lim (y— 2)= lim ln 5 = co.
X+ +0 -+ +4+@

Portanto, esta curva nido tem assintota obliqua.

Se a curva ¢ dada pelas equagdes paramétricas ¥ = ¢(t); ¥ = §(f), em primeiro
lugar se investiga se o parimetro ¢ tem valores para os quais uma das fungdes @(f)
ou (f) se torne infinita, enquanto que a outra permaneca finita. Seja lim g(f) = 4

it
e lim (f) = B. Se 4 = © e B # oo, entdo a curva tem uma assintota horizontal
i+t
N = l:IE?; se A % oo e B = oo, a curva tem assintota vertical ¥ = 4. Sed = B = o
€ ao mesmo tempo que

im YOk tim () — heo] = b,
t+1, @(t) t-t,

a curva terA uma assintota obliqua y = kx + b.

Se a curva € dada em forma de equagdo polar » = f(g), suas assintotas podem
ser encontradas pela regra anterior, reduzindo-se a equagdo da curva a forma para-
métrica pelas férmulas:

x =17 cos @ = f(p) cos @;
¥y =r sen g = f(p) sen .
Achar as assintotas das curvas:

1 x
e, e e WA= e
4. x I "
903.y—x._1- 904.y—x:+9
- — e .
905. y=J|x I 906. y e
a.41 e
. EE = - = — 2 e
907. vy Vo 908. v —x +- T o
—x o IStecin
'.309.3;—421 + 2. 910. y = g
911. y = ¢*. 912, y = 2%,
x
913. y =I1n (1 + =x). 914. y =4¢; y =1t + 2arctgt.

915. Achar a assintota da espiral hiperbdlica » = -
]

-—
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§ 4. Construgdo de gréaficos das fungdes por seus pontos
caracteristicos

Ao construir-se o griafico de uma fungdo € necessirio, antes de mais nada, achar
o campo de defini¢do do mesmo e determinar seu comportamento em torno dos limi-

‘tes deste campo de definigdo. E conveniente assinalar também previamente certas
‘peculiaridades das fungdes (se estas existirem) como: simetria, periodicidade, constin-
cia do sinal, monotonia, etc.

A seguir deve-se achar os pontos de descontinuidade, os pontos extremos da fun-
¢do, os pontos de inflexdo, as assintotas, etc. Os elementos encontrados permitem
estabelecer o carater geral do grifico da fungdo e obter seu desenho matemdtico ver-
dadeiro.

Exemplo 1. Construir o griafico da fungio

. x
Vx‘ —1

Solugdo. a) A fungio existe em todas as partes, menos nos pontos x = - 1.
A func¢fo € fmpar, portanto o seu grifico serd simétrico em relagdo ao ponto O (0; 0).
Esta circunstincia simplifica a construgdo do gréafico.

b) Os pontos de descontinuidade sio ¥ = — 1 e ¥ = 1, a0 mesmo tempo que
os lim y= Foe lm y= F co, portanto as retas x = + 1 sio assintotas
=-+1F0 =+—=1F0

verticais do grifico.
c) Procuramos as assintotas obliquas. Teremos:

Bw lim Lo,
++w X

b, = lim ¥y = o0,
L -]

portanto, ndo existe assintota obliqua direita. Como o grifico ¢ simétrico, também
ndo héd assintota obliqua esquerda.
d) Encontramos os pontos criticos de la. e 2a. espécie, isto é, os pontos em que

se anula ou ndo existe a primeira, ou em correspondéncia, a segunda derivada da fun-
¢do dada.

Teremos:
¥y = __x’_—'_:i_ (1
V- e
5y 2%(9 — &%)
= ——— 2
oyiE =1y @

As derivadas 3’ e 3" deixam de existir unicamente quando x = 4 1, isto €, s6 nos

Pontos em que tampouco existe a prépria fungdo y, portanto serdio pontos criticos
$6 aqueles em que y ou ¥* se anulam.

De (1) e (2) se deduz:
—0 para ¥ =+ ¥3;

¥ =0 para x=0e v =4 3.

Desta forma, ¥’ conserva constante o sinal em cada um dos intervalos (— co,

:al}:”. (— ﬁ_‘ — B (=1L 1), (1, ﬁ] e (V3. 4+ ), e ¥ em cada um dos inter-
08 (—®, —3), (— 3, — 1), (— 1,0). (0, 1), (1 3) & (3. + ).
Para determinar que sinal tem y (ou correspondentemente ") em cada um dos

intervalos assinalados, basta determinar o sinal de 3’ (ou de ¥”) em um -
' ponto qual
quer de cada um destes intervalos. i i 3

tabeog Tesultados desta investigagdo sio colocados, para maior comodidade, numa
la (tabela 1), juntamente com os dos cdlculos das ordenadas dos pontos carac-

s

7—35
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teristicos do grafico da fun¢io. Deve-se assinalar gue, devido ao fato de ser a fungio
¥ impar, € suficiente fazer os cdlculos somente para x = 0; a metade esquerda do
grifico € reconstruida pelo principio da simetria impar.

Tabela I
¥ 0 (0,1) 1 (L ¥3) V3=~ 173 (V3.3 | 3 (3, +o0)
I3
¥ 0 — -+ oo e F ~ 1,37 -+ 1,5 e
2
2 = = nio T 0 5 42 e
existe
y | 0 . nio + e &k 0 T
existe
Con- | Pon- | A fun- Pon- A fun- Ponto A fun- Pon- | A fun-
clu- to de | ¢do de- to de | ¢do de- minimo | ¢do to de | ¢do
sies infle- | cresce; des- cresce; cresce; infle- | cresce;
x3io | o grafi- | con- o grafi- o grifi- | xdo | o grafi-
co € tinui- | co é co € co é
céncavo | dade cdncavo cdncavo cdncavo
para para para para
baixo cima cima baixo

e) Com os resultados da investigagdo construimos o grafico da fungdo (fig. 33).
Exemplo 2. Construir o grafico da fungio
In x

x

ari=—
Solugdio. a) O campo de existéncia da fungio é: 0 < » < 4 oo.

b) No campo de existéncia ndo hd pontos de descontinuidade, porém ao aproxi-
mar-se ao ponto limite (¥ = 0) do campo de existéncia, teremos

: T
lim y = lim —— = — oo.
-0 =0 ¥

Portanto, a reta ¥ = 0 (o eixo das ordenadas) é uma assintota wertical.
c) Procuramos a assintota obliqua direita ou horizontal (ja que a assintota obliqgua
esquerda nfo existe, pois nio € possivel que ¥ > — oo):

i

T lim ._20,
x> 40 X
5= lim y=0.

F++

Portanto, a assintota horizontal direita € o eixo das abscissas: y = 0.
d) Achamos os pontos criticos. Teremos:

TR Sl
J"—""-——‘—‘:‘2 »
”_2111;‘—-3_
i g -'—'-—xa =

§ 4. CONSTRUCAO DE GRAFICOS DAS FUNCOES FOR PONTOS 99

ye 4" existem em todos os pontos do campo de existéncia da fungdio dada e
¥y =0, seln = 1, isto ¢, quando x = ¢;

¥''=0 seln ¥ = % y isto €, guando x = ik
YA
| I
i |
|
| |
' 1
: ]
|
| |
l |
|
: : !
| 990 |
i (40 0o
A N X
| | |
[ IR |
| |
| |
I 1
1 1
| |
] l
i |
1 |
| |
| |
! !
FIG. 33

Fazemos a tabela, na qual colocamos os pontos caracteristicos (tabela II). Neste caso,
além dos pontos caracteristicos encontrados é conveniente achar os pontos de inter-
secdo do grifico com os eixos das coordenadas. Fazendo y = 0, encontramos » = 1
(ponto de interse¢ido da curva com o eixo das abscissas); o grifico nio cruza com o
eixo das ordenadas.

€) Com os resultados obtidos construimos o grafico da funcgdo (fig. 34).

e
P S B A e
0 7 e g2 | X
FIG. 34

7*
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§ 4. CONSTRUGAO DE GRAFICOS DAS FUNCOES POR PONTOS 101

Construir os graficos das fungdes que se indicam abaixo, determ@-
nando o campo de existéncia de cada fungédo, os pontos de desconti-
nuidade, os pontos extremos, os intervalos de crescimento e decres-
cimento, os pontos de inflexdo de seus graficos, a diregao da concavi-

Tabela II

A—
8 o o«
~o > g
Soa.a
2 Tgggs
ol -Egs‘o%&
"t <7 ow
o
- L]
- 3o
&’ 3?
n[ﬂu é%
o)
o
—_— oo 2.4
L
¥ g
= 2gesg
<dow
'
o
o
& ol 10
) %o'g_
& S§Es&
w A o® S
)
io‘ua.g
) n;gg.ﬂ
- 288 ¢Cm
— uﬁﬂi
<3 03
o)
© o9 X%
O Sg
v 2 Eo
§& o Ex
AEw 80
=)
S 0w §
il E";D‘ag
=) .‘_-’.g
% 2jsls
<8BS
o
o
o
liﬂs..
e 2%
=g
<8

nio existe
ndo existe
campo de
vertical

sintota

teira do

yu

Conclusdes | Ponto fron-

dade e da assintota dos gréficos:

916. y = x° — 312 917. y = i‘g"—“
918. y = (x — 1) (x + 2). 919, y = “_—%l:i+_ﬂ :
_(x‘—.ﬁ)’_ =x’—2x+2_
e = O
i 4
e e 923, y = 23,
Sy 2 Ny
924. y = #* + = Ll A
8 45
= - 9 * —— .
i~ 27. e
4 — 12 E
928. P == m' 929, ¥y = ;—‘—:
R st
930. vy = B 931. v 3
932, y = Jx 4+ V4 — =~ 933. y=)8F2x—)8—=x
934, y==x|x+ 3. 935. y = J2® — 3x.
936. y = 1 — 22 937. y = {1 — 2%
938. y —=2x4+2—3Y(x+ 12 939. y=¥x+1—Jx—1
940. y =¥ (x+4)2 — {(x—9)%.
941 y=Fx—2+V(x—9)%
B 1 RN sl
Y4 — a2 e Y Va2 — 4
944- - .__z‘:.—- I _— .._._x_..._..
A e gy 2 V= — 29
946. y — xe*. 947, y = (a o ]57
a
948, y — gt -w-14, 949, y = (2 + x?) e ™
950. y = 2| x| — a2 951.3}:1;1—;r
R L .
s o In — S e
954. y — (x + 1) In® (x + 1). 955. y —In (a2 — 1) + ——-

22— 1
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Vel £ 1—1
956. y' = In—* T -—_- 957. ¥ =1In (1 4 ).
958. y = ln[s + 1] 959. y = sen x + cos x.
X
960. y = sen x + ﬁe-nzix- 961. y = cos x — cos? x.
962. y = sen® x 4+ cos® x. 963. v = Dok,

sen x + cos x

94, y = — 2 X | 965. y = sen x - sen 2x.
sen [x + ;] 966. y = cos x * cos 2x.
967. y = x + sen x. 968. x = arcsen (1 — § x?).
969, y = ——or . Cy=2x —
¥ T 970. y = 2x — tg x.
971. y = x arctg x.

972. y = x arctg LI quando x % 0.
x

e y =20, quando x = 0.

973. y = x + 2 arcctg x. 974. y = g- <+ arcctg x.

975. y = In senh x. 976. y = Arcosh (x + i]
x

977. y = ew= =, 978. y = evosen Vi

979. v = erctex, 980. v = In sen x.

981. v —In tg [;_i] 982. y — In x — arctg x.

983. y = cos x — In cos x. 984. y = arctg (In x).

‘e e
|

985. y = arcsen In (x2 + 1). 986.

1

987. y = x".

= 2~

Recomenda-se também construir os graficos das fung¢des indicadas
nos n°. 826 — 848.

Construir os gréficos das seguintes fun¢des, dadas em forma para-
métrica:

988. x =2 — 2, y=1?+4 2.

989. x =a cos® ¢, vy =a sen ¢ (a > 0).

990. x = tef, y = te™".

991, x =t 4 e, y =2 + e

992. x = a(senh ¢ —{), y = a(cosh t — 1) (a > 0).

»
[
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Y. Diferencial de arco. Curvatura

1°. Diferencial de arco. A diferencial do arco s de uma curva plana e regular
dada por uma equagdo em coordenadas cartesianas x e y € expressa pela férmula

ds = ¥ {dn* + (@7

se a equagdo da curva tem a forma (todas as fungdes derivam-se continuamente):

d 3
a) ¥ = f(x), entdo, ds = V 1+ [d—y] dx, quando dr > 0;
x

2
b) x = fi(y), entdo ds—Vl-i-[?] dy, quando dy > 0;
y .

1 1
<) x-l?{.l'), y = (f), entdo ds =V(%] +(%] dt, quando dt > 0;

2 3 ] ‘3
d) F(x. 3) = 0, entfo ds = —Yi}ﬁj—lf'—uxz - E—u—}“f—' dyl*.
v x

Chamando de « o dngulo que forma a diregio positiva da tangente (isto é, diri-
ida nosentido de crescimento do arco varidvel da curva s) com a diregdio positiva do
eixo. 0X, teremos:

dx
COS @@ = — »

Em coordenadas polares,

ds = | (dr)? + (rde)* = Vr' + (ﬂ_)_' de.
de

Chamando de f o Angulo formado pelo raio polar de um ponto da curva e a tan-
gente & curva neste mesmo ponto, teremos:

cosﬁz%’

—r 2.
se.-n{ir—rds

2° Curvatura de uma curva. Chama-se curvafura K de uma curva regular, em
seu ponto M, o limite da razio do ingulo que formam as diregdes positivas das tan-

- gentes a esta curva nos pontos M e N (dngulo de adjacéncia) ao comprimento do arco

MN = As, quando N — M (fig. 35), isto &,
da
K= 1m3_%,
As»0 As ds
onde o € o dngulo entre a diregdo positiva da tangente no ponto M e o eixo OX.
e —————

*) A defini¢io das derivadas parciais F; e F;, deve-se ver no cap. VI, §3, 1I°
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Raio de curvatura R. Recebe o nome de raio de curvatura R a quantidade inversa
do valor absoluto da curvatura, isto €,
1

| &

Y

5 : 1
A circunferéncia K = [— , onde a € o raio da circun‘[eréncia.] , 0 mesmo que a linha
a

reta (K = 0) s3o linhas de curvatura constante,

| As férmulas para calcular as curvaturas em coordenadas cartesianas s3o as se-
guintes (exatas, excepto o sinal):

1) se a curva é dada por uma equagdo explicita ¥ = f(x), a férmula serd
Pyt
(1R
2) se a curva € dada por uma equagdo implicita F(x, y) = 0, emprega-se a férmula
D pia i Gl
F, Fiu B l
Fo Fy 0 |
(F2 + F O™

entéc?) se a curva € dada em forma paramétrica pelas equagdes v = g(t) e ¥y = (1),

K=

:=)

x! yl
zl’l’ y-‘!
iV (x;g+yag}3,l"-"
onde
¥ = — y'=—€zn x”=d2, y”:d&.
dt ds? di®

Em coordenadas polares, quando a curva se d& pela equacéio r = f(p), teremos
3 4 20 e "’
(" i r:t}‘ﬂz
*) A definicdo das derivadas parciais F;, F, e F | deve-se ver nocap. VI, § 7,1°
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onde
IR ) ML
dy de*

3°. Circunferéncia osculatriz. Chama-se circunferéncia osculatriz (ou civculo oscu-
lador) da curva em seu ponto M 2 posigio limite da circunferéncia que passa pelo
ponto M e por outros dois pontos P e Q da mesma curva, quando P —> M e Q — M.

O raio da circunferéncia osculatriz € igual ao raio da curvatura e o centro (centro
de curvatura) se encontra na normal a curva, tragada no ponto M, até o lado de sua
concavidade.

As coordenadas X e Y do centro de curvatura sio calculadas pelas férmulas

: ]
S
v P

A evoluta de uma curva ¢ o lugar geométrico dos centros de curvatura desta curva

Se nas férmulas para determinagio das coordenadas do centro de curvatura se
consideram X e Y como as coordenadas varidveis do ponto da evoluta, estas férmulas
nos dardo as equagdes paramétricas desta evoluta com pardmetro x ou y (ou t, se a
prépria curva ¢ dada por equagdes em forma paramétrica).

Exemplo 1. Achar a equagio da evoluta da pardbola y = .

. 2
Soluglio. X = — 423, ¥ = bl o Eliminando o pardmetro x, achamos a

1 X )23
equagio da evoluta em forma explicita ¥ = — +3 Y ;

Evolvenie de uma curva. Dé-se este nome a uma curva tal, que em relagio a ela
a curva dada resulta ser a evoluta.

A normal MC da evolvente T, é tangente & evoluta I';; 0 comprimento do arco

S el
€C, da evdluta € igual ao acréscimo correspondente do raio de curvatura CC; =
= | M,C, — MC], por cuja razio a evolventeI’, recebe, também, o nome de desen-

FIG. 36

volvimento da curva I';, que se obtém desenrolando um fio tenso enrolado na evoluta
T, (fig. 36). A cada evoluta corresponde uma infinidade de evolventes, que respondem
aos diversos comprimentos iniciais que pode ter o fio.




106 CAPITULO III. EXTREMOS DA FUNCAO E APLICAGOES GEOM. DA DERIVADA

4°. Vértices de uma curva. Chama-se vértice de uma curva ao ponto da mesma,
no qual a curvatura tem o mAximo ou o minimo. Para determinar os vértices de uma
curva se forma a expressio da curvatura K e se encontram seus pontos extremos.

. 1
Em lugar da curvatura K pode-se tomar o raio da curvatura R = — e procura-se seu
|

| K
ponto extremo, se neste caso ¢ mais ficil o cdlculo.
Exemplo 2. Achar o vértice da catendria
¥ = a cosh rd (e > 0).
a
. x ’ 1 x 1
Solugdio. Como y* = senh e 9= _ cosh . , teremos que K = —— vy,
a a - &

x
cosh®
a

R 2
portanto, R — a cosh® X, Teremos que i = senh =%, Igualando a zero a derivada
a dx a
dRrR

2
;-_ , obtemos senh ~% — 0, donde achamos o tnico ponto critico ¥ = 0, Calculando a
x a

segunda derivada il e substituindo o valor de » = 0, obtemos ﬂ =
dat dx? |x=d
2 2x 2 .
= — cosh — = — > 0. Portanto, ¥ = 0 é o ponto mfnimo do raio de curvatura
a a |rw=d a

ou miximo da curvatura) da catendria. O vértice da catendria y =acosh X serd o
a
ponto A(0, a).

Achar a diferencial do arco, bem como o cosseno e o seno do in-
gulo que forma, com a diregdo positiva do eixo OX, a tangente a
cada uma das seguintes curvas (os parametros sio positivos):

993. x? + 1* = @* (circunferéncia).

994, a_‘: +%’ = 1 (elipse). 995. y? = 2px (parhbola). |
996. 223 - 423 — a*3 (astréide).

997. y = a cosh -:— (catendria).

998. x = a(t —sen?); y = a(l — cos ¢) (cicléide).

999. x = acosdt, y = a sen? ¢ (astréide).

Achar a diferencial do arco, bem como o cosseno e o seno do dngulo,
que forma o raio polar com a tangente a cada uma das seguintes
curvas (os parimetros sio positivos):

1000. » = ap (espiral de Arquimedes).
1001. = 2 (espiral hiperbélica).
. ®

1002. r = a sec’ig- (parabola). 1003. 7 — a cos’% (cardiGide).
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1004. r = a® (espiral logarftmica).
1005. 72 = a® cos 2¢ (lemniscata).

Calcular a curvatura das seguintes curvas nos pontos indicados:
1006. y = x* — 423 — 18x? na origem das coordenadas.

1007. x* + xy + y* = 3 na ponto (I; 1).
1008. L: + % = 1 nos vértices A(a, 0) e B(0, b).
a

1009. x =%, y = t® no ponto (1; 1).
1010. 2 = 2a® cos 29 nos vértices, cujos &ngulos polares s3o

?=Oeq)=ﬂ.

1011. Em que ponto da pardbola y? = 8x sua curvatura é igual a
0,128?
1012. Achar o vértice da curva y = €”.

Achar os raios de curvatura (em qualquer ponto) das seguintes
linhas:

1013. y = a® (pardbola cubica).

1014. = 4 22 — 1 (elipse). 1015, x= 2> 1oy,

et o 4 2

1016. x = a cos® ¢; y = a sen® ¢ (astréide).

1017. x = a(cos ¢ + ¢ sen {); y = a(sent — fcost) # (evolvente da
circunferéncia).

1018. 7 = ae** (espiral logaritmica).

1019. r = a(l + cos @) (cardibide).

1020. Achar o valor minimo do raio de curvatura da pardbola
Y= 2px.

1021. Demonstrar que o raio de curvatura da catendria y = a cosh %

€ igual ao comprimento do segmento da normal.

Calcular as coordenadas do centro de curvatura das seguintes
curvas nos pontos indicados:
1022. xy = 1 no ponto (1; 1). 1023. ay? = x*no ponto (a, a).

Escrever as equagdes das circunferéncias osculatrizes das seguin-
tes curvas, nos pontos indicados:

1024. y = x® — 6x + 10 no ponto (3; 1).
1025. y = ¢* no ponto (0; 1).

Achar as evolutas das curvas:
1026. y* = 2px (paribola).
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1177 5 Sl "' = 1 (elipse; 0 < b < a).

1028. Demonstrar que a evoluta da cicléide
x=a(t —sen {); y = a(l — cos ¥)
€ uma cicléide deslocada.
1029. Demonstrar que a evoluta da espiral logaritmica
r = aeke

€ também uia espiral logaritmica com o mesmo polo.

1030. Demonstrar que a curva (desenvolvimento da circunferéncia)

x=afcost+ tsent); y = a(sen £t — ¢ cos 1)
€ a evolvente da circunferéncia x = a cos ¢; y = a sen 1.

Capitulo 1V
INTEGRAL INDEFINIDA

§ 1. Integragio direta
1°. Regras principais para integragdo.
1) Se F’(x) = f(), entio
(70 ax = Foy+ c.

onde C é nma constante arbitriria.

) SAf{x} dy = A Sf(x) dx, onde A é uma constante (4 # 0).

3 (ne & e ar = (e ar 2 Sf.(xl dx.

4) Se S f(#) dx¥ = F(x) + C e % = g(») & diferencidvel, entio

Sf{u) du = F(u) + C.
Em particular,
Sf(ax-i- b)dx = -l—F(cx +8 +C (az#0)
[

2° Tabela de intcgraia imediatas.

Sx"dx-: SHC w1
IIS =In|%|+C.
IHS _._.arctg +C=-—-l-arctg_+Cl (a # 0).
x+¢’ a
ws —u-ln e (a # 0).
x’ at r+a
S —~—1n‘_+_’_ +C (a3 0).
a‘—x’ a— ¥
VS =Inlr+ Vs +a|+C (a#0).
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dx x
Yi. == A *
S VaT = arcsen _a.+ C = a.rccn:s: + C; (a>0).
at
VII. Sa"a‘x=z + C {a>0);Se’dx=s“:-}-C.
Ina
VIII. Ssenxdx:—-cosx+c. 1X.5cosxdx=senx+€.
dx
X. e b e 6| hahalir L
5 cos? ¥ B sen? x B e
dx x
XIT. o C =1 —
Ssenx gz -+ n | cosec x — ctg x| 4 C,
dx x
XIII. =ln|te| 2L T} 4 c=
Scosx e 2+'i + C =In|tg » + sec #| + C.
X1V, Ssenh ¥ dx = cosh x + C. XV. Scosh 2 dy =senh x + C.
dx
ooy ) S LIRS S o7 g
S i g + XVIIL B = ctgh » 4 C.

Exemplo 1. S (@ax® + bx + ¢) dx = Sax’ dx + bed.v - Ss dx =

=an’dx+bedx+anxta—?-+b£ +cx 4 C.
2

Achar as seguintes integrais, aplicando-se as regras principais

1), 2) e 3) e as férmulas de integracdo:
1031. 5 5a%%8 dx.

1033. \ x(x + a) (v + b) dx. 1034. S(a + ba? 2 g,
1035. ( V2pz dx. 1036. S %
x
1—n cfing
1037. \ (nx) ™ dx. 1038. S(a"’—x3 )3 dx

{
)
{
S ]
1040. S et 2 el TN 1041.
{
|
f

txﬂi o xu}l
1042, ( Y=V . 1043. S s
Vax 7
s (. % 1045. S A
Y2 — 10 Ve + &2
dx i Vz-i-x’—-vz—x’
1046. | =2t 1047. =L

1032. S (622 + 8x + 3) du.

dx.
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1048%*. a) S tg?xdx; b) S tgh® x dx.
1049. a) Sctgz xdx; b) Sctghz x dx.
1050. S 3% ¢ dx.

3°. Integragiio mediante a introdugfio sob o sinal de diferencial. A regra 4) amplia
consideravelmente a tabela das integrais imediatas. Precisamente gracas a esta regra
a tabela das integrais € vilida, independentemente de que a variavel de integragio
seja uma varidvel independente ou uma fungio diferencidvel.

1

dx 1 2
Exemplo 2. \ —— = __ \(5x — 2) “d(S5xr— 2) =
) Srjx_z 55 :
: 1 1
s £ 1 (52 —2)2 2
R T TR S PO N ) EMPRVC L. e SV )
5 9 1 3 1 35
2 2
onde se supds u = 5r — 2. Empregou-se a regra 4) e a integral I da tabela.
d(x* g
Exemplo3.$ ﬂ:is L:iln(x’—f—}'l—i—r‘)—kc.
V1428 2 ))1+ (%2 2 -

De forma implicita se considerou que ¥ = 2 e empregou-se a regra 4) e a integral
¥ da tabela.

Exemplo 4. Sz’c" dx = i S e*’ d(23) = ol )
3 3
de acordo com a regra 4) e a integral VII da tabela.

Nos exemplos 2, 3 e 4, antes de aplicar-se as integrais da tabela, transformamos
a integral dada na forma:

Sf(q:(x}) @'(x) dx = Sf{u) du, onde u = @(x).
Este tipo de transformacio se chama introdugdo sob o sinal de diferencial.
Convém assinalar as transformagdes das diferenciais que se empregam com fre-
quéncia, como sdo, por exemplo, as que se utilizaram nos exemplos 2 e 3:
1
a) dx=id(ax—]—b) (a # 0); b) xd.‘r:zd(:ﬁ). ete.
a

Achar as seguintes integrais, utilizando as regras principais e
as férmulas de integragdo:

1051%*, S—“i’_’_ 1052%*, Sz"’—iidx
G — X X

1053. S b e A S 1054. S—ﬂ
3+ 2x ia + bx

1055. Si“f—ﬂ o 1056. S s i NN
oax 4+ B
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1057.
1059.

1061.

1063**.
1065.

1067.

1069.

1071.
1073.
1075.
1077.

1079.

1081.

1083.
1085.
1087.
1089.
1091.

1093.
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+Sx+‘?
x+3

e

S{ x_ardx.
S bdy |
7=

=

1—

o

£

LF

{0<6<a).

Sa-%b)ﬁ(aib)x’

Z_xt

®

2% -

S ?+s;=
¥

Varcsen X dx

1— »

I'H- 420

ae " dx.
¢ —ef)dt.

(a:: eyt br)s

-4 5 dy,

Ve
=
Vomvw
§i
S
[zt g,
|
S
e
\e

(a > 0).

1058. 5 T 1 i
x— 1
1060* S oI
x + 1)
1062. SVa —bx dx
1064 S“j‘” d
1066. S e
Tx* — 8
1068. S ik 1
232
1070. S b 1 W
1+ 4
dx
1072. SV? &
1074. S i LA E
5x% + 7
x4 3
1076. S G
1078. S it
22 3
1080. Sv::‘ffx‘ (2> 0)
1082. S o
20— 1
arctg —
1084. S
4 - 2?
1086. S S i il
Va+#m@E +YT+ 29
1088. Squ dx.
E x 2
1090. S e e _7) dx.
1092. S a“:_ ! dx.
Va
1094. Sx -7 dx.

1095.

1097.

1099.
1101.
1103.

1105.

1115.
1117.

1119.

1121.

1123,

1125,

1127,

1129,

1131,

8-—35

§ 1. INTEGRACAO DIRETA

dx

Sen ¥ Cos x
sen® 6x cos 6x dx.

sen 3x
3 + cos 3x

Vl + 3 cos? x sen 2x dx.

) by L Ly ey ) ) ) ey
-+
og
—
=
-9
B

1116.
1118.

1120.

1122,

1124.

1126.

1128.

1130.
1132.

LS
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(2 senh 5x—2 cosh 5x) dx.

1133. S 1134. S“tg % i
sen? v
1135. S 1+sen 3z 1136. (cos ax + sen ax)? d
cos? 3x S sen ax
1137, | oot et 1138.
S b — actg 3x S
1139. Ssenh2 x dx. 1140. S i
senh %
1141. S 1142. S s
cosh » cosh x senh x
1143. Stgh x dx. 1144, Sctgh x dx
Achar as seguintes integrais indefinidas:
1145. Sx?fj x%dx. 1146. S otadl,
2t — 4x 4+ 1
1147. S 1148. Sxe = dy
x
B 1!2+3x= 1 Sx3-1 :
1149. S Seaa 150. T dx.
1151. S gt 1152. S tommey
x4 cosx
1153. S Je dre S AT aa 1154. S -
sen 3x x1In® x
sec? » | 2 x
1155. Sytg‘sz 1156 S i
1157. Sa cos x dx. 1158. S 2 L g
Va4
1159. S 1160. Stg2 ax dx
1161. Ss i 1162.5 ikl
2 V4 — tg* x
1163. (& IO
cosﬁ 1164. S m dx..
x
; T 1 dx : x dx
1165. St Vo=l — 1166 S i
EfEE L sin(1 4 2% + 1
1167. { zaell dx.

§ 2. METODO DE SUBSTITUICAO

sen ¥ — COs x

1168. dx.

sen ¥ 4 COs x

1170.

172

1174.

\
|
§
|
1176.5 oo 2y
|
\
)
|

£2% — 2
1178. \ sen {—%E?A + cpo) dt
arccos i
L e I
V4 — 22
e il
82 V2 — sent »
1184. arcsen x —!; x
e dx.
1186. S s kL A
4 + cos? 2x
1188. |/ Rz +Va+ D
1+ a®
1190. S_fii dx.
cosh? z

§2. Método de substitui¢ido

1171.

1173.

1175.

1177.

1179.

1181.

115

+ 3) dx.

1°. Substituigio ou troca de varidvel na integral indefinida. Supondo
x = @ft),
onde ¢ ¢ uma nova varidvel e ¢ uma fungio continua diferencidvel (p’(f) 7% 0), teremos

Sf(A’J dx = Sf[? (O] ¢'(2) at.

(1)

Peve-se escolher a fungdo @ de tal maneira, que o segundo membro da férmula (1)

Ome uma forma mais adequada para a integragio.

8=
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Exemplo 1. Achar
Sx}fx — ldx.

Solugiio. E natural fazer # = }/x — 1, donde # = ¢* 4 1, e dx = 2¢ dt. Portanto,

SxVx— 1dx=S[£'+ 1}:-2:a=2s(n+p}¢g=

5 3

2 2 2 woir =
=—00 4+ _P+Cm—(3—1)2 4 _(s—1)2 4 C.
3 3 5{ ) +3( )

As vezes usa-se a substituigdo do tipo
u = ¢(x).
Vamos supor que conseguimos transformar a expressio subintegral f(x) dx na

seguinte forma:
f(#) dx = g(u) du, onde wu = p(x).

Se Sg(u) du € conhecida, isto é,

Sg(u) du = F(u) + C,
entio, teremos

Sf(x) dx = F [p(#)] + C.

Este método é idéntico ao utilizado no §1,3°
Os exemplos 2, 3 e 4 (§1) poderiam ter sido resolvidos da seguinte forma:

Exemplo 2. u = 5 — 2; du = 5dx; dx=§-du.

1

dx 1 du lu? 2
—— \e—=— — 4+ C=_}5s—2 4 C.
Slf.’ix—-Z SSVu i s 3

2
Exemplo 3. v = »?; du = 2x dx; xdx::%-
S._L"_=ls—d-'-‘-——=lm(u+ VI w)+C=
14 & 2 1 4 u? 2
=_;.1n{z'+V1+s4}+C.

Exemplo 4. u = 2?; du = 3 2¥dx; x'dxnfr——.
=* 1 u l Ly ot
Mdyr=_\\e"du=—e"+C=_ ¢ +C.
3 3 3

2° SubstituigBes trigonométricas.
1) Se a integral contém o radical Ja* — 23, geralmente se faz x = asen; dai

Va* — 2® = a cos £,
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2) Se a integral contém o radical Ya® — a2, se faz x = a sec {; dai
Ya*—a*=a tg &
3) Sea integral contém o radical } #* + a*, se faz ¥ = a tg #; dai
Va* + a® = a sec ¢
Observaremos que as substituigdes trigonométricas ndo sdo sempre as mais con-
ientes.
il Em certos casos, em lugar das substitui¢des trigonométricas, € preferivel empregar
as substituigdes hiperboiscas, cujo cardter é andlogo (ver o ex. 1209).
No 9 veremos mais detalhadamente as substitui¢des trigonométricas e hiper-
bélicas.
Exemplo 5. Achar

. 1
il
dit
Solncao. Fazemos » = tg f. Portanto, dx =
cos®t

S 2 41 Sl’tg’t-l—l dt _Sscctces’i dt

% o tg?t cos®f sen®t cos*f

3 a
I dt _ ( sen t + cos :a‘r gl dt S cos i ALY
sen® f cos ¢ sen®f-cost cost sen® ¢

1

= ln|tg ¢ + sect| — +C=In|tgt+ V1 +tg*s]—
sen ¢
2 ]-I' 2 l
—u—t_-'-g—‘t-—g—‘+0=ln x+}':‘+1||-—x_:'_.+c_

1191. Achar as seguintes integrais, utilizando as substituigdes
indicadas:

a) ___d.x_. x—-—_l-
Sxkx'—?.’ Fr gt
b)s ) x = —Int;
e 4 1
<) Sx(szz —3)7dx,  Sx2—3=1t;
xdx T
» it = ];
)Syx+i Vx+
Elipees s dv = ;.
)Sm i

Achar as seguintes integrais, utilizando as substitui¢des mais
adequadas:

1192, Sx(Zx + 5)194x.

1193, (_ 1+ VI AT
193 Sl+ﬁdx. 119 va::x+=
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1195. Sﬁ_“_”_—_l 1196. S_";T":‘%i
1197. S “;;—';—sji:"} dx. 1198. STV‘%_T dx.
1199. S;‘i’; dx. 1200%. S;ﬁ_“:_? ’
g {31(‘::}:;1" as seguintes integrais, utiliz?.ndo substituigdes trigono-
1201. S V:”_"; 1202. S V;f_‘*i-;
1203, Siff_’:_a’ dx. 1204+, SF:L—T
1205. SL"T& dx. 1206*. S;;%
1207. S]/1~ xtdx

1208. Calcular a integral

S dx
Va(l— =)
fazendo a substitui¢io x = sen2f.
1209. Achar
SVaa + %% dx,

utilizando a substituicdo hiperbélica x = a senh ¢.

Solucdo. Temos: Va? + 22 = Va2 + a*senh? t = g coshZ e dy — a cosh t di.

Daf
S}‘a‘+ 2dy = Sa-cosht-acoshtdt:a’SCDﬂﬁ!dt:
»
h 2 ]
=a=§u_ldg=i —Is-enh2£+: B it
2 2 2
a?
=—2— (senh t cosh ¢+ ¢) 4 C.
Ja que
senh ¢ = 2, cosh # — Va? + 22
a a

z 2
e* = cosh ¢ + senh t = ’.’i."_“ﬁ,
a
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teremos, finalmente:
Py it BT 2
S Va* + 2t dx = 21 Va* + 22 + i;— In(x + Va* + 2% + C,,

2
onde C; = C — 32—- Ina € uma nova constante arbitréria.

1210. Achar

22 dry
sy e o
g

fazendo x = a coshf.

§ 3. Integragdo por partes

Férmula para integragdo por partes. Se v = ¢(x) e v = {)(») s3o fungBes dife
rencidveis continuamente, teremos que

Sud’v:uu—-Svdu.

Exemplo 1. Achar

lenxdx.
dx 23
Supondo # = In x; dv = x» dx, teremos dv = —3 v= —, Daf
x
2 B 2 3
Sin y e il i_iszx_“_+C_
2 2 = 2 4

As vezes, para reduzir a integral dada a uma imediata, ¢ preciso empregar vérias
Vvezes a férmula de integragdo por partes. Em alguns casos, valendo-se da integracdo
Por partes se obtém uma equagdo da qual se determina a integral procurada.

Exemplo 2. Achar

S e* cos x dx.

Temos Se—" cos ¥ dx = Ss’d(s&n z) = e* sen ¥ — Se" sen ¥ dx = ¢ sen ¥ 4+
+Sﬂsd{cos %) = ¢*sen % + &% cos ¥ — Ss‘ cos x dx.
Portanto,

Ss’cosxa‘x:e"senx—]—e’cosx-—Sc’-‘cosxd‘x,

daf

T
Se’cosxd‘x= e?-(sxe!:t.1r+o::os.\.')l + C.
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Achar as seguintes integrais, utilizando a férmula de integracio
por partes:

1211.

1213.

1215.

1217.

1219*.
1221.
1223.
1225.
1227.
1229.
1231.
1233.

1235.
Achar as seguintes integrais, utilizando-se diferentes métodos:

1236.

1238.
1240.
1242.

1244.

1246.
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Sln x dx.

arcsen x dx.

S x cos 3x dx
Sx
(x2 — 2x + S)e " dx.

¥ Sen x cos x dx.

x2In x dx.

Ssen(in x) dx.

S x3e—*2 dx,

(x2 —2x + 3)In x dx

In? »

(arcsen x)%dx.

sean

S
{75
S x? arctg 3x dx.
3
\ Vi

1212. Sarctgx dx.

1214. Sx sen x dx
1216. S-:-‘; dx.
1218**, \ x%% dx
1220*. \x%e %dx

1222%*,

1224. In? x dx.

1228.

)
)
{
|
1226. S
|
1230. S
1232. S
1234. S
1237. Sa";dx.

1239.

1245.

S
|

1243. S x (arctg x)?dx.
|

1247.
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1248. S “:: * dx. 1249. Scos‘(ln %) dx.

dx .
(+* + a2
1253*. SVA F atdx.

1250+, (" dx. 1251+,

ey
1252%*, Slfa= — xtdx.
f7=

1254*,

§ 4. Integrais elementares que contém
o trindmio ao quadrado

1°. Integrais do tipos _matn
ax? + bx + ¢

consiste em reduzir o trindémio de segundo grau A forma
a* + by +c=alx+E*+ L (n

onde k e I sio constantes. Para efetuar a transformagfo (1) o mais cémodo € separar
o quadrado exato do trinémio de segundo grau. Pode-se também empregar a substi-

tuigio

dx. O procedimento principal de cdlculo

2ax+b=f.

Se m = 0, reduzindo o trindmio de segundo grau a forma (1), obtemos as integrais
imediatas III ou IV (ver o § 1, 2°, tabela das integrais elementares).

Exemplo 1.
S dx 1 ax —
- — Y 2 o
2% — 5x 4+ 7 ZS x._z.i‘+£)+[l_.—5]
4 16 2 16
d[x—i] 1 "-%
1 4 1
=1 = _ arctg +C=
2 \(,_> -+_§_1_ 2 V31 Y31
( 4 16 4 4
2 4% — 5
= —— arctg ——— +
¥31 Y31

Vn Se m 3 0, do numerador separa-se a derivada 2ax + b do trinémio de segundo
u
’

1(281-"5)4-(”“&]
w22 22

ax® 4 bx 4+ ¢

S mx + n
ax* + bx + ¢

=-,-n—ln|ax'+bx+c]+ n—ﬂlsg—-—
2a 2a | ) ax® +bx+ ¢

€, desta forma, chegamos & integral acima analizada.
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1 i 2:-—1—V3
2y5 2% —F4 ¥5

2°, Integrais do tipo S_M—H__ dx.

Vas® + bx +_r

Os métodos de cdlculo s3o andlogos aos acima examinados. Definitivamente a integral
se reduz & V integral imediata, sea >0, e & VI, se a < 0.

Exemplo 3.
dx 1_ dx larcsen x 3+C
SV2+ng2z‘ VZSsz 3 i_Vi
8 m_{ _?J
Exemplo 4.
S'——-"’-,Ld.\'=-l—s-“—'2—x"—“_t_2._u——dx 2S—d£_ ;
Va2 + 25 + 2 2)Va+ 2z + 2 Y+ 1+ 1
=Va' F 2x + 2 + 2In(x + 1 + V2 + 2z + 2) + C.
dx

3°. Integrais do tipo S Utilizando a substituiglo da

(mx + n)}as? + bx + L
fragdo linear

1

S L Sy
mx +n

estas integrais se reduzem ao tipo 2°

Exemplo 5. Achar
S ax )
(* 4+ DVa® + 1
Solugdo. Supomos

S+1=_1_’
t

donde
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Teremos
dt
dx (o S dt
-'—________-_; —_—_— = — R —— S
x4+ DVa* + 1 1v l_i]’.;.i Vi—2t + 28
T A
=___'l__ o z——_—ln[t-——+V:'—:+L + C=
y2 13 1 Rl b
i
i T ]
=__1_Inll ¥+ V222 4 1) ie.
ﬁ x4+ 1

4°. Integrais do tipo S V@x® + bx + cdx. Separando quadrado exato no tri-

némio de segundo grau, esta integral se reduz a uma das duas integrais principais
ver n°. 1252 e 1253):

1) S]/a‘—x’dx:%Va’—x‘-{-%’a,rcseni-kc, (a>0),
a

2)5 Vx‘+Adx-:%P’:’+A+%ln1x+Vx'+A|+C.
Exemplo 6.
S}/1—2xix’dx=s}’2—([+:}'d(1+x}=

14+

_—e 1
=-——2--— ¥1 — 2x — a® + arcsen L

vz

+ C.

Achar as integrais:

1267.

1269. o

1255. S - +“21 i 1256. S xg‘rh.
e 12s8. { _’?i”+’ =
1259. S i 1260. { =" dx.
1261. S?”Z:"m 1262. S_V%___i—
1263. Sﬂ—i__%: 1264. S hw‘;’: o
1265. S ey 1266. S o ot o

| \

| )
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i e
N 72. 2 2 S5 dx.
1271 S i 12 Syx 22 F 5 dx
1273. SVx — x2dx. 1274. SVZ — x — x%dx.
1275. S-Ji‘-"— ! 1276. S fyiaki dx.
M — 44243 sen? x — Gsen ¥ + 12
o U S 1278 S ik :
.S 14 &% 4 2% A Veos? x + 4 cos x + 1
1279 In x dx
'le/l—-'!lnx—-]n’z

§ 5. Integracdo de fungdes racionais

1°. Método dos coeficientes indeterminados. A integracio de uma fung¢io ra-
cional, depois de separar a parte inteira, se reduz A integragio de uma fragdo racional
pripria
P
i . 8 1)
(%)
onde P(x) e Q(x) sdo polinbmios inteiros e o grau do numerador P(x) é menor que
0 do denominador Q(x). Se _
Q) = (x — @) ... (¥ — 1,
onde a, ..., I sdo diferentes rafzes reais do polinémio Q(#) e «, ..., A sdo nimeros
naturais (graus de multiplicidade das raizes), a fragdo (1) poderd decompor-se em
fragBes simples:

e 2 4 A, A
Qn x—a (r—ap T (x—a)
L L i
e A . )
#—1 (x —0* (x =10
Para calcular os coeficientes indeterminados A,;, Ag, ..., Ly ambas as partes da iden-

tidade (2) se reduzem 2 forma inteira e, a seguir, se ignalam os coeficientes de cada
uma das poténcias iguais da varidvel x (primeiro método). Pode-se também calcular
estes coeficientes igualando #, na igualdade (2) ou em seu equivalente, a certos ntimeros
devidamente escolhidos (segundo método).

Exemplo 1. Achar

S xdx Uiz
(x— 1 (x+ 12
Solugfio. Teremos:
x A B, B,

T e R x-i—l+(x+ 9

Dai
. x=Ax+ 1)+ Bj(x — 1) (# + 1) 4+ Bylx — 1). (3)
a). Primeiro método pava a determinaglio dos coeficientes. Copiamos a identidade
(3) dando-lhe a forma:

*= (A4 B)s*+ (24 + B) » + (4 — B, — By).
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Jgualando os coeficientes de cada uma das poténcias iguais a #, teremos:
0=A+B,; 1=24+B,; 0=4 — B, — B,
Dai

A= B———l.; B, = —-
4

At
4Rk 2

b) Segundo método para a determinagdo dos coeficientes. Fazendo ¥ = 1 na identi-
dade (3), teremos:
1=A.4, isto 6, 4=

-

|-

Fazendo ¥ = — 1,7 teremos:

—-l=—_El-2, isto é, B‘=

1
E- /
Fazendo, a seguir, ¥ = 0, teremos:

0=4— B, — B,,

1
Sito 6, By=A — By=— —.
Portanto,
e R e g
4 x—1 4 ¥+ 1 2 (* + 1)*
--_--iln[x—1[—L11:|.|x—§—‘.l|v—v.--~_-__l +C=
4 4 2(x + 1)
e e "_I|+c.
2(x + 1) 4 x4 1

Exemplo 2. Achar

Solugdo. Teremos:

1 g 4 B c
x.“—Zx’+x_-x(x—1)’“x x—1 (x — 1)?
e
1=A(x — 1)* 4+ Bx(x — 1) + Cax. (4)

Ao resolver-se este exemplo recomendamos combinar os dois métodos para a
determinagéo dos coeficientes. Utilizando o segundo método, fazemos # = 0 na iden-
tidade (4), e obtemos 1 = 4. Depois, fazendo » — 1, teremos que 1 = C. A seguir,
empregando o primeiro método, igualamos na identidade (4) os coeficientes de #*.
Teremos:

0=4 + B, isto é§, B=— 1.
Desta forma
A=I,B=-'IE C=1.

Portanto

I s A ¥ -d—x=ln]x|—ln|x—1[-—
x—1 (x — 1)® x—1

+iC,
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Se o polindmio Q(#) tem raizes complexas a -+ ib de multiplicidade % onde i ¢

uma grandeza imaginéria, na decomposi¢io (2} entram complementarmente fragdes
simples da forma

Mx 4+ N, Myx + Ny
—F T TN (5)
2+ pr4+g (#* + px + q)*

onde
x=+Px+q=[x—(a+s'b)][x-—(a-—ib)].

e M ,N,, ..., My, Ny sdio coeficientes indeterminados que se calculam pelos métodos
supra indicados. Quando k = 1, a fragdo (5) se integra diretamente: quando & > 1
se usa o método de redugdo, recomendando-se que se dé, previamente, ao trindmio de

2 2
segundo grau 2* 4 px -+ ¢ a forma (x + %] + [q - E;..] e se faga a substituigio
7

X4 - =1z

Exemplo 3. Achar

S__L"_‘___ dr = I
(2 + 4x 4 5)2
Solugdo. Como

b dr 5= (v + 2241,

entio, fazendo x 4 2 = z, teremos:

- gos?) o
1=S S dz=S LA __S“*‘} -
(z* + 1)2 (2 + 1)2 (a* + 1)2
_ 1 _S dz +S:‘ ___l____ _
2(z* 4 1) 241 2(z22 4+ 1)
1 z 1
= —————arctgzr— ——— |+ __arctgzr 4 C =
2(z2 + 1) 2(z2 + 1) +2 ‘
-zt —_l_arctgz+C=-—f—i-~—-l—af“8(¥+2}+c"
2(z% 4 1) 2 2(2® + 4x + 5) 2

2°. Método de Ostrogradski. Se Q(x) tem rafzes multiplas, entio

SPtx) iy = X2 S () 4. ©
() Qu(x) ) 0y

onde (%) € o méximo divisor comum do polindmio Q(x) e de sua derivada Q'(x),

Q;(x) = Q=) :Qltx)'
X(x) e Y(x) sfio polinbmios com coeficientes indeterminados, cujos graus sio menores
em uma unidade que os de Q,(x) e Q,(#), respectivamente.

Os coeficientes indeterminados dos polinémios X () e Y(x) sdo calculados deri-
vando-se a identidade (6).

Exemplo 4. Achar

S dx
(2 —1)2
Solugdo.
dx Ax* + By 4 C Dx* + Ex +4- F
— + dx.
(x3— 1)® 23 —1 -1
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Derivando esta identidade, teremos:
1 (2Ax + B) (x®* — 1) — 32*As* + Bx + 2] + ”D.I’ -+ Ei + F

(@ — 12 (= — 12 =1
O (A5 4+ B) (9 — 1) — (A + BX + O + (D# + Ex 4 F) (" — 1).

Jgualando os coeficientes das respectivas poténcias de =z, teremos:
D=0; E—A4A=0, F-2B=0; D+3C=0; E4+24=0; B+ F=—1;
dai

; C=0; D=0, E=0;, F= —

L.J|h.i

e, portanto

s _ _ 1 _x _Z_S ar (7)
S(;a—l)*_ 32— 1 3)a3—1

Para calcular a integral do segundo membro da igualdade (7), decompomos a

fragdo em fragdes elementares:

1 L Mx + N

21 xr— 1 224+ x4+ 1

isto €, 1l=L(x*4+ x4+ 1) + Mx(x — 1) + N(x — 1). (8)

1
Fazendo x = 1, teremos que L = 5 .
Igualando os coeficientes das poténcias iguais de # em ambos os membros da

i dade (8), achamos
igualdade (8), a L+M=0: L-N=1

isto é, y . V'__i'
TG T T
Por isso
dx __ 1 ( ax _LS' x4+2
A—1 3)x—1 3)ariaxid
1 1 1 22 + 1
=?ln|x—1[——6—In{x’+x+11—ﬁarctg 7 + C
e
dx _ x .1_1 2 4 x"—l-_l 2_' arctg 2y 4+ 1 +cC.
S(Jﬂ—l)’h_S{x’—l)-{-Q T a Sy 3V3 V3
Achar as integrais: N
dx 2% — S5x 4
S 1281. S——-—~—-dx.
1o80, S (* + a) (& + 2) = 5 +4f N
dx 22T - x — d
, 1283.5 x.
2282, S (x— D (x+2) (x+ 3 F— 15+ 3) (x —4

523 4 2 __dx
1284, S—————’,_ 59 1 4x ax. 1285. S x(x + 1)?
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1286. S e 1287. S oo e
429 — x -—6x’+12.x—8
1288. S il e e 1289. S g L
(x — 32 (» + 1)2 (x* — 3x — 10)2
1290.5 28 B 1291. S““*”‘ dx.
(#* — 3x 4 2)8 2224 1)
1292. S 2 s 1293. S 8%
at — 1 (x’—‘ix+3}(x‘+'lx+5)
1294, S o 1295. S X
a4 1
1296. S g% 1297. S
A4 a1 (1 + 2%)*
1298. S L v AN 1299. S ;
(+* + 2% + 2)2 (* +1) (x=+x+ e
1300. S SR ol
(x* — 4x + 5)2
Achar as seguintes integrais, utilizando o método de Ostrogradski:
1301. S“L 1302. S—‘E‘L—
(x + D? (22 + 1)2 (#4 — 12
1303. S s A 1304. S SRk 2
(#* + 1)8 (2 — 22 + 2)2

Achar as seguintes integrais, utilizando diferentes métodos:
2% 27 - a8

1305. S el 1 A 1306. Sm dx.
(¥ + 1) (#°+ 8 X1 — 224 + 1
At — x4 14 dx
S i L T T
1309. S L : 1310*. S——“”—
A% — 422 55 — 2 #(x7 4+ 1)
1311. Sm 000 0 1312. S B ;
x(x5 + 1)2 (#* + 2x + 2) (#® + 27 + 5)
2
1313. S L L 1314. S Al
(# — 1o 28+ 28

§ 6. Integragdo de algumas fungles irracionais

1°. Integrais do tipo
' »s

rl+ ax 4+ b9 ax + b\ dx n
S [, (cx+d) . [cx+d] '] 7 :

sdio nimeros inteiros.

onde R é uma fungdo racional e p,, ¢, £; 43 --
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As integrais do tipo (1) sdo achadas através da substituicio

ax + b
- = zn,
cx + d
onde # € o minimo miltiplo comum dos nimeros g,, g,. ...
dx

Exemplo 1. Achar S 2 .
Y2z — 1 —Y2x— 1

Solugfo. A substituigdio 2x — 1 = 2* reduz a integral & forma
dx S 283 dz g 22 dz
— = 2
¥2x— 1—=Y2x—1 *

z2 — 2 Jaz—1

25[:+1:i— ll]a‘z=(z-{—1}’+21rx[z—-— 1|+ C =
z——

(1 +¥Zx =1 + m¥2r —1— 12 + C.
Achar as integrais:

23 dz
1315. S dx. . A
T x 1316. Vax =
dx
1317. — .
SV?_1+V(1+1)= i SV_+)’:=
Ve—1
1319, (V= : P 2
319 S,{Hldx 1320. (x+:)= = dux:
1321. S R S .
x4+ 2 X Laza, (Z—x)Vl—x
1323. x]/g-jr—‘l d. 1324, W =
1325. S oL
2 2x + 3
2° Integrais do tipo
5 Pp(x) 2
Vaxt + bx + ¢ 2
onde Pp(x) é um polindmio de grau n.
Supde-se que
S ol | G On_1(2)Vax® + bx + ¢ + ls ST » -~ (3)
V ax® + bx + ¢ Vas® + bx + ¢ ]

onde Q._l(z} € um polindmio de grau (= — 1) com coeficiente indeterminado e A
um nimero.

Os coeficientes do polinémio Qn_,(#) & 0 niimero A sio encontrados através da
deri vagiio da identidade (3).

Exemplo 2. Sx’md,« = S——-——z‘ Lot dx =
1 4+ 4
= (Ax® + Bx* + Cx + D)V** + 4 + 15_"’_"___
x% 4 4

9—35
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Dai

A 4 448 (Ax* + Bx¥*+ Cx+ D) x 2
T _(34x* 4+ 2Bx + Q)Y + 4+ =8 .
Vat + 4 Va4 Vat 4

Multiplicando por }'a® + 4 e igualando os coeficientes das poténcias iguais de =x.
teremos:

C=—;

A=l; B=ﬂ:
;| 2

Portanto,
Sr'Vx_‘_-i-_hix:f%ziv.s‘+1—21nl‘x+}’rx’+ﬂ—1—c

3°. Integrais do tipo

dx
— 4
S[x—a)"Vax'+bx+c 2l

reduzem-se ao tipo de integrais (2), valendo-se da substitui¢do

x —
Achar as integrais:
2 dx ol
- " T dx.
1326, (=" 1327. (==, ds
%5 dx
. \ ——— dx. 1320 8 ——r .
1328. {2 dx 329, |
1330. S—"i‘_—_— . 1331. S s i
(* + 12Va® + 2x P T |
4°. Integrais dos bindmios diferenciais
S 2™ (a + ba")P dx, (3)

onde, m, n ¢ p sio nimeros racionais.
CondigBes de Tchebichev. A integral (5) pode ser expressa por meio de uma
combinag3o finita de fungdes elementares somente nos seguintes trés casos:

1) quando p é um nimero inteiro;
m 4 1

2) quando é um néimero inteiro. Aqui se emprega a substituigio a 4 ba" = %,

n
onde s € o denominador da fragdo p;
m 4+ 1
”
ax ™ 4+ b =1
‘Exemplo 3. Achar

3) gnando + p € um namero inteiro. Neste caso emprega-se a substitui¢do

I.
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1 1 m 4 1
_;‘P:_.
4 37 n

1
Soluglio. Temos m = _E; o

Portanto, tem lugar o 2° caso de integrabilidade.
A substitui¢io
2
14 =2
nos da: x = (2 — 1)4; dx = 12523 — 1)¥ds. De forma que

1 1y1
_Sg_'i[1+ :T)?dx = 125 M ds
22— 1

-y
|

- lZS(x‘—z’}dx=l—:z?——3ﬂ+C.

onde z = ?:V-—

Achar as integrais:

1
——+1
-

1

3
1332. st(l +222) 72 4. 1333. s *;T?"F
dx dx
1334. ST ot 1335. S__d =
1336. S——ﬁ‘—T 1337. SL

§ 7. Integragdo de fungdes trigonométricas
1°. Integrais do tipo

Ssen"' z2cos® x dy = I n,

onde m e » sio numeros inteiros.
1) Se m = 2k + 1 é um nimero impar e positivo, entdo

T 5= —Sscn“x cos® x d(cos x) = -—S{l— cos? 2)¥ cos® x d(cos x).

Agimos da mesma forma, quando » € um numero impar positivo.

Exemplo 1. S sen!® y cos® v dxy = S sen!® x(1 — sen?® x) d(sen x) —

L sty  smBx . o
11 13

9.

131

(1)
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2) Se m e m sdio nimeros pares ¢ positivos, a expressio subintegral (1)
se transforma através das férmulas:

1
sen® ¥ = —1-(1 — cos 2x), cos!xy = E (1 + cos 2x),
2

1
sen x €os ¥ = — sen 2x.
2

Exemplo 2. Scos’ 3x sent 3x dy = s (cos 3x sen 3x)? sen? 3x dx =
2 —
= ( Senifx 1 cos 6x dx = 1 (sen® 6x — sen? 6x cos 6x)dx =
4 2 8
— 2
= lS[l_._i.f__l“i — sen? chosﬁx]dx =
8 2
12 1
- L i—&i-——sen’ﬁx} + C.
812 24 18
3) Quando m = — . e m = — v sdio nameros inteiros, negativos e pares da
mesma ordem, sendo p + v=2, teremos:
Imon = S L. A S cosec* ¥ sec'™ 2 x d(tg x) =
sen* x cos¥ »
L.:" v—2 . l‘lz__‘_ -1
1 = i t
.-S 1+ ] (1+tg® ) ° d(tgr}=si( A d(tg #).
tg? tgh x
A este caso se reduzem, em particular, as integrais:
d x dix + r
S dx 1 2 S dx 2
. ou—1 e\ .= T TN
sent 2 sent X cost X cost ¥ sen"[x + E)
2 2
dx
Exemplo 3. = \sec? xd(tg x) = \ (1 + tg? x) d(tg ) =
cost x
=tgx+-1—tgf'x+6
3
Exemplo 4. S e = —1 S =l Stg"‘ Zosect X gy =
sen? x 23 send = cos? ’_1_ 8 2 2
2

:
[1-+;tg‘i]
~———~—2—scc‘§a‘x=%s [tg's‘;-"i-_??‘ + tg—;-]d(tg -;-)_—:.
X
tg? — tg —
2

tg? =z

Il

00 | =

+ C.

1 | x
—_f - 4+ 2In|tg —
; 53+

x
2tg! _—
2
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4) As integrais da forma S tg™ & dx (ou Sctg"' x dx] , onde m € um nimero

inteiro e positivo, se calculam pela férmula
tg?x =sec* x — 1

(ou correspondentemente ctg? ¥ = cosec? ¥ — ).

tg?

)

Exemplo 5. Stg‘ rdx= S tg® x(sec® x — 1) dr = —_ S tg? v dx =

_ tg'x

3 ——S(sec‘x-—l]dx=tgaTx—tgx+x+C.

5) No caso geral as integrais I,;, » de forma (1) se calculam através de formulas
de redugdo (férmulas de recorréncia), que se deduzem comumente pela integragio

por partes.
2 2
Exemplo G.S ax =§sen ¥ + cos xdx=§senx- senxdx_i_s dx =

cos? x cos? » cosd x cos x
1 1 d
= sen ¥ * — =\ ==E o =—f-e£i-+~!—-1n|tgx+sec:l+c.
2 cos? x 2 ) costx cos x 2 cos® x 2

Achar as integrais:

1338. S cos® x dx. 1339. S sen® x dx
1340. S sen® x cos® x dx. 1341. S sen-”;’ cos’ = dx
1342. Sﬁﬂ‘i’-i dx. 1343. Ssen‘ x dx
sen® x
1344. S sen® x cos? x dx. 1345. S sen? x cost x dx
1346. Scm,e 3x dx 1347. S x
sent x
1348. S d 1349. S X 4x
cos® x sen® x
1350. S B S 1351. S ax
n? x cost x sen® x cos? x
1352. ar sen [x + =
sen Zcos? Z 1353 1 dx
2 - sen ¥ Cos ¥ ’
1354. S . 1355. S sec’ 4x dx
sen? ¥
1356. S tg? 5x dx. 1357. S ctgd x dx
1358. Sctg‘ x dx. 1359. S[tg*”%-% tgt %] “dx.
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1360. sten2 X% dx. 1361. S ok A O
sen* x
1362. Ssetﬁ x{cos x dx. 1363. S LM
V sen x cos? x
dx
1364, § =

2° Integrais do tipo S sen mx cos nx dx, Ssen mx sen nx dv ¢

Soos mx cos nx dx.
Nestes casos se usam as féormulas:

1) sen mx cos ny = %[sen(m + n) ¥ + sen(m — =n) x];
2) sen nix sen nx = % [cos(m — n) x — cos(m -+ n) x];
3) cosmx cos nxy — -;—[cos{m — n) x + cos(m -+ n) x].
Exemplo 7. Ssen 9x sen x dr = S El [cos 8x — cos 10x] dx =

= -—1— sen 8x — -—1- sen 10x 4 C.
20

Achar as integrais:

1365. Ssen 3x cos Sxdx. 1366. Ssen 10x sen 15x dx.
1367. Scc:s % cos -;— dx. 1368. S sen — cos —3- dx.

1369. Scos{ax+ b) cos(ax —b) dx.  1370. Ssen wl sen(wt + @) d¢
1371. Scos x cos? 3x dx. 1372. Ssen x sen 2x sen 3x dx.

3" Integrais do tipo
SR —(sen #, cos x) dx, (2)

onde R é uma fungdo racional.
I) Valendo-se da substituigdo

o+
og

(SR EY

donde

2t 1 — g2 Zdl
cos x = dx =

v . T b
14 42 14 2 1+:’I

sen x =

as integrais da forma (2) se reduzem a integrais de fungdes racionais da nova varidvel /.
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Exemplo 8. Achar
S e S NS
1+ sen x 4 cos x

x
Solugfio. Fazendo tg — = ¢, teremos:
2

24t
1+ t
5 28 ~_—S I T T SRR I B
2t 1— 2 Ehie 2
1+ S
1422 14
2) Se verifica-se a identidade
R(— sen #, — cos ¥)=R(sen », cos #),
entdo, para reduzir a integral (2) & forma racional, se pode usar a substituigio
tg e
Neste caso
sen x ——__‘_. AR
= s COS % ==
Vi+ s Vi o
e
x = arctg ¢, % = % .
142
Exemplo 9. Achar
S__dx__ =T
14 sen? »
Solugdo. Fazendo
12
tgxr=1t¢; sen?r= ;odxy = & ’
. 14 ¢2 1422

teremos:

/L0 dt _S dt __|S aeyz)
S(l+:=} PO 14+20 Y2 )1+ @y2e
14 2
1 = 1
= —arctg(t}2) + C = — arctg(V2tg ») + C.
vz g(t¥2) 7z g(V2tg x)
Convém assinalar que a integral (3) € calculada mais ra.plda.mcnte se dividirmos

Previamente o numerador e o denominador da fragdo por cos? x.
lS?Q)Em €asos concretos € conveniente o emprego de métodos artificiais (ver o ex. n°.

Achar as integrais:

1373. S LR LR e 1374. S._ﬂ__&__ .
34 S5cos x sen x + cos x

1375. S——E‘?i- dx. 1376. 5 AERY
1+ cos x 1 —sen »

1377. S £ i, 41308, S e :
8 —4sen x + 7cos x cos ¥ +2sen v + 3
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3 2 1 t
ot i g e el S S_ﬂ T
2sen x + 3cos ¥ 1—tgx

3 sen® x 4+ 5 cos? x

|

1381*. S;‘f—“ 1382+, S# .
\
y

1383*. & .

sen® ¥ 4 3 sen ¥ cos ¥ — cos? x
1384+, 4 .1/ iia3es, SL dx.

sen? ¥ — 5 sen x cos ¥ (1 — cos x)?
1386. S SER B i 1387. S% dx.

1 4 sen? x cos? ¥ 4 sen* x

1388. S e 4 dx. 1389*. S g ;

sen? x —6sen x + 5 {2 — sen x) (3 — sen x)
1390* S__l — sen ¥ + cos ¥ &

: 14 sen ¥ — cos »

§ 8. Integragdo de fungdes hiperbdlicas

A integracdo de fungdes hiperbdlicas é completamente andloga i integragdo de

fungdes trigonométricas.
Deve-se ter em conta as férmulas principais:

1) cosh®y — sen k2 x = 1; 3) cosh®x = (cosh 2x + 1);

to | =

2) senh?s = -% (cosh 2x — 1); 4) senh x cosh x = % senh 2x.

Exemplo 1. Achar
Scosh"" x dx.

Solugdo. Teremos:

Scosh‘xdx= S—l~ (cosh 2x + 1) dx = 2 senh 2x l.1:{-- C.
2 ; 4 2

Exemplo 2. Achar
I Scosh" x dx.

Solugdo. Teremos:

Scosh’ xdx = S cosh? » d(senh 2) = S (1 + senh? x) d(senh 1) =

senh? »
=senh x + —— 4+ C.

3
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Achar as integrais:

1391. Ssenhs x dx. 1392. S cosh? x dx.
1393. S senh?® x cosh x dx. 1394, Ssenh" x cosh? x dx.
3 1396.

1395 S senh x cosh? x e S senh? x cosh® «

1397. Stgh‘“’ x dx. 1398. S ctght x dx.

1399. 5 1400. S :
senh x-{- cosh? x Zsenhx-i- 3 cosh »

1401*. S 1402. S sl b
tghz — 1 Veosh 2z

§9. Emprego das substituigdes trigonométricas
e hiperbdlicas para o célculo de integrais do tipo

S R(x,Vas® + bx + ¢) dx, (n

onde R é uma fungdo racional.

Transformando o trinémio de segundo grau ax* + bx + ¢ numa soma ou dife-
renca de quadrados, reduzimos a integral (1) a uma das integrais das formas se-
guintes:

1) S R(z, Ym? — 2% dz; 2) S R(z,Vm® + %) dz; 3) S R(z, V22 — m?) d=.

Estas integrais sio resolvidas respectivamente através das substitui¢des:
1) z=msent ou z = m tgh t.

2) 2=mtg¢ ouz=msenht,

3) z = msect on z = m cosh t.

Exemplo 1. Achar

dx Loy
(¥ + 1222 + 25 + 2
Solugdo. Teremos:
2% + 2% + 2= (x+ 1)2 4+ 1.
Fazendo » + 1= tgt, temos: dx = sec® { df e

J:S dx 2, sec? ¢ dit __S cos ¢ :
(x + l)’V(z+I)’+l—-Stg’tsecf_ P

1 Va? + 22 + 2
= — e S NS L L FCL
sen:+c x+ 1
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Exemplo 2. Achar
SxVx’+x+ldx=I.
Solugdo. Teremos:
1)* &
Bt rt+l=lzs+— Py
[ 2) +4

Fazendo
o V3
x+3- -z—senht e dx::Tcoshtd!,
obtemos:
V3 1)¥3 V3

=S(T“nhr_? Tm"‘z_m‘d‘=

=3—z-3-Ssenhfcosh‘ld!—%Scosh'th=

3¥3 cosh®t 3 (1 1

.s—s-—:i-ﬁ—i[inenhlooah!+-2-£]+c.

Como

senh::i_[z-i-—l), cosht-—z—l/x'+x+1
V3 2

&

:=m[,+i+ e s (NS PO
2 V3

definitivamente teremos:

3
;=i[,=+x+ liz—l[x+i]}’x’+x+ 1—
3 4 2

__IJE {x+—+]/x’ z+l)+C,
Achar as integrais:
1403. SV3—24 — R dx. 1404. SVz+x=dx.
1405. Sy 1406. SVx”—Zx-I—de
1407. SV — 4 dx. 1408. S X+ xdx.
1409. SV —6x — 7dx. 1410. S(x=+x+1)=dx
i S[:——l)Vx'—3x+2 1412. ‘
.(,a—zx+5)"

1413. . 1414.

S(l-i-#'”' S{l-:’)l‘l+x

§ 10. INTEGRACAO DE DIFERENTES FUNCOES TRANSCENDENTAIS

§ 10. Integragdo de diferentes fungdes transcendentais
Achar as integrais:

1415. S (22 4 1)2 €™ dx. 1416. S ¥ cos? 3x dx.

1417. S x sen % cos 2x dx. 1418.  ¢** sen? x dx.

1419, \ ¢ sen x sen 3x dx. 1420. \ x£” cos x dx.
dx

1421. 1422, (-

1423. (x2In ’+ 2 s 1424.

sen x senh x dx.

) ) ™) ) ey

\
Sm,z_z
\
|

1425. \x arccos(Sx — 2)dx. 1426.

' §11. Emprego das férmulas de reducido

Deduzir as férmulas de redugdo das integrais:

d.
1427. I, =S = :a.'F; achar I, e I,
1428. I, =Ssen" xdx; achar I, e I.

dx

I

1429. I, achar Iy e I,.

cos!

1430. I, = Sx" e* dx; achar I,,.

1431. S AL s 1432. S WS i A
222 — 45 + 9 M —2x 4 2
1433. e s 1434. (—Z
xl _|_ x + oA X[.I’ + 5)
2

dx dx )
1435. S(-——X iy T Sy e e o

\
|

1437. SL 1438. S -
{

(x2 + 2)% x"-—233+1'

1439. S—i- 1440.
g

3 — 4»

a—z2rp *

In?(x 4 J 1 + 2?) dx.

139
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1441. S Lo g
1443. S'—”V*Zf—z’_ d
X
2x + 1
1445. SEE
S Vae = i %
1447. eI e
Viz® — 1)?
1449, HEN
S V1 — 222 — x4
1451*, S dx
(2% + 4x) 4 — a?
1453. S]/x —4x? dx
1455, SxV T 2%+ 2dx
dx
1457. th =
1459. 5—15: — ax.
1461 o
¥ S cos x sen®
sen? x
1463. S%oss = dx
PR
cost a
1467. Stg" (; + %] dx
1469 S x
i 2 4+ 3 cos? x
1471 S Al WL TN
: sen x sen 2x
1473. S —_.i_—'—“gx—-——__ dI.
Vigtx + 4tg » + 1
x dx
1475. S o
1477. Sxﬂ e d
1479. S w2In|1— % dx
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1442.

1444.

1446.

1448.

1450.

1452.
1454.
1456.
1458.

1460.

1462.

1464.

1466.S s.en(E —_ x] sen{-}-ih x]d.t..

1472.

1474.

1476.

1478.

1480.

S dx
Vai+ =+ 1
dx

e N

dx

Ry U el

xdx

1+ }’ctg * dx.

T sen? x

osec® Sx dx.

Zsen.t-l—:icos

x-—j

cos® ¥ +2sen x cos v+ 2 sen? x

(2 + cos x) (3+ cos x)

d
-
)
s 'ii:‘::. =
;
|
oo

dx.

1481.

1483.

1485.
1487.

1489.

1491.

1493.

1495.

1497.

1499.

t..-—"-n_..-'\l_.--u_.-—-\‘—""* l...-—-\t..--\l_-—-\ ey
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¥ 3x dx

sen?Z 1482. S_____

2 2 (sen » + cos z)*

dx
m 1484. Ssenh % cosh X dx.
senhV! -—x 1486. S senh x cosh »
l/l—x senh? ¥ + cosh?® x
dx

senh?® » 1488. S AT _ 2,7

i 1490, 0L f -y
2% — Ge® + 13 3 S T

€+ 1t
23
= dx. 1492. S(xz — 1) 107 dx.
Ve + 1dx 1494, S amtf Eity:
&
#° arcsen — dx 1496, Scos(ln x) dx.
x

(2 — 3x) sen 5x dx. 1498. Sx arctg(2x + 3) dx.
arcsen x dx. 1500. S[ x| dx.




Capitulo V
INTEGRAL DEFINIDA

§ 1. Integral definida como limite da soma

1°. Soma integral. Seja f(x) uma fun¢do definida no segmento a < x < b ¢
a= 2, < % < ..< %s = b, uma divisio arbitriria deste segmento em = partes
(fig. 37). A soma da forma
n—1
Sn =Y f(E) Ax, (n
r=0
onde ¥; < &y < #y4y; A%y = x4y — #; 1 =0,12, ... ,(n—1), recebe 0 nome de
soma integral da funcfo f(x) em [a, b]. Sy Tepresenta geometricamente a soma algébrica
das dreas dos retdngulos correspondentes (ver a fig. 37).

g
g /\ |
O % B
2%
% %7
é sa /n’% _{r
4 -z b2y Zn1 Ens Zp=

FIG. 37

2° Integral definida. O limite da soma Sy, quando o nimero de partes » de
divisdes tende ao infinito e a maior das diferencas Ax; tende a zero, s¢ chama integral
definida da funglo f(x) entre os limites x = a e ¥ = b, isto é,

b
n—1
.. §!(E¢) Axg = Sf(x) dx. @

a

Se a fungdo f(x) € continua em [g, b], também serd integrdvel em [,a b], isto &,
o limite (2) existe, independentemente do método que se use para dividir o segmento
de integragio [a, b] em segmentos parciais e da escolha dos pontos E; dentro destes
segmentos. A integral (2), definida geometricamente, é a soma algébrica de Areas
de figuras que formam o trapézio mistilineo a4 Bb, no qual as dreas das partes, situadas
sobre o eixo OX, sfio tomadas com sinal positivo, enquanto que as dreas das partes
que se encontram abaixo do eixo 0X slo tomadas com sinal negativo (ver a ffg. 37).

&
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A definigio de soma integral e de integral definida transferem-se, naturalmente,
no caso do segmento [a, b], quando a > b.
Exemplo 1. Formar a soma integral S, para a fungio
fix)=1+»
no segmento [1, 10], dividindo este intervalo em # partes iguais e exholhendo_ os
tos E; de forma que coincidam com os extremos esquerdos dos segmentos parciais
[#1 #i41)- A que € igual o lim Sp?

n—o

10 — 1

n

..—..E e E4=x,=x°+i.-lxi=l-!~g—‘. Dai
g

Solugiio. Temos Axi =

flE) =1+ 1+ 9_' = 2 4 g_, Portanto (fig. 38),
” n

= oo %19 18 81
g Ax, = 24+ | =" n4+_(04+14+..+n—1)=
Sa = 3 180 Ax ;( ] R
S e B WL TR T
n? 2 2 n 2 2n
Kk g A8
£+ 0 2
Exemplo 2. Achar a 4rea do tridngulo mistilineo, limitado pelo arco da pardboa
y = 2%, pelo eixo OX e pela vertical » = a (a > 0).

YA Vi
n é/
-4 y=zz [
/ /
%z
A A% i 0 5 X
07 10 X ,
FIG. 38 FIG. 39

Solugdo. Dividimos a base a em n partes iguais Az = 2 . Escolhendo o valor
n

da fung@io no inicio de cada segmento, teremos:

e O |

A 4rea dos retAngulos inscritos € calculada, multiplicando cada yg pela base Az = —

n
(fig. 39). Somando, obtemos a irea da figura escalonada
a

Sa = —[3]'{1 +28 4+ 3B (2= 1Y
n n
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Utilizando a férmula da soma dos quadrados dos ndmeros inteiros

nk'=‘n(n+l](2ﬂ-—i—l],
k=1 6
achamos
adn — 1) n(2n — 1)
Sp = g
6nd
donde, passando ao limite, obtemos:
3w — 1) n(2n — 3
§ s i Sl g SRR TR SUER ) L
-+ s o0 Gn3 3

Calcular as seguintes integrais definidas, considerando-as como
limite das respectivas somas integrais:

] T
1501. de. 1502. S (vp + gt) dt
a 0
Y, € £ sdo constantes.
1 10 5
1503. S 2t dx. 1504. S 2% dx. 1505*.5 S dx.
=i 0 1

1506*. Achar a 4rea do trapézio mistilineo, limitado pela hipértole

1
y=—

X

pelo eixo OX e pelas ordenadas: x —=a e x = b (0 <a<b).
1507*. Achar

7

flx) = Ssent dt.

o

§ 2. Calculo de integrais definidas através de indefinidas

1°. Integral definida com o limite superior varidvel. Se a fungdo f(x) € continua
no segmento [a, 5], a fungdo

F(x) = S 7@ dt

¢ uma fungdo primitiva de f(x), isto &,

F'(x) = f(x), quando @ < » < b.
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2°, Férmula de Newlon — Lcibniz. Se F’(x) = f(x), temos:
b

Sf(,v) dx = F(x)

a
A fungdo primitiva F(#) é calculada, achando-se a integral indefinida.

{reras = 7y + c.

b
= F(b) — Fla).
()

3
Exemplo 1. Achar a integral S xidy,
-1

SolugZo. Sx"dxz-;f ::3_';—(_—;)5=43%.
—1
1508. Seja :
I=S‘i—i(b >a >1).
Achar ;
ha yd.

Achar as derivadas das seguintes fungdes:

x

0
1509. F(x) =Slnt dt(x >0). 1510. F(x) = SVT“-F‘;E dt.

1 x
x Ve
1511, F(x) =Se-*' dt. 1512. I =§ cos (£2) dt (x > 0).

1

1513. Achar os pontos extremos da fungio

F

y =Sse:‘d£ no campo % > 0.

0
. Utilizando a férmula de Newton— Leibniz, achar as seguintes
integrais:

1 -1
1514, (2. 1515. { =
14+ » E &
0 -2
1516. Sf dt. 1517. Scostdt.
- (1]

10—35
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Valendo-se das integrais definidas, achar os limites das somas:

1518**, lim [*,:*.+;,11.+ o L ‘].

N0 n?

. 1 1 1
1519**, lim togd et )

nr \7n 41 n+4n

15200 li-m l’ + 2’ + o + ”p (P> 0).

%-b D nP+L

Calcular as integrais:

2 8
1521. S(x‘-’—2x+ 3)dv. 1522 S V2% + ¥ %) ax
1 o
4 Y_ 6
1
1523, {4 % 1524, Yz —2ax.
1 2
s il
X ¥
1525. §ﬁ; 1526. S, =
: | 1
1527. S—-"—"‘— 1528. S od.4
24+ 3x4+2 ‘y +2
4] —
c d ¢ dx
X
1529‘5—:-“”5' 1530. 5—-—31_3”2
=
1 4
1531. SH" - dz. 1532. Ssec‘uda.
0 " ™
(]
¥z
2 a5
1533 S i 1534 S ey
4 Y1—=at f V5 + 42— »*
0 2
: %
1535. S_ﬂ’:_‘iL. 1536. Scos’ a du-
Vs + 4
0 0
¥ - b
1537. Ssen’rpd«p. 1538. len x-
1] €
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¢ sen (in ¥) e
sen (In x 4
e dx.
i S P 1540. S tg x dx.
% g
1. \ ctgt o do. :
‘5“5“"" 1542. ey,
il 14
6 0
1 In3
1543. Scoshx dx. 1544. S -
cos hix
0 In2
™
1545. S senh? x dx.
0

§ 3. Integrais improéprias

1°. Integrais de fungdes nfio demarca s. Se uma funcio f(+) no estd demarcadal
em qualquer entorno do ponto interno ¢ do segmento [a, 4] e € continua, quando
a< x<cec<zx=<Db de acordo com a definigio se supde:

L] c—e b
Sf[x) dx = lim Sf(x) dx + lim S (%) dx. (1
- e+ 40 - n—++0 A

§e existem e sdo finitos os limites do segundo membro da igualdade (1), a integral
imprépria recebe o nome de comvergenfe, em caso contrario serd divergenfe. Quando
¢=a ou ¢ = b, a determinago se simplifica de forma correspondente.

Se existe uma funcio F(x) continua no segmento [a, b] tal que F’(x) = f(x)
Para x # ¢ (primitiva generalizada), teremos:

b
S S(#) dx = F(b) — Fl(a). (2)

b
Se |[f(») | < ®(x), quandoa < ¥ < b, e S ®(x) dx converge, a integral (1) tam-

bém converge (critério de comparagdo).
Sof{x);()eiim {f(#)]e — x|™} = A 3£ a0, A #£ 0, isto é f(x) ~

quando
4 se le—
~*>¢, entdo: 1) quando m < 1, aintegral (1) € convergente, 2) quando m > 1 a
integral (1) € divergente.
2°. Integrais com limites infinitos. Se a funcfo f(x) & continua paraa < » < o,
SUpomos que

b

S J(x) dx = lim Sf(z) dx (3
b-»> o

10+
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e em dependéncia da existéncia ou ndo existéncia do limite finito do segundo mem bro
da igualdade (3), a integral correspondente receberd .o nome de convergente ou de
divergente.

Por analogia,

b b @ b
S f(x) dx = lim S fiz)dx e S flx)dx = lim Sf(z} dx.
—o0 Vi a — ::::: a

-
Se | f(#) | < F(») e a integral S F(x)dx converge, a integral (3) também convergera.
a

Se flx) = 0 e lim {f(x) ™} = A #£ 00, 4 50, isto é f(s)~ -% quando
@ x

x — o0, entdo: 1) quando »m > 1 a integral (3) € convergente, 2) se m < | a integral
(3) € divergente.
Exemplo 1.
1 —5
S ﬁ:lims -—+l1mS-d— —lim[l— l]+ﬁm[i — l]:oo
At e—+0 o e—+0 xt n=017 n+017
-1 -1 [

a integral ¢ divergente.

Exemplo 2.
@ b
d.
( = =limS 4¥ = lim (arctg b — arctg 0) = .
14+ 22 psoll+ 2 pae 2

0
Exemplo 3. Investigar a convergéncia da infegral de Euler— Poisson

S Fomi 18 (4
0
Solugdo. Fazemos
o0 1 o
S e dx=s e~ dx +S hds.
1

0

A primeira das duas integrais do segundo membro nic € imprépria ¢ a scgunda é
convergente, jd que e—** < &%, quando ¥ = 1, e

® b

s efdy =lim \eTdr =lim (—e? +et) =¢1

b+ b+
1 1

portanto, a integral (4) € convergente.
Exemplo 4. Investigar se € convergente a integral

(3

-
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Solugio. Quando ¥ — -+ o0, teremos:
1 1

)
Como a integral

1

_ ~
V“f;f

..,..1 -
Yo =

L~ ]
dx
3
1 2t

é convergente, a nossa integral (5) também a é.

Exemplo 5. Investigar se € convergente a integral eliptica
1

e %,
) J1— a8

Seolugdo. O ponto de descontinuidade da fun¢do subintegral é: x = 1. Aplicando
a férmula
l— = (1= ) (1+ 2 (14 2,

teremos
TR 1 R 1
M=% VOI—n0+a0+m _ % Va+a0+m
Portanto, quando x — 1, teremos:
1
2

1 1[ 1 )
1 — at 2 1 —2x
1 1
1 12
\ti—) =
1— 2
0

€ convergente, a integral dada (6) também convergera.

Como a integral

Calcular as seguintes integrais impréprias (ou determinar sua
divergéncia):

1 2 1
1546. {4 (& ,Sd_x
)7 1547 _S,‘ 1548. | =
3 1
1549, S—“’— 1550. { A 1551. Sfi-
(x — 1 — x
0 0 1
g L (ax s
2 5 . 1553. ( 1554. { <.
1
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o 7
1555. S f—‘jx— - 1556, S sen x dx. 1557. ﬁ A
0 ]

ek

wn

wn

@
L T

="

®»

1559. S =

0
T i
1561. S ctg x dx 1562.S e** dx (k> 0).
0 0
1563. S i LF P08 1564. S L A
41 (a2 — 1)2
0 2
] 3
1565. S L 1566. S -
B4 1 #8 — 5x2
(1] 0

Verificar se as integrais sio convergentes:

100

&
-]
*

1573.

%
&

dx

1567.8————-——;{;+2V;+r1- 1568. SZHW e

0
1569. S UL SRR 1570. S ey

1:’-}-73“-}—! - P+ 1

1 2 i

dx x

]571'571_34 1572. Sv_.x_

o 1

7

1574*. Demonstrar que a integral de Euler, de la. espécie (fun-
gdo beta)

B(p, g) = { x"1(1 — %)** dx

¢ convergente, quando >0 e ¢> 0.

x(“>])- 1560.5 e (a=>1).
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1575*. Demonstrar que a integral de Euler, de 2a. espécie (fun-
¢dio gama )

I'(p) =S AP e dx
0

¢é convergente quando p > 0.

§4. Troca de variavel na integral definida

Se a fungdo f(x) € continua no segmento @ < * < b e ¥ = @(f) ¢ uma fungdo
continua junto com sua derivada ¢’(f), no segmento a < #< P, onde a = g(x) e
b = p(P), e a funcdo fTp(f)] € definida e continua no segmento « < ¢ < B, teremos:

Sfm dx = qu:(znp “ (8) at.

4
Exemplo 1. Achar

S Ve — 22 dx (a > 0).
0

Solugdo. Fazemos

¥x=asent;
dx = acos td.

Entlo £ = arcsen - e, portanto, pode-se tomar o = arcsen 0 =0, B =
a

arcsen 1 = % Por isso, teremos:

SA"Va'-—_x'd‘x=
o

a®sen}a® — a'sen®facosfdl =

© b g3l A

at

=
g
at
=\ sen? 24 di = -——S(l-cosﬁ)dt=
4 8
0

ol 12 A

i
2

= a‘Ssen‘:r:os’rdl =
0

1576. Pode-se calcular a integral

2
S V1T —2%4dx,

0
usando-se a substitui¢io x = cost?
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Transformar as seguintes integrais definidas, usando-se as substi-
tui¢Ges indicadas:

3 1

1577. va+ 1de) xw2dc 1, 1578.5 1‘*"‘ =, x = sent.
1 1 i
. z
3 =

1579. S r ., hpilieahnl :
) Var+ 1580. S f(x) dx, x = arctg ¢.
1 0

1581. Para a integral
b
{/wax (> a)

indicar uma substitui¢do linear inteira,

*r=a + B,

em cujo resultado oslimites de integracdo se tornem respectivamente
jguaisaOe i
Utilizando as substituigdes indicadas, calcular as seguintes integrais:

4

1532.5 A x =2
14 V=
29
- 33
1583. S ol Fooil i T Y & o 2 e 4,
(#—2)%2L3
3
In2
1584. S'/e‘—— 1dx, & e,
0
1585. S ity
+2cost 2
- :
2 o D o =
8 j.l-{-a’scn’x tg'# !
o

§ 4. TROCA DE VARIAVEL NA INTEGRAL DEFINIDA
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Valendo-se de substituigdes adequadas, calcular as integrais:

2

1

S el P 1588. S atonl )
' ‘

=

1587.

In5 5
1 dx

oY — 1 ?
1589. S e Wk Szﬁm
0

0

Calcular as integrais:

1
. 1592 .
Eeot: S Vx=+5x+1 Slu+x=>=
1 e
a 2n d
P i Lot |
1593. SVax X% dx. 1594. Sjﬂhm
0

1595. Demonstrar que se f(x) ¢ uma funcdo par,

a

S flx) dx = z§ 1) dx.

—a

Se, ao contrério, f(x) for uma fungio impar, entdo

S f(x) dx = O.
1596. Demonstrar que
STl o S e U
S e d’x-—-ZSe dx SV;dx’
—m 0 0

1597. Demonstrar que

™
=
sen x
a.tccos x
0

1598. Demonstrar que

S-.f(sen x) dx = Sf(cos x) dx.
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§ 5. Integragdo por partes

Se as fungdes u(x) e v(x) tém derivadas continuas no segmento [a, b], teremos
b 5 b

Su{x) v(x) dx = u(x) v(z) —Su(z} u'(x) dx. (1)

Calcular as seguintes integrais, empregando-se a férmula de inte-
gracao por partes:

1599. \ xcos x dx. 1600. \ In x dx.

-

1601. \ x3¢** dx. 1602. \ ¢* sen x dx.

1603. \ xc~ dx. 1604. \ ¢c*"cos bxdx (a > 0).

Oty g Sl S 0

1605. \ e senbxdx (a > 0).

Sl Sl Sl =~ cL—-——n\:|?-1

1606**. Demonstrar que para a funcdo gama (ver o n° 1575) ¢
vdlida a férmula da redugio:

F@+1)=pT@) (p>0).
Deduzir dai que I'(z 4 1) = x!, se #» é um ndmero natural.
1607. Demonstrar que para a integral

™ ™

2 i

i Ssen“xdx=s cos™ x dx
0 0

¢ vélida a férmula de redugdo

T, oL R i
"

n—2°
Achar I,, se n € um nimero natural. Usando a férmula obtida
calcular I, e I,,.
1608. Calcular a integral (ver o n° 1574), empregando reiterada-
mente a integragdo por partes
1
B(p, 9) =\ #™1(1 — 5= 2y,
(1]
onde p e ¢ sdo numeros inteiros positivos.
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1609*. Expressar por meio de B (fungdo beta) a integral

2
e — S sen™ x cos™ x dx,
0
se m e m sdo numeros inteiros ndo negativos.

§ 6. Teorema do valor médio
1°. Apreciagio das integrais. Se f(¥) < F(x) para a < » < b, entdo,
b b

Sf(x) dx < SF(:} dzx. (1)
a a
Se f(*) e 9(#) sdo continuas para @ < # < b, além disso, p(x) > 0, entio,
b b b
mStp(x] dx < S f(x)p(x)dx<M qu{x) dx, (2)
a a a
onde m € o valor minimo absoluto e M é o valor maximo absoluto da fungdo f(#)
no segmento [a, b].
Em particular, se @(x) = 1, temos
b
m(b — a)< Sf{x) dx = M{h — a). (3
As designaldades (2) e (3) podem ser substituidas respectivamente por suas igual-
dades equivalentes:

b b
S f(#)p () dx = f(o) Scp(x) g
a a

]
Sf(x) dx = f(E) 6 — a).

a

onde ¢ e E sfio nimeros que se encontram entre a e b.
Exemplo 1. Apreciar a integral

™
—2' —_—
I-—-SV1+-—%-sen’xdx.
o
Solugdio. Como 0 < sen® ¥ < 1, teremos: ai!
™ ™ 3
E—{Ic 2 VZ'

1,57 < I < 1,91,

isto ¢
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2°, Valor médio da fun¢fio. O niimero

b
1
w= = (1 ar
b—a
a
chama-se valor médio da fungdo f(x) no segmento a < x < b.
1610*. Determinar o sinal das seguintes integrais, sem calcul4-las:

2 2r
sen x
c) R dx.
=
0

a) S dx;

T
b) S xcos xdx;
-1 0

1611. Esclarecer (sem calcular) qual das seguintes integrais é maior :
1
V1F 22dx ou Sxdx;

o
—

£

BN O = Oy, =
L

x*sen? x dx on xsen® v dx;

ou

L
-
s

a,

&

et dx.

S
S

Achar os valores médios das seguintes fungdes nos segmentos in-
dicados:

1612. f(x) = x?, O<zx<l.
1613. f(x) = a + b cos x, —n< X<
1614. f(x) = sen? x, O<zx<m.
1615. f(x) = sen? x, 0<x<m.

1
1616. Demonstrar que a integral S SpUE RN s compreendida
V2 + x—

2
entre = ~0,67 e %zo,—zo. Achar séu valor exato.

Apreciar as integrais:

1

+1
— dx
17. 4 3 dx. 1618. .
A
0 -1
2n ,% "T
1619.5 oL S S xftg xdx.  1621. S SRy dx
10 + 3 cos » x
0 '] ©
ry

§7. AREAS DE FIGURAS PLANAS 157

1622. Integrando por partes, demonstrar que

200m
0< S —
100

x 1
ax < ——-
E 1007

§7. Areas de figuras planas

1°. A area em coordenadas cartesianas. Se uma curva continua € dada em coor-
denadas cartosianas pela equagio y = f(#) (f() > 0], a 4rea do trapézio mistilineo,
limitado por esta curva, por duas verticais nos pontos ¥ = ae ¥ = b e pelo segmento
do cixo das abscissas a < » < b (fig. 40) é determinada pela férmula

)
S= S f(x) dx. (1)
4 22
Exemplo 1. Calcular a drca da figura limitada pela pardbola y = gl pelas

retas ¥ = 1 e ¥ = 3 e pelo eixo das abscissas (fig. 41).
Solugdo. A drca procurada € expressa pela integral

2 2
S = = dy = 4 1— .
2 3
1
Exemplo 2. Calcular a 4rea da figura limitada pela curva ¥ =2 — y — ' e
pelo eixo das ordenadas (fig. 42). X !
Solug#io. Neste caso os eixos das coordenadas estdo trocados e por isso a drea
procurada € expressa pela intcgral
1

1
o S 2—y— ’)dy=‘l—2~r

onde os limites de integragio y, = —dise y& = 1 sdo as ordenadas dos pontos de
interse¢do da curva dada com o eixo ordenadas. A i
Em um caso mais geral, quando a 4rea S da figura estd limitada por duas curvas
continuas y = f,(x) e ¥ = f3(#) e por duas verticais ¥ = a e ¥ = b, onde f;(%) < f3(#)
paraa < x < b (fig. 43), teremos:
b

s = this) - Ao as. @
a
Exemplo 3. Calcular a 4rca S da figura plana compreendida entre as curvas
yEZ—x'cyS=x’ (-})
(fig. 44).
" Solugio. Resolvendo simultaneamente o sistema de equagSes (3), achamos os
limites de integragio: #, = —1 e x, = 1. De acordo com a férmula (2), teremos:
5
‘ a3 a - tyyd N5 E .
S = S (?.—x’-—x-‘”)dx..—_(z.v#—s-—-—j—x e 7

-1
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Sgacnﬂaregﬂlﬁapedmédadsporeqnag&nm forma paramétrica, ¥ =

—o) ¥ = Y(#), a drea do trapézio mistilineo, limitado por esta curva, por duas

erticais respectivamente *r = a e ¥ = b, e pelo segmento do eixo OX, € expressa
pela integral

iy
S= Swa @'(t) at,
L
onde %, e fy 530 determinados pelas equagdes
a=gt) e b=cqty) [ >0 no segmento [f,, 1,]].
Exemplo 4. Achar a 4rea da elipse S (fig. 43 ) utilizando suas equagdes para-

métricas
{x-—aoost.

y=b sen #, (0<¢<2m).

Solugiio. Considerando-se a simetria € suficiente calcular a drea de apenas uma
quarta parte ¢, a seguir, quadruplicar o resultado. Fazendo na equaglio ¥ = @ cos /

primeinmente x = 0 e depois = a, obteremos o0s limites de integragdo ¢, = % e

]’-o.mim

FIG. 45 FIG. 46

2°. A area em coordenadas polares. Se a curva continua € dada em coordenadas
polares por uma equagio v = f(¢), 2 drea do setor AOB (fig. 46), limitada pelo arco
da curva e por dois raios polares O4 e OB, respectivamente a0s valores @, = % €

P2 = B, € expressa pela integral

8
1
S ESU{?)]' dgp.
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Exemplo 5. Achar a 4rea da figura encerrada no interior da lemniscata de BEer.
noull: »® = a? cos 2¢ (fig. 47).

Solugdo. Como a curva € simétrica, determinamos inicialmeate a drea de um de
seus quadrantes

. 1 a1 = at
LI B 2 = —|—sen2p|4 =—.
4 2 ) PR 2[2 ]a 4

ol ald

Dai S = a®.

FIG. 47

1623. Calcular a 4rea da figura limitada pela pardbola y = 4x —
— x% e pelo eixo das abscissas.

1624. Calcular a 4rea da figura limitada pela curva y =In x,

lo eixo OX e pela reta x = e.

1625*. Achar a drea da figura limitada pela curva y = x(x —
— 1) (x — 2) e pelo eixo 0X.

1626. Achar a 4rea da figura limitada pela curva y* = x, pela
reta ¥ = | e pela vertical x = 8.

1627. Calcular a 4rea da figura compreendida entre uma semionda
da sinuséide y = sen x e o eixo 0X.

1628. Calcular a 4rea da figura compreendida entre a curva y =

= tg x,oeixoOXearetax=-’§--

1629. Calcular a 4drea da figura compreendida entre a hipérbole
xy = m?, as verticais x = ae x = 3a (a >0) e o eixo OX.

1630. Achar a 4rea da figura compreendida entre a curva de

a? . .
——— e o0 eixo das abscissas.
x4+ at

1631. Calcular a 4rea da figura limitada pela curva y = x% a
reta y =8 e o eixo OY.

1632. Achar a 4rea da figura limitada pelas parabolas y* = 2px
e x% = 2py.

1633. Achar a érea da figura limitada pela pardbola y ==2x — 1*
e pela reta y = — x.

Agnesi y =
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4. Calcula i 4

; relt?y Jvescul ;x.a area do segmento da paribola ¥ = x%, que corta

1635. Calcula.r2 a area da figura compreendida entre as pardbo-
lasy=12»}’=§‘ e areta y = 2x.

12:36. Calcular a2 area da figura compreendida entre as parabolas
y:s- ey=4-—3-x’.

1637. Calcular a drea da figura compreendida entre a curva de
Agnesi y = € a pardbola y = fa

14 a?
1638. Calcular a 4rea da figura limitad

=¢, y=e" e a reta x :g. 1. 268 pelas curvas
1639. Calcular a drea da figura limitada pela hipérbole

X"
__%=I € a reta x = 2a.

a?
1640*. Achar a 4rea limitada pelo astréide
2 2
x4+ y®=a’.

1641. Achar a drea da figura compreendida entre a catendria

y=acoshZ,
a

0 eixo OY e a reta y = 2 (¢2 1 )
2e ' '
1642, ir ’ imi
o ngﬂ Achar a drea da figura limitada pela curva a?y? = x%(g2 —
1643. Calcular a 4rea da figura compreendida dentro da curva
2

(G () =
1644. Achar a

] area da figura compreendida entre a hi érbol
fgl?li?'tem 2 — y* =9, 0 eixo OX e o didmetro que passa pelcli)pro:?t:

1645. Achar a 4rea da figura compreendida entre a curva

1 ,
Y= _,0c¢ixo0Xeareta x =1 (x >1).

1646*. Achar a 4rea da figura limitada pela cisséide y? = —*
e sul%‘las*sintota X =2a (a >0). e
7%. Achar a 4rea da figura compreendida entre o estroféide

y! _— *(x — a)*
T 2a_, ¢ sua assintota (a > 0).

1648. ]
i (.:a_lcular a area das duas partes em que a pardbola
= 2x divide o circulo x? 4 y?=8.

11—35
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1649. Calcular a area da superficie compreendida entre a circun-
feréncia x? 4 y2= 16 e a pardbola x*= 12(y — 1).
1650. Achar a area contida no interior do astréide
x = acos®i; y = b sen®t.
1651. Achar a 4rea da superficie compreendida entre o eixo OX
e um arco da cicléide
xr = a(t — sen i), y = a(l — cos i).
1652. Achar a 4rea da figura limitada por um ramo da trocdide
x = at — bsent, (0<bga)
y=a— bcost

e a tangente da mesma em seus pontos inferiores.
1653. Achar a 4rea da figura limitada pela cardidide
x = a(2 cost — cos 21),
y = a(2 sent — sen 2).
1654*. Achar a 4rea da figura limitada pelo laco da folha de
Descartes
ML .. il L i
142" T
1655*. Achar a 4rea da figura limitada pela cardiéide
r = a(l + cos ¢).
1656*. Achar a area compreendida entre a primeira e a segunda
espira da espiral de Arquimedes » = a ¢ (fig. 48).

0 /

FIG. 48

1657. Achar a 4rea de uma das pétalas da curva 7 = @ cos 2 .
1658. Achar a 4rea limitada pela curva 7* = a® sen 4g.

1659*%. Achar a 4rea limitada pela curva 7 = a sen 3g.

1660. Achar a drea limitada pelo caracol de Pascal

r =2 -+ cos ¢.
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1661. Achar a drea limitada pela paridbola r — gsec?® e as
semi-retas ¢ = % e p=2T2. 0
2
1662. Achar a drea da figura limitada pela elipse
b
i e Ll
1+ ecosg [0€€<])'

1663. Achar a 4area da figura limit
que esté fora do circulo 7 =gu‘; mitada pela curva 7 = 2gcos 30

1664*. Achar a drea limitada pela curva x% + Y= 2% 4 42

§ 8. Comprimento do arco da curva

J :
1°. Comprimento do arco em coordenadas retangulares.

arco de uma curva regular y = f(#), com i
¢ » re i
sejam ¥ =a e ¥ = bla < b), € igu.}ﬂ a il bl

b

s=SP1+y"dx.

O comprimento s do
pontos cujas abscissas

a
Exemplo 1. Achar o comprimento do astréide (fig. 49)
#2134 Y213 = g213,

Solugdo. Derivando a equacgdo do astréide, tercmos:

1/3
}a" B ¥ -
xlfa
;i
Ls
k Y
e - §=8a
0 25 X
FIG. 49 FIG. 50

Porta :
nto, para o comprimento do arco de um quarto do astréide, teremos:
a

a
1 AR 113
ey YR al's 3
A §V1+x=—m=5xm“=;“-
] :

o

Daf, S = 0Oq.

11*
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2°. Comprimento do arco de uma curva dada em forma paramétrica. Se a curva
¢ dada em equag¢les de forma paramétrica * = @(f) e ¥ = §(f) (em que o(#) e 41
tém derivadas continuas), o comprimento s do arco da curva serd igual a

fy
$= s Va2 4 y2dt,
fl
onde ¢; e f, s3o os valores do pardmetro, correspondentes aos extremos do arco

(6 <1
' “Exemplo 2. Achar o comprimento do arco da cicléide (fig. 50):

x = aft — sen {)
{y=a(1—mst).

Solugdo. Temos zx' = i =a(l —cost) e y' = o2 = a sen i.
dt dt
Portanto
2% 2
3 t
§ = S Va*(l — cos #)® + a’sen®tdt = Za\ sen; dt = Ba.
o 0

Os limites de integragdo ¢, = 0 e ¢, = 2n correspondem a pontos extremos do arco
da cicloide.

FIG. 51

Se uma curva regular ¢ dada por uma equagdo » = f(p) em coordenadas polares
* e g, o comprimento s do arco serd igual a
8

5§ = Sl«‘ra + f"-dCP.

-3
onde e e (3 sdo os valores do dngulo polar nos pontos extremos do arco (x < fi).

.Exemplo 3. Achar o comprimento total da curva » = & sen3 2 (fig. 51). Toda
3

a curva € descrita pelo ponto (r, ) ao variar @ desde 0 até 3m.

§ 8. COMPRIMENTO DO ARCO DA CURVA 165

do0. T ‘=asent 2 cos P i i
Solug emos » a sen cos 4 » POT 1550 0 comprimento de toda a curva

3
serd
3n 3
e 2 sopa P Sgant Pl st O _g 2 2 %0
§Va e -+ a® sen 3 cos 3‘3‘?“‘“ SELL 3"3‘?:—2—'
0

1665. Calcular o comprimento do arco da pardbola semictbica

y% = x° desde a origem das coordenadas até j
gty O ponto, cujas coorde-

1666*. Achar o comprimento do arco da catendria y = g cosh

desde o vértice 4(0; a) até o ponto B(b; h).

1667. Calcular o comprimento d ) T
desde x — 0 até x — 1. P 0 do arco da pardbola y = 2)%

1668. Achar o comprimento do =pF
cndido entre os pontosp(o; el aefo e e
1669. Achar o comprimento do arco da
b9 c curva y =1 3de
TS i
1670. i
=OgtéA;I:rLo comprimento do arco y = arcsen (67) desde
1671. Calcular o comprimento do arco da curva x =Insec y

compreendido entre y —0 e y — =.
3

1672. Achar o comprimento do arco da curva x =

8 %

3%~

=

1
-——z—lny desde y = 1 até y = .
1673. Achar o comprimento do arco do ramo direito da tractiz

= Vaz — 2+ Va*—5?
z=Ja y2+alnl———;——l desde y = a até y = b(0<b<a).

1674. Achar o in
e 3a)2-ccurlprlr'u:nto da parte fechada da curva

1675. Achar o comprimento do arco da curva y =ln(ctgh 1]
2

desde x — g até x — 0 <a<b).
1676*. Achar o comprimento do arco da evolvente do circulo

% = a(cos? + ¢ sen ),

y:a(sent—tcogt) } desde t =0 até ¢ = T

1677. Achar o comprimento da evoluta da elipse

c? c?
X — 3 4. = 3 —
g cos Z; ;.J-—bsenz(cg__a2 b2, 0<<b< a)
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1678. Achar o comprimento da curva
x = a(2 cost — cos 2¢),
y = a(2sen? — sen 2f). }
1679. Achar o comprimento da primeira espira da espiral de Ar-
quimedes r = agp.
1680. Achar o comprimento total da cardidide » = a(l + cos @).

1681. Achar o comprimento do arco da pardbola » = a sec? %;

cortada da mesma por uma reta vertical que passa pelo polo.
1682. Achar o comprimento do arco da espiral hiperbdlica r¢ =

= 1 desde o ponto (2; %] até o ponto (%, 2].
1683. Achar o comprimente do arco da espiral logaritmica » =
= ae™® (m >0), que se encontra dentro do circulo r = a.
1684. Achar o comprimento do arco da curva ¢ = %[r + l)

¥
desde r = 1 até r = 3.

§ 9. Volumes dos corpos sélidos

1°. Volume de um corpo de revolugdo. Os volumes dos corpos formados pela
revolugdo de um trapézio mistilineo, limitado por uma curva continua y = f(x), pelo
eixo OX e duas verticais ¥ = a € ¥ = b, em torno dos eixos 0X e 0Y, sdo expressos,
respectivamente, pelas férmulas:

] b
) ¥y = T:Sy’ ax; 2) Vy = 2:'=Sxydx‘).
a& a

Exemplo 1. Calcular os volumes dos corpos formados pesla rotagdo da figura limi-
tada por uma semionda da sinusdide y = sen x e pelo segmento 0 < ¥ < w do eixo
0X em torno: a) do eixo OX e b) do eixo OY.

Solugdo.

© ﬂg
a) VX-——T:S sen’xdx:-?;
0
™
b) Vy =2r S xsen x dx = 2n( —x cos ¥ + sen z):: 272,
' 0
*) Seja um corpo formado pela revolugiio em torno do eixo OY de um trapézio
mistilineo, limitado pela curva y = f(¥) e pelas retas ¥ = a, ¥ = b (a < b) e y = 0.
Como elemento do volume deste corpo se toma o volume de uma parte do mesmo,

formada pela rotagio em torno do eixo OY de um retdngulo de lados y e d», que
se encontra a uma distincia ¥ do eixo OY. Neste caso o elemento de volume ¢:
. b

dVy = 2nxy dx, donde Vy = ZnSxy dx.

@
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O volume do corpo forma._do pela rotagdo em torno do eixo OY da figura limi-
tada pela curva x = g(y), o eixo OY e as duas paralelas y =ce y = d (c < d), €
determinado pela férmula:

d

Vy=m Sx’dy,
c

que se obtém da férmula 1), acima exposta, trocando as coordenadas x e y.

Se a curva € dada de outro modo (em forma paramétrica, em coordenadas
polares, etc.), € necessario fazer nas férmulas anteriores a troca correspondente de
varidvel de integracdo.

No caso mais geral os volumes dos corpos formados pela rotagdo de uma figura
limitada pelas curvas y, = f,(2) e ¥, = fy(+) (sendo f,(#) < fo(x)) e pelasretas x — a,
=25, (a < b), em torno dos eixos de coordenadas OX e OY, serdo respectivamente

b

VXE‘J:S(y}—yi)dx

a
b

Vy = ZwS vy — ¥,) dx.
a

Exemplo 2. Achar o volume do toro, formado pela rotagio do circulo 22 +
+ (¥ — b)* < a*b = a > 0) em torno do eixo OX (fig. 52).
Solugdo. Temos:
] yi=b—Var—2t e y,=0b+ Va*— 22
Por isso
a a
Vy=mx S [(®+ Va® — 22 — (b— Va2 — 23 dx = 4nd S Va® — x*dx = 2n%ah
=8 —a
{esta ultima integral é resolvida fazendo-se a substituicio x = a sen {).
O volume de um corpo, obtido ao girar um setor limitado por um arco de curva

¥ = F(p) e dois raios polares p = a, ¢ = B (z < B), em torno do eixo polar, é calcu-
lado pela férmula
8

2
Ve = ?ﬂSr?‘senq)d&p.
-3
5 'Estx.mesma formula pode ser aplicada quando se procura o volume dos corpos,
ormados por rotagdo em torno do eixo polar, de figuras limitadas por qualquer curva
fechada, dada em coordenadas polares.

Exemplo 3. Determinar o volume formado pela rotagio da curva r = a sen 2¢p
€m torno do eixo polar.

Solucio.
™ ™
z "
2 4
Vp=2-—=x S r3sen g dp = ?Traas sen® 2p sen @ dp —
3
[ 0
™
iz
—321:335 4 3 i nad
e sen COS: e A s !
g eda s
0
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2°. Calculo dos volumes dos corpos sélidos quando sio conhecidas suas secdes
transversais. Se S = S(x) é a 4rea da segdo do corpo, feita por um plano, perpendicular
a uma reta qualquer (que se toma como eixo 0X), no ponto da abscissa ¥, o volume
do corpo serd igual a

3|
V= S S(x) dx,
z!
onde x e x, sdo as abscissas das segfes extremas deste corpo (7 < #5).

Exemplo 4. Determinar o volume de uma cunha, cortada de um cilindro circular
por um plano que, passando pelo didmetro da base, est4 inclinado em relagio a ela,
formando um 4ngulo . O raio da base 6 igual a R (fig. 53).

Solugdio. Tomamos como eixo OX o diimetro da base, pela qual passa o plano
de corte e como eixo OY o didmetro da base, perpendicular ao anterior, A equacgdo
da circunferéncia da base serd % 4 3 = R2.

X

FliG. 33

A drea da segdo 4 BC, que se encontra 4 distdncia » da origem das coordenadas
0, serd igumal a
1 1 y2
S(x) = ar.AABC = -E-AB + BC = Eyy tga = — tgo.
2

Portanto, o volume procurado da cunha é
R R
1 2
V=2-E yitgads = tga | (R? — 29 a‘x=?tgtﬂ?3-
0 0

1685. Achar o volume do corpo formado pela rotacio em torno
do eixo OX, da superficie limitada pelo eixo OX e a pardbola y —
—ax — x%(a >0).

1686. Achar o volume do elipséide, formado pela rotagio da elipse

x’ ¥2 :
— + == =1, em torno do eixo OX.
a? b2
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1687. Achar o volume do corpo, formado ao girar em torno do
eixo OX, a superficie limitada pela catendria y = @ cosh =, o eixo 0X

e as retas x = 4 a.

1688. Achar o volume do corpo, formado ao girar em torno do
eixo OX, a curva y = sen? x, no intervalo de x = 0 até x — =.

1689. Achar o volume do corpo formado pela rotagio da superfi-
cie limitada pela pardbola semicibica y? = %%, o eixo OX e a reta
x = 1, em torno do eixo OX.

1690. Achar o volume do corpo, formado ao girar a mesma super-
ficie do problema 1689, em torno do eixo QY.

1691. Achar os volumes dos corpos, formados pela rotagio da
superficie limitada pelas linhas y =¢*, x =0 e y = 0, em torno:
a) do eixo OX e b) do eixo OY.

1692. Achar o volume do corpo formado pela rotagio em torno do
eixo OY, da parte da pardbola y% = 4ax, que intercepta a reta x = a.

1693. Achar o volume do corpo formado pela rotagdo em torno da
reta ¥ = a, da parte da pardbola y*® = 4ax, que se intercepta pela
mesma reta.

1694. Achar o volume do corpo formado pela rotagio em torno da

reta y = — p, da figura limitada pela pardbola y2 = 2px e pela reta
?

L ="
2

1695. Achar o volume do corpo formado pela rotacio em torno do
eixo OX, da superficie compreendida entre as pardbolas y = 2% e
=y
y 1&. Achar o volume do corpo formado pela rotagio em torno
do eixo OX, do lago da curva (x — 4a) y? = ax(x — 3a) (@ > 0).
1697. Achar o volume do corpo que se forma ao girar a cisséide
g &
2/ il 28 — x

1698. Achar o volume do paraboléide de revolugdo, se o raio de
sua base é R e sua altura é H.

1699. Um segmento parabélico reto, de base igual a 2a e de altura
%, gira em torno de sua base. Determinar o volume do corpo de re-
volucdo que se forma (“limdo” de Cavalieri).

1700. Demonstrar que o volume da parte do corpo de revolugio,
formado ao girar a hipérbole equildtera x%2 — y2 = 42 em torno do
€1x0 OX, que intercepta o plano x = 2a, é igual ao volume de uma
esfera de raio a.

1701. Achar os volumes dos corpos formados pela rotacio da fi-
gura limitada por um arco da cicléide x = a(f — sen?), y = a(l —
— Cost) (0 <Z<2r) e pelo eixo OX em torno: a) do eixo OX; b) do
€1x0 OY e c) do eixo de simetria da figura. K

1702. Achar o volume do corpo formado pela rotagio do astréide
¥ = a cos®#, y = a sen® ¢ em torno do eixo QY.

em torno de sua assintota x = 2a.
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1703. Achar o volume do corpo formado pela rotagio da cardidide
7 = a(l +- cos ¢) em torno do eixo polar.

1704. Achar o volume do corpo formado pela rotagio da curva
r = acos’g em torno do eixo polar.

1705. Achar o volume do obelisco, cujas bases paralelas sio re-
tangulos de lados 4, B e a, b, sendo a altura igual a 4.

1706. Achar o volume do cone eliptico reto, cuja base é uma elipse
de semi-eixos @ e b e cuja altura é igual a 4.

1707. Sobre as cordas do astréide x2/3 4 y2/8 — 42/3 paralelas
ao eixo OX, construiram-se quadrados, cujos lados sdo iguais aos
comprimentos das cordas e os planos em que se encontram sdo per-
pendiculares ao plano XOY. Achar o volume do corpo que formam
estes quadrados.

1708. Um circulo deformavel se desloca de tal forma que um dos
pontos de sua circunferéncia descansa sobre o eixo OY, o centro des-

2
creve a elipse :—: -+ :—s = 1, enquanto que o plano do circulo é per-

pendicular ao eixo OY. Achar o volume do corpo formado por este
circulo.

1709. O plano de um tridngulo mével permanece perpendicular
ao didmetro fixo de um circulo de raio @. A base do tridngulo é a
corda deste circulo, enquanto que seu vértice resvala por uma reta
paralela ao didmetro fixo, que se encontra a uma distancia 4 do plano
do circulo. Achar o volume do corpo (chamado condide) formado pelo
movimento deste tridngulo desde um extremo do didmetro ao outro.

1710. Achar o volume do corpo limitado pelos cilindros x2 + 22 —
=a? e y? 4 22 = g%

1711. Achar,o volume do segmento do paraboléide eliptico%:; -

“+ ;sx interceptado pelo plano x = a.

q
1712. Achar o volume do corpo limitado pelo hiperboléide de

umma folhadd o L A o gl L. planos z =0 e z = .
a? b2 i
2 2
1713. Achar o volume do elipséide — + Eal R
a? b2 ot

§ 10. Area da superficie de revolugdo

A drea de uma superficie formada pela rotagio em torno do eixo OX do arco de
uma curva regular y = f(x), entre os pontos x =ae ¥ =& (a < b), ¢ expressa pela
férmula :

b b
ds kLo LT,
sz?.ﬂSiyld—dx=ZT¢S|y|V1+y'9dx (n
x
a &

(ds € a diferencial do arco da curva).
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Quando a equagdo da curva € dada de outra forma, a 4rea da superficie Sx €
obtida da férmula (1), efetuando-se as trocas correspondentes de varidveis.

Exemplo 1. Achar a drea da superficie formada pela rotacfio em torno do eixo
0X do lago da curva 9y? = (3 — x)? (fig. 54).

vi
as
Yi

0 3 X
FIG. 54

Solugdo. Para a parte superior da curva, quando 0 < » < 3, temos: y =
=—; (3 — %) V». Dai a diferencial do arco ds = ”2*_1 dx. Partindo da férmula (1), a

x
area da superficie serd

3
S=2;-:S§(3-—x}'/;
1]

Exemplo 2. Achar a 4rea da superficie formada ao girar um arco da cicléide # =
=a(t — senf); y = a(l — cos {); em torno de seu eixo de simetria (fig. 55).

1
- +_. dx = 3.
2Vx

Y

2a

1/ Ja b7 e

FIG. 55

Solugdo. A superficie procurada € formada pela rotagdio do arco 04 em tornoda
Teta 4B, cuja equagdo ¢ ¥ = na. Tomando y como varidvel independente e tendo
€m conta que o eixo de rotagdo 4 B esta deslocado em relagdo ao eixo das coordenadas
OY a uma distincia ma, teremos

2a
d
S:Zﬂ:s (ma — ) = . ay.
dy
0
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Passando a varidvel f, obtemos:

T
S=2r:S (ma — at + aseni) V[E)!‘f'[d_y]z‘ﬂ:
di dt
0
™
H
=2‘J':S{rra-—af+asen:)2.asen;df=
0
™
t ' 3
=-];-m2§ msen — — f sen — -+ sen fsen = | di =
2 2 2
0
=‘§rm’[—2:r:cos—‘+2rcosi-—4sen_:.+.isen3f_“=
2 2 2 3 2 Jo

= 8r [1: - i) at.
3

1714. Na fig. 56 sdo dadas as dimensdes de um espelho parabélico
AOB. Achar a drea da superficie deste espelho.

1715. Achar a drea da superficie do “fuso” que forma ao girar
uma semionda da sinuséide y = sen x em torno do eixo 0.X.

1716. Achar a 4rea da superficie formada
pela rotagao da parte da tangentéide y = tg x,

compreendida entre x =0 e %, em torno do

eixo 0X.

1717. Achar a drea da superficie, formada pela
rotacao em torno do eixo 0X, do arco da curva
y = €* compreendido entre x =0 e x = + co.

1718. Achar a drea da superficie (denominada
catendide) formada pela rotagdo da catendria y =

== cosh = em torno do eixo 0OX, entre os limites
@
x2=0¢e x=aq.
1719. Achar a drea da superficie de revolugio
do astréide x2/3 4 32/3 — 423 em torno do
eixo 0Y.

1720. Achar a drea da superficie de revolucio
dacurva x = %yz — %In ¥y em torno do eixo 0X,

compreendida entre y =1 e y =e.

1721*. Achar a drea da superficie do toro formado pela rotagio
do circulo x* + (y — &)? = a* em torno do eixo 0X (b > a).

1722. Achar a 4rea da superficie formada ao girar a elipse
Z 4+% — 1 em torno: 1) do eixo 0X ; 2) do eixo OY (a > b).

a? é‘]

FIG. 56
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1723. Achar a 4rea da superficie formada ao girar um dos arcos-
da cicléide x = a(t —sen l), y = a(l — cos t), 0<t Q:Zf:'_em torno:
a) do eixo 0X ; b) do eixo OY ; c) da tangente da cicléide em seu

erior.
Ponf;ZiI.IpAlf—:har a drea da superficie formada pela rotagdo, em tor-
no do eixo 0OX, da cardidide
x = a(2 cost — cos 2f), }
y = a(2 sent — sen 2¢).

1725. Achar a 4rea da superficie formada ao girar a lemniscata

#2 — a® cos 2 o em torno do eixo polar.

1726. Achar a édrea da superficie formada pela rotagdo da cardii-
de 7 = 2a(l + cosg) em torno do eixo polar.

§ 11. Momentos. Centro de gravidade. Teoremas de Guldin

1°. Momento estitico. Chama-se momento estdtico de um ponto material 4,
de massa m, situado a uma distincia d do eixo I/, em relagdo a este mesmo eixo i,
deza M; = md. ard
’ gral;‘enomina‘-se momento estdtico de um sistema de » pontos materiais, de massas
#,, My, ..., Mp, Situados no mesmo plano que o eixo /, em relagdo ao qual sio tomados
e dele separados pelas distincias dy, d, ..., dn, & soma

M, = imid(- (1)

i=1
i i de um lado do eixo
sendo que tomam-se as distincias dos pontos que se encontram
com o?:inal (+), e os que estdo do outro, com o sinal (—). Do mesmo modo se deter-

i tdtico de um sistema de pontos em relagdo a um plano.
mmS: ;a’xlaxa:soiupam continuamente {.’oda uma linha ou uma figura do plano
XO0Y, os momentos estiticos My e My em relagdo aos eixos de coordenadas 3)( e
OY, em lugar da soma (1), sio expressos pelas integrais correspondentes. Quando se
trata de figuras geométricas, a densidade se considera igual a unidade. . ¢
Em particular: 1) para a curva x = #(s); ¥ = y(s), onde o parimetro s € o com
primento do arco, ¢ L é o comprimento de toda a curva, teremos

L L
My = Sy{s) ds; My= S x(s) ds ()
0 0

(ds = V(dx)? + (dy)® é a diferencial do arco); y
2) ;(mn); umfn J;'igura plana, limitada pela curva y = y(#), pelo eixo OX e por
duas verticais *r =a e y = b (a < b), obtemos

b b
Mx:%s:vly!dx: Mr:leyldx 3
a a

Exemplo 1. Achar os momentos estiticos em relagio aos eixos OX e OY do

tridngulo limitado pelas retas: — +_:. ) a0l 'y =0 (fig. 57).
a
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Solugdo. Neste caso y — § [l - i]. Aplicand
a

2 2 2
MI:b_g(l_inngb_

@

2
MY=bS x[l—f—Jéx=ab‘

a
0

FINIDA

o a férmula (3), teremos:

6

6

2°. Momento de inércia. Chama-se momento de inércia em relagdo ao eixo I, de

um ponto material de massa m, situado 4 distinci
mad?.

Denomina-se momento de inércia em relagdo ao e
tos materiais de massas My, My, ..., My, A soma

I; = i mid‘?‘,

i=1

a d do eixo /, ao nimero I; =

ixo /, de um sistema de = pon-

onde dy, d,, ..., d, sd0 as distincias desde os pontos ao eixo . Quando a massa ¢
continua, em lugar da soma obteremos a integral correspondente.

Exemplo 2. Achar o momento de i

nércia de um tridngulo de base b e altura h,

em relacdo a sua propria base.

Solugdo. Tomamos a base do tridngulo como eixo OX e sua altura como eixo

oY (fig. 58).

¥

0| a

FIG. 57

Dividimos o tridngulo em faixas horizontais infini

FIG. 58

tamente finas, de espessura dvy,

que desempenbam o papel de massas elementares dm. Empregando a semelhancga

de tridngulos, obteremos:

Al =y dm = = y2(h—
Dai

> | o

.rx.=

¥) dy.

&
1
YiHh — y) dy = — bA3,
S G—nay—L
(4]
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i 1 figura

o ravidade, 4As coordenadas do centro de gramdadf de uma

hn:i fs:iea,n;:?l :recogou campo), de massa M, sdo calculadas pelas férmulas
a
B My ¥ My
M M
i de figuras
sdo os momentos estdticos das massas. Quando se trata

i é?n{aseanrfxlalssa M ¢ numericamente ignal ao arco correspondente ou ao campo.
geompam as coordenadas do centro de gravidade (£, %) de um arco regular da curva

plana y = f(*) (@ < x < b), que une os pontos A(a; f(a)) e B(b; f(b)), temos

T = ’

"
B

b B b
Sxds Sx‘/l—l—(y')’dx SJ’PI-F(}"}’dx
A i

Syds
a

] = i ?

s b
S Vit o ax

2]
I

b
§ VT o

b
onde s = Sy dx é a drea da figura.

As co:rdena.das do centro de gravidade (%, §) do trapézio curvilineo a < » < b,
0 < y < f(x), podem ser calculadas pelas férmulas

b b
1 3
e ffre
AT A S R Y
z—Ta g s

b
onde S = Syd:: é a 4rea da figura.
a

Empregam-se férmulas andlogas para achar as coordenadas do centro de gravi-

olidos. g 1
dadede‘fm:.l:rPSc:SAf:har o centro de gravidade do arco da semicircunferéncia #* +

+ 32 = a’{y = 0) (fig. 59).

Yi
as
C(Z; )
—a /] a X
FIG. 59
B B
—_— : . VIL §9,1°
*) A determinagdo das integrais curvilineas S xds e S y ds, ver o cap. §
A A
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Soluglio. Temos

- - x S — adr
y=VYal =3,  yr=— T e dswm VIt (y)dr = ——m ..
Va? — a? Vat — x2
Portanto,
@ a
My = xds = ,‘.‘.{__,_dxz{),
Va‘-—x’
—a —a
a a a
Mem (yam (vamm 2o w- (o2 o
Va® — x2 Va? — a2
—a - —a
FPortanto,
2

4°. Teoremas de Guldin.

Teorema 1°. A 4rea da superficie obtida pela rotagio do arco de uma curva
plana em torno de um eixo, situado num mesmo plano que a curva, mas nio inter
ceptado por ela, € igual ao produto do comprimento deste arco pelo comprimento da
circunferéncia descrita pelo centro de gravidade da mesma.

Teorema 2°. O volume do corpo obtido pela rotagio de uma figura plana em
torno de um eixo, situado num mesmo plano que a figura, mas nio interceptada
por ela, € igual ao produto da drea desta figura pelo comprimento da circunferéncia
descrita pelo centro de gravidade da mesma.

1727. Achar os momentos estiticos em relagdo aos eixos das
coordenadas, do segmento da linha reta

& y

a o
compreendido entre estes eixos de coordenadas.

1728. Achar os momentos estiticos do retingulo de lados a
b, em relagio a estes mesmos lados.

1729. Achar os momentos estdticos em relagio aos eixos OX ¢
OY e as coordenadas do centro de gravidade do tridngulo limitado
pelas retas: x + y =a, x =0 e y = 0.

1730. Achar os momentos estdticos em relagdo aos eixos OX ¢«

=1,

OY e as coordenadas do centro de gravidade do arco do astrdide

2213 - y2I3 = g2I3,
situado no primeiro quadrante.
1731. Achar o momento estdtico da circunferéncia
¥ = 2a sen @
em relagio ao eixo polar.

1732. Achar as coordenadas do centro de gravidade do arco da
catendria

X
y = acosh —,
a

compreendido entre x = —a e x = a.
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1733. Achar o centro de gravidade do arco da circunferéncia,
de raio a, que subtende o angulo 2a.
1734. Achar as coordenadas do centro de gravidade do primeiro
arco da cicléide
x = a(t —sent); y=a(l — cost),

(0<t<2m). . .
1735. Achar as coordenadas do centro de gravidade da figura

limitada pela elipse :—: —+ %:— = 1 e pelos eixos das coordenadas 0X

e 0Y (x20, 320). ; .
1736, Achar as coordenadas do centro de gravidade da figura

limitada pelas curvas
y=2x, y= V:

1737. Achar as coordenadas do centro de gravidade da figura
limitada pelo primeiro arco da cicldide

x = a(t — sent), y = a(l — cosi)
e o eixo OX.

1738**, Achar o centro de gravidade do hemisfério de raio «,
com centro na origem das coordenadas, situado sobre o plano XOY.

1739**, Achar o centro de gravidade de um cone circular reto,
homogéneo, se o raio da base é r e a altura ¢ 4.

1740**. Achar o centro de gravidade da metade de um globo ho-
mogéneo de raio a, com centro na origem das coordenadas, situado
sobre o plano XO0Y.

1741. Achar o momento de inércia de uma circunferéncia de raio
a em relagdo ao seu préprio didmetro.

1742. Achar o momento de inércia de um retingulo de lados a
€ b em relagido a estes lados.

1743. Achar o momento de inércia de um segmento parabélico
reto em relagdo ao seu eixo de simetria, se a base é 2b e a altura é 4.

1744. Achar o momento de inércia da superficie da elipse i_f 4
at
¥

bt
1745**. Achar o momento polar de inércia de um anel circular
de raios R, e R, (R, < R,), isto é, o momento de inércia em relagio
20 eixo que passa pelo centro do anel e é perpendicular ao plano do
mesmo.

1746**. Achar o momento de inércia de um cone circular reto,
homogéneo, em relagio a seu eixo, se o raio da base ¢ R e a
altura & H.

1747**. Achar o momento de inércia de um globo homogéneo de
Tal0 @ e massa M, em relagdo ao seu didmetro.

5

= 1 em relagdo a seus eixos principais.

12—ar
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1748. Achar a 4rea e o volume de um toro obtido pela rotagio
de um circulo de raio 2 em torno de um eixo situado no mesmo plano
que o circulo e que se encontra a uma distincia & (b>a) do centro
deste.

1749. a) Determinar a posi¢do do centro de gravidade do arco
do astréide x%/® + y2/3 = 42/3, situado no primeiro quadrante.

b) Achar o centro de gravidade da figura limitada pelas curvas
V2= 2px e x%2=2py.

1750**. a) Achar o centro de gravidade do semicirculo, aplicando
o teorema de Guldin.

b) Demonstrar, aplicando o teorema de Guldin, que o centro de
gravidade do tridngulo dista de sua base em um terco da altura.

§ 12. Aplicagdo das integrais definidas
na resolugdo de problemas da Fisica
1°. Trajetéria percorrida por um ponto. Se um ponto se move sobre uma curva

e a grandeza absoluta de sua velocidade v = f(t) é uma fungio conhecida do tempo
!, o espago percorrido por este ponto em um intervalo de tempo [#, #,] serd igual a

iy
s = S S() dt.
L2
Exemplo 1. A velocidade de um ponto € igual a
v=0,1 3m/fs.

Achar o espago s, percorrido pelo ponto, durante um intervalo de tempo T = 10 s,
transcorrido desde o infcio de seu movimento. A que serd igual a velocidade média
do movimento durante este intervalo?

Solugdo. Temos

10
4 110
5=Sﬂ,!f’d£=ﬂ,l—| =250 m
0
0

8
Umea, = — = 25 m/s,

i

2° Trabalho de uma forga. Se uma forca varidvel X = f(x) atua na diregao do
eixo 0X, o irabalho desta forga no segmento [x), a,], sera

%3
A= ‘ flx)dx.
E
Exemplo 2. Que trabalho € necessirio empregar para estirar uma mola em 6 cm.
se a forga de 1 kgf a estira em 1 cm?

Solug#o. De acordo com a lei de Hooke, a forga X kgf que estira em x m a mola
€ igual a X = kx, onde & € o coeficiente de proporcionalidade.
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Supondo que ¥ = 0,01m e X = 1kgf teremos que £ = 100 e, portant =
Assim, o trabalho procurado serd i PoTiante, S =

0,06
0,06
A = S 100 x dx = 350 22 = 0,18 kgf m.

0
s |

3°. Energia cinética. Denomina-se energia cinética de um ponto material de massa
m e velocidade v, a expressio

K =™,
2
A enmergia cindlica de um sistema de n pontos materiais, de massas My, My, ..., iy,

com velocidades respectivas v;, v;..., vy, € igual a

n

2 myu}
K“E‘T‘ n

i=1

Para calcular a energia cinética de um corpo & preciso dividi-lo conveni
= entemente
em partes elementares (que desempenham o papel de pontos materiais) e, a seguir,
somando a energia cinética destas partes e passando a limites, em lugar da soma (1)
teremos a integral correspondente. y
4 dExl'!:in]:I;l) 83. Achar_a denell;gia cinética de um cilindro circular homogéneo (macigo)
e densidade &, com raio da e igual a R e altura A, que gira i
angular w em torno de seu eixo. i al
$oh'u;in.‘ Como massa elementar dm toma-se a massa de um cilindro oco, de altura
h, raio interior r e espessura das paredes dr (fig. 60). Teremos:

dm = 27y « h8 dr.

\&

FIG. 60

mo a velocidade linear da massa dm ¢ igual a v = rw, a energia cinética elementar é

2
di L L Yy

12*
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Portanto
R
K = mw?h8 S 3 dr =
0

TwiS R !
L 3

4°. Pressfio do liquido. Para calcular a forga de pressdo do liguido, emprega-se
a lei de Pascal, pela qual a pressdo que exerce o liquido sobre uma 4rea S submersa
a uma profundidade % € igual a

P - ‘r}ls.

onde y € o peso especifico do liguido.

Exemplo 4. Achar a pressio que suporta um semicirculo de raio », submerso
verticalmente em 4gua, de tal forma que seu didmetro coincide com a superficie livre
da agua (fig. 61).

FIG. 61

Solugdio. Dividimos a superficie do semicirculo em elementos — faixas paralelas
4 superficie da 4gua. A 4rea de um destes elementos (se omitirmos os infinitésirhos
de ordem superior), situada a distincia & da superficie da 4gua, € igual a

dS = 2xdh = 2)r® — hdh.
A pressio que suporta este elemento &
dP = yhdS = 2vhYr®* — h®dh,

onde y € o peso especifico da 4gua, igual A unidade.
Portanto, a pressio total seri:

r 3
P=ZSth'—k’db= SRR ST ST L g )
: 3 0 3

1751. A velocidade de um corpo langado para cima-verticalmente
com uma velocidade inicial v,, ndo se considerando a resisténcia do
ar, ¢ expressa pela férmula

V=9, — 8,

onde ¢-é o tempo transcorrido e g, a aceleragdo da gravidade. A que
distancia da posi¢gdo inicial se encontrard este corpo depois de ¢ s
de ter sido langado?
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+ 1752. A velocidade de um corpo langado verticalmente para cima
com uma velocidade inicial v,, considerando-se a resisténcia do ar,
é expressa pela férmula

v:c-tg[—%i-{— arctg-';—"),

onde ¢ é o tempo transcorrido; g, a aceleragdo da gravidade e ¢ é uma
constante. Achar a que altura se eleva o corpo.

1753. Um ponto do eixo OX vibra harmonicamente em torno da
origem das coordenadas com uma velocidade que € dada pela for-
mula

U = ¥, COS wi,
onde ¢ é o tempo e y, e w sdo constantes.

Achar a lei de vibragdo do pomto, se para { = 0 a abscissa era
% = 0. A que serd igual o valor médio da grandeza absoluta da velo-
cidade do ponto, durante o perfodo de oscilagdo?

1754. A velocidade do movimento do ponto é v = fg=%%"* m/s.
Achar o trajeto percorrido pelo ponto desde que comegou a mover-se
até que pare por completo.

1755. Um foguete eleva-se verticalmente. Supondo que sendo
constante a forca de tracdo, a aceleragdo de foguete aumenta em vir-

4_ (@ — bt>0);
a — bt
achar a velocidade do foguete em qualquer instante 7, se sua
velocidade inicial é igual a zero. Achar também a altura que alcanga
o foguete no instante { = {,.

1756*. Calcular o trabalho necessirio para retirar a 4gua que se
encontra em uma cuba cilindrica vertical que tem um raio de base
R e uma altura H.

1757. Calcular o trabalho necessdrio para retirar a 4gua que se
enconfra em uma cuba cdnica, com o vértice para baixo, sendo o
raio da base R e uma altura H.

1758. Calcular o trabalho necessario para retirar a dgua de uma
caldeira semi-esférica que tem um raio R = 10 m. .

1759, Calcular o trabalho necessdrio para retirar, pelo orificio
Superior, o 6leo contido em uma cisterna de forma cilindrica com o
€1xo horizontal, se o peso especifico do dleo ¢ y, o comprimento da
Cisterna H e o raio da base R.

1760**. Que trabalho é necessirio realizar para levantar um cor-
gg de massa m da superficie da Terra, cujo raio.é R, a uma altura
inf

tude da diminuigio de seu peso segundo a lei j =

A que sera igual este trabalho se é necessdrio levar este corpo ao

inito?

1761**. Duas cargas elétricas ¢, = 100 CGSE e ¢, = 200 CGSE
S€ encontram no eixo OX, respectivamente nos pontos x, =0 e

%1 = 1 cm. Que trabalho se realizard se a segunda carga for trasla-

dada ao ponto x, = 10 cm?
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1762**. Um cilindro com um émbolo mével, de didmetro D —
==20 cm e comprimento /= 80 cm, est4 cheio de vapor a uma pressio
p = 10 kgf/em® Que trabalho € necessirio realizar para diminuir
o volume do vapor em duas vezes, se a temperatura é constante
(processo isotérmico) ?

1763**. Determinar o trabalho realizado na expansio adiabatica
do ar, até ocupar um volume ¥, = 10 m?, se o volume inicial é V, -
= 1 m® e a pressdo p, = 1 kgf/cm?

1764**. Um eixo vertical de peso P e raio a se apoia num pedes-
tal AB (fig. 62). A friccdo entre uma parte pequena ¢ da base do
eixo e a superficie de apoio que estd em
contacto com ela € igual a F = ppa, onde *P
p € constante e é a pressdo do eixo sobre «

a superficie de apoio, levada a unidade de

superficie do mesmo e p € o coeficiente de (w
friccao. Achar o trabalho da forga de fric- |
¢do em uma volta do eixo.

1765**. Calcular a energia cinética de
um disco de massa M e raio R que gira 2a
em torno de um eixo, que passa pelo seu

centro e é perpendicular ao plano do AZ ﬁ//%
disco, com uma velot:ldaqe a}'tgu!ar w, //f/// //_//I/// /Z

1766. Calcular a energia cinética de FIG. 62 4
um cone circular reto, de massa M, que - :
gira em torno de seu eixo com uma velocidade angular w. O raio da
base do cone é R, a altura H.

1767.* Que trabalho é necessirio realizar para deter uma bola
de ferro de raio R = 2 m que gira, em torno de seu diAmetro, com
uma velocidade angular w = 1000 r.p.m.? (O peso especifico do ferro
é y = 7,8 gffcm?).

1768. Um tridngulo vertical de base b e altura % estd submerso
em dgua, com um vértice para baixo, de forma que sua base coincide
com a superficie da dgua. Achar a pressio que exerce a dgua sobre
a base.

1769. Uma barragem vertical tem a forma de um trapézio. Cal-
cular a pressdo total da dgua sobre esta barragem, sabendo-se que
sua base superior € igual a @ = 70 m, a inferior 4 = 50 m e a altura
K'="2D" mi

1770. Achar a pressio que exerce um liquido, cujo peso especifico
¢ v sobre uma elipse vertical de eixos 2a e 2b, cujo centro estd submerso
numa profundidade k. O eixo maior 24 da elipse é paralelo & super-
ficie do liquido (% =b).

1771. Achar a pressido que exerce a 4gua sobre um cone cilindrico
vertical com raio de base R e altura H, submerso com o vértice para
baixo, de forma que a base se encontre ao nivel da 4gua.

\\
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Problemas diversos

1 2- Achar 4 massa de uma bal’l’a de com PI i e o =

:7 3 i i m nt 3 100 cm

se a densldade lln63r da mesma é. dl.Stﬁ.nCia X cm em e 0 :
e ¥ Tr la(;a. 4 um dOS

¥~ (z i o,oox)xzi-
cm

1773. Segundo dados empiricos a capaci ifi Al
da dgua a temperatura #°C (0<¢< 10001)3 § ?;1?33 c;alonnca especifica

¢=0,9983 — 5,184 - 1075 ¢ + 6,912 - 1077 42,

ue quantidade de cal i i
g atg e alor se necessita para aquecer 1 g de agua desde
1774. O vento exerce uma pressio unifo
. b rme p gf/fem? sob
fli.c:rrta cuja largura ¢ b cm e a altura % cm. Achagr /o mome;ic?ndlz
Silhg:sf:om que pressiona o vento ao fazer girar a porta em suas pre-
1775. Que forca de atracdo exerce uma ba i
rra material de compri-
mento / e massa M sobre um ponto material de massa m;, situadop;la
Inesma l::-ta que a barra a uma distincia 2 de um de seus extremos?
1776**. Quando a corrente de liquido que passa por um tubo de
wg;;a.tt:} circular de raio ¢ é laminar estdvel, a velocidade » em um
ue a di i i '
ﬁ:mu]g se encontra a distdncia » do eixo do tubo, se expressa pela

P

C TS |
e (a 72y,
onde p ¢ a diferenca de pressao do liqui
€ : : quido nos extremos do t

€ o coeficiente (Ele \_"ISCO.Sldade e/, o comprimento do tubo. Det¢31L"lnhi1(i)z’1:;1f
0 gasto Q de liguido, isto §é, a quantidade do mesmo que passa pela
set;afmtrinszersal do tubo na unidade de tempo. 5

-, 238 mesmas condi¢Ges do problema anterior (1776) ma
fara um Eubo de secdo retangular, em que a base g é(gran)ée en‘f
Omparacdo com a altura 2b. Neste caso, a velocidade da corrente

AT YA
o et for < (b'—32].
Deteiminar o gasto Q de liquido.
recolrzgsf:; A:} testudar as propriedades dindmicas dos automéveis se
g quentemente a construgio de diagramas especiais: sobre
B O das abscissas se tomam as velocidades v e sobre o das ordena-
e Ells1 egrar_:dezzg‘s 111}"’?"535 as correspondentes aceleragdes 2. Demons-
e agy aarea S, limitada pela curva deste grafico, pelas duas orde-
ot =7 e ¥ = 7, e o eixo das abscissas € numericamente igual ao
desdpo que se necess:ta“para aumentar a velocidade do automdével
€ vy a v, (lempo de embalada”)?
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1779. Uma viga horizontal de comprimento / esti em equilibrio
sob a acdo de uma carga uniformemente distribuida ao longo dela c
dirigida verticalmente para baixo, e das reacdes de seus apoios A4

e B (A e %), dirigidas verticalmente para cima. Achar o mo-

mento de flexdo M, na se¢do transversal z, isto é, o momento, em re-
lagdo ao ponto P de abscissa x, de todas as for¢as que atuam na parte
AP da viga.

1780. Uma viga horizontal de comprimento  estd em equilibrio
sob a acdo das reagGes de seus apoios 4 e B e de uma carga dividida
ao longo da mesma com uma intensidade ¢ = kx, onde x é a distan-
cia até o apoio esquerdo e %k um coeficiente constante. Achar o mo-
mento de flexdo M, na se¢do x.

Observagdo. Dd-se o nome de intensidade de distribuigio da carga a carga
(forga) levada & unidade de comprimento.

1781*, Achar a quantidade de calor que desprende uma corrente
alternada sinusoidal

2
I=Iﬂsen[—;t— cp]

durante o perfodo 7 em um condutor de resisténcia R. Aqui I, ¢
a amplitude da corrente: ¢, o tempo; p, a fase.

Capitulo VI
FUNCOES DE DIVERSAS
VARIAVEIS

§ 1. Nogoes fundamentais

1°. Nogdo de fungdo de diversas variaveis. Designagdio das funcdes. Uma gran-
deza variavel z se denomina fungdo uniforme de duas varidveis ¥ e ¥, se a cada
conjunto de valores destas (#, y) do campo dado, corresponde um wvalor dnico e
determinado de z. As varidveis ¥ e y se chamam argumenios ou vavidveis indepen -
deniss. A dependéncia funcional € assim representada

2 = f(», ¥), ou £ = F(x, %), etc.

As fun¢oes de trés ou mais argumentos se definem de maneira andaloga.

_Exemplo 1. Expressar o volume ¥ do cone em fungio de sua geratriz x e do
raio da base v.

Solugdo. Da geometria sabemos que o volume do cone €

V = l;r:yz.k,
3

onde % € a altura do cone. Mas & = }a? — 3% Portanto,

s mty® Vad — 3.

o |

Esta €, precisamente, a dependéncia funcional procurada.

O wvalor da fungdo z = f(», ») no ponto P(a, b), isto €, quando x =a e y = b»
se designa por f(a, b) ou f(P). A representacio geométrica da fungio z = f(x, v)
?m um sistema de coordenadas cartesianas X, ¥, Z €, em geral, uma superficie qualquer
fig. 63).

Exemplo 2. Achar f(2, —3) e f[ 1, 1), se
x

%2 4 'z
fr, ) = 2L
2zy
Solugdo. Fazendo » = 2 e ¥ = — 3, achamos:
22 4 (—3)2 13
fi2, =3) = (S ey

LT A Y
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Fazendo » = 1 e substituindo y por 2., teremos:

x

yz
i s
f(l yJ= +{*) G o o

2-1[2’. 22y
1

7 z=fz,y)
¥

5}
|
1z

0 |
I i X
S Pzy) /

X

2% Campo de existéncia da fungdo. Por campo de existéncia (de determinacio)
da fungdo z = f(x, 9) se entende o conjunto de pontos (x, y) do plano X0V, que
determinam a fungio dada (isto €, para os quais a func¢do toma valores reais determi-
nados). Nos casos mais elementares, o campo de existéncia da fungdo representa uma
parte finita ou infinita do plano coordenado XO0Y, limitada por uma ou varias
curvas (o limite do campo).

Do mesmo modo, para as fungdes de trés varidveis u = f(x. ¥, z), o campo de
existéncia da fun¢do € um corpo qualquer no espago OXYZ,

Exemplo 3. Achar o campo de existéncia da fungdo

1
=
V.i — 2% _ g2

Solugdo. Esta fungfo tem valores reais, quando 4 — % — 92 > 0 ou 42 4 32 < 4.
As coordenadas dos pontos situados dentro de uma circunferéncia de raio 2 com o
centro na origem das coordenadas satisfazem esta tiltima designaldade. O campo de
existéncia desta funcdo €, pois, o interior deste circulo (fig. 64).

Exemplo 4. Achar o campo de existéncia da fungdo

x ullis
z =arcsen — 4 Jay.
2

Solugdo. O primeiro termo da fungdo fica determinado para — 1 < i < 1, ou

—2 < # < 2. O segundo termo tem valores reais quando xy = 0, isto ¢, nos casos:

x20, X,
quando {

oun quando
y = 0’ 4 { Yy = 0.
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O campo de existéncia de toda a fungdo estd representado na fig. 65 e compreende
ca

g, Y . '
¥R Ilzim"ltiﬁing:sc:?l?perficies de nivel das fungdes. Chama-se linkha de nivel de uma

i j funcio
3 = , a linha f(x, = C do plano XOY, em cujos pontos a
iui:f:oufn n{;(:ﬁlgr )V:.Ior z afC (ge,ra.lmcnte assinalada como anotag¢do no desenho)
0

¥ YA

-~

)

FIG. 65 FIG. 66

1 a & tos uw = f(x, y, ¥)
Chama-se superficie de nivel de uma fungio d_e trés argumen ¥,
a superficie f(x, j}? z) = C, em cujos pontos a fum;ao_toma. um; valor constante x = C.
Exemplo 5. Construir as linhas de nivel da fungdo z = 2%y.

C
Solug@io. A equagiio das linhas de nivel tem a forma 2%y = Cou y = 71- . Fazendo

C =0, + 1, 4+ 2, .., obtemos a familia de linhas de nivel (fig. 66).

1782. Expressar o volume V' de uma piré.nllide qluadranguiar regu-
lar em fungdo de sua altura x e de sua aresta lateral y.

1783. ngpressar a 4rea S da superficie lateral de um tronco de
pirdmide hexagonal regular em funcdo dos lados x e y das bases, e
da altura z. -

1781 Achar f(% 3],f(1. —1), se

)=yt
1

j5e flx, ) =
flx,»)

1785. Achar f(y, x), f(—x, —3), f(%, %_].

2% — 42

]

2xy 5
1786. Achar os valores que toma a fungio

B £35% 0 Bl B pik Lo il
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nos pontos da pardbola y = x2 e construir o gréfico da funcio
F(x) = f(x, x2).
1787. Achar o valor da fungido
oAt 2222 4 ga

I — 22— 42

nos pontos da circunferéncia x? + y2 — R2
1788*. Determinar f(x), se

f[_y_] = _I/‘”___f_;'y " (xy > 0).

x

1789**. Achar f(x, y), se
S+, x—y) = xy + 32

1790*. Seja z =}y + f(x — 1). Determinar as fungdes f e z, se
Z = x, quando y = 1.

1791**, Seja z=xf[—¥—]— Determinar as fungses S e z se
X
z = |1+ 3% quando x = 1.

1792. Achar e representar os campos de existéncia das seguintes
fungdes:

a) z = J1—a2—y2; b) z=1+}—(x =y
€) z=1In (x + y); d) z=x + arccos y.;
e) z=J1—22+ )T 5% z = arcsen 2,

x

g) z=Va*— 44 a5z
h) z = V(x* + y* — a%) (2az — 27 — 33) (@ >0);
i) z= |ysen x: J) z=1In (22 + y);

1) z= arctg- 2= _. = ! .

) & m) z pramprat
1

n) z = — 0)2='——1—+-1—;

Vy —¥= F—1 y

p) z = Vsen (& 7 39,
- 1793. Achar os campos de existéncia das seguintes fungdes de
trés argumentos:

a) u=Jx+ |y +Vz; b) u =In (xyz);

€) % = arcsen x - arcsen Y + arcsen z;

d) u=V1—x2——y3-—-zz.
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1794. Construir as linhas de nivel das fun¢des dadas e verificar
o carater das superficies representadas por estas funcdes:

a)z=x+Yy; b) z = x% 4 »2; c) z= a% — y2-

dz=Vzy; @ z=(+xty%  fz=1—|z]—|y|
Lk =X, i) 2= 2 __.

g)z=—3; W v ! 4 2

1795. Achar as linhas de nivel das seguintes fungges:

a) s=In(*+3);  bjz=arsenxy; o z =V FF3;

e)z=f[1}.

d) z=fy — ax); =
1796. Achar as superficies de nivel das fungdes de trés varidveis
independentes:

a) u=x+y+z b)u=2x24+9y24+2% c) u=2x24y2_ ;2

§ 2. Continuidade

1°. Limite de uma fungdo. O nimero 4 recebe o nome de limile da Sungdo z =
= f(#, ) quando o ponto P’(x, y) tende ao ponto P(a, b), se para qualquer ¢ > 0
cxiste um & > 0 tal, que quando 0 < p < § onde p = V(¥ — a)? + (y — b)? & a dis-
tancia entre os pontos P e P’, se verifica a desigualdade

| flx, ) — A | < e.

Neste caso, escrevemos:
lim f(x, y) = A.
x-»a
y-+b
2°. Continuidade e pontos de descontinuidade. A fungdo z = f(¥, y) recebe o
nome de continua no ponto P(a, b), se

lim f(x, y) = f(a, b).
b

A fungdo que € continua em todos os pontos de um campo determinado se chama

nua neste campo.

As condi¢des de continuidade de uma fun¢io f(x, ¥) podem ndo ser vilidas
em pontos isolados (pontos isolados de descontinuidade), ou em pontos que formem uma
ou varias linhas (linhas de descontinuidade) e, as vezes, figuras geométricas mais com -

plicadas.
Exemplo 1. Achar os pontos de descontinuidade da fungio
xy + 1
- ;Tj
Soluglio. A fungio perde seu sentido se o denominador torna-se igual a zero.

Porém, #2 — 5 = 0, ou seja, y = #* ¢ a equagdo da parabola. Portanto, a fungdo
tem uma linha de descontinuidade: a pardbola y = 22
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1797*. Achar os limites das fungdes:

. . 1 . x . sen x
a) lim (%% + y?) sen — ; b) lim ———ty—; c) lim £
x50 xy > 2% 4yt 20 &
y-» 0 Y+ 0 y»2
. ¥ \* . . 2t — 3yt
d) lim [1 + _) : e) lim : f) lim .
X0 x 0 x4 ¥y z+0 %2 -t yz
y+k y-+0 y-+0

1798. Verificar se a fun¢io & continua

f(x -) — Vr‘:?"_w_yE, quando sz + y2 < 1'
» Y 0 ,» quando %+ y2> 1.

1799. Achar os pontos de descontinuidade das seguintes fungdes:

a)z:anxz+y2; b)z:—_l__;
(¥ — 32
1 1
(‘}z-—*sz—’—_-—F, d)z-_cos:y..

1800*. Demonstrar que a func¢do

—-—é:y—., quando x% + y% =0,
z2={ #+y

0 , quando x = y = 0.

¢ continua em relagdo a cada uma das varidveis x e Yy em separado,

porém nao é continua no ponto (0, 0) em relagdo ao conjunto destas
variaveis.

§ 3. Derivadas parciais

1°. Definiglo de derivadas parciais. Se z = f(x, y), supondo, por exemplo, y
constante, obteremos a derivada
oz fx + Ax, y) — f(x, )

— = lim = fa(x, ¥),
o A Ax Sfa(x. ¥)

que recebe o nome de derivada parcial da funglio z em relagdo & varidvel . Da mesma
forma se define e se designa a derivada parcial da fungdo : em relagio & varidvel y.

E evidente que para achar as derivadas parciais podem utilizar-se as férmulas ordi-
nirias de derivagdo.

Exemplo 1. Achar as derivadas parciais da fungio

zzlntgf_.

¥
Solugdo. Considerando y grandeza constante, teremos
9z r 1 1 2
ox ¥ - 2x
tg — cos? — ¥ sen —
y
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Por analogia, considerando ¥ como constante, teremos:
dz 1 1 x ] = 2x

tg 2 ot X »? sen 2
y
Exemplo 2. Achar as derivadas parciais da fungdo de trés argumentos
w = a3y + 2x — 3y 4+ z 4+ 5.
Solugdo.
ou
ox
du
2
ou
k3
2°, Teorema de Euler. A fungdo f(», y) se chama fungdo homogénca de grau n
se para qualquer fator real & se verifica a igualdade
flkz, ky) = R (x, ¥).
Uma fungfio racional inteira serd homogénea se todos os termos da mesma sdo do

mﬁm::‘ia fungdo homogénea de grau n sempre se verifica a igualdade (feorema

de Euler)

I

3x2y%z 4 2,

2x3%yz — 3,

= 2y 4 L

oz ¥) + ¥fy(x, 3) = af(x, ¥).

Achar as derivadas parciais das fungdes:
1801. z = % 4 y* — 3axy.

1802, z = ——2X. 1803. z = 2.

x+y .
1804. z = |/ x* — y2 1805. z = s
1806. z = In (x + V2 + »?). 1807. z = arctg % .

ﬂﬂ-?:—
1808. z = x". 1809. z = ¢ *
_1:,,_ 2 x+a

1810. z = arcsen V:’+:‘- 1811. z = In sen-—l_}_ .
1812. u = (xy)~ 1813. u = 2.

1814. Achar f;(2; 1) e f,(2; 1), se f(x, y) = v-‘f}' + i :
1815. Achar fi(1; 2; 0), fi(1; 2;0), f/(1;2;0), se
flx, v, z) = In(xy + 2).

Comprovar o teorema de Euler sobre as fungoes homogéneas
(Nos. 1816—1819).
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1816. f(x, y) = Ax*+ 2Bxy + Cy2 1817. z = —* .
xt 4 g2
1818. f(x, y) = 22 _. 19. —=1In2.
S(x, ) Vot 1819. f(x, y) = In >
1820. Achar Fa' [l] onde r = |/ 2% + y%  z2.
x ¥

| ox o

or dp
1821. Calcular , € X =7C0SQ e y = rseng.

3 2y

dr dop

1822. Demonstrar que x o= + yE = 2, se
ox ady

z=1In (22 4 xy + »2).

1823. Demonstrar que x :—z + y:_z = xy + 2z, se
x 'y

-

z2=xy 4+ xe".

1824. Demonstrar que ? g fuy O
x

=0, se
ay dz

w=(x—y)(y - 2) (z — x).

1825. Demonstrar que L. - o +- ki f 1, se
dx dy dz

¥ —
w=zx4 —2.

y—=
1826. Achar z = z(x, y), se
%5 __x |
ay T + ¥

1827. Achar z = z(x, y), sabendo que

E". At

ax

1828. Pelo ponto M(1; 2; 6) da superficie z = 2x% 4 y? pas-

saram planos paralelos aos planos de coordenadas X0Z e YOZ. Deter-

minar que angulos formam com os eixos das coordenadas as tangentes
as segdes, assim obtidas, em seu ponto comum M.

1829. A érea de um trapézio de bases @, b e de altura 4 €& igual

1 s . -
a S= —(a-+ b)h. Achar ==, as ;= e, utilizando o desenho, escla-
. 2 da ab ok

recer seu sentido geométrico.

e z(x, y) = sen y, quando x = 1.
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1830*. Demonstrar que a funcio

2
foe )= Ta :yy. ,» se x% 4 y2 £ 0,
0, se x =1y =0,

tem derivadas parciais f/(x, y) e f,(x, y) no ponto (0; 0), apesar
de ser descontinua neste ponto. Representar geometricamente esta
fungdo nas proximidades do ponto (0; 0).

- § 4. Diferencial total da fungdo

1°. Acréscimo total de uma fungdo. Chama-se acréscimo fotal da fungdo z = f(x, y)
4 diferenga
Az = Af(x. 3) = f(x + Ax, ¥y + Ay) — f(#, ¥).
2°. Diferencial total de uma fungdo, Recebe o nome de diferencial total (ou exata)

de uma fungdo z = f(», y) no ponto (xy) a parte principal do acréscimo total Az,
quando Ax — 0 e Ay — 0, linear em relagdo aos acréscimos dos argumentos Ax e Ay.
A diferenga entre o acréscimo total e a diferencial total da fung¢io é um infini-
tésimo de ordem superior » p = VAx® + A2
A fungdo tem, indubitavelmente, diferencial total, quando suas diferenciais
parciais sdo continuas. Se a fungio tem diferencial total, chama-se diferencidvel.
As diferenciais das varidveis independentes, por definigdo, coincidem com seus acrés-
cimos, isto €, dx = Ax e dy = Ay. A diferencial total da fungdo z = f(x, y) ¢ calculada
pela férmula:
a
dz= 2 an i % 4,
dx dy
" Por analogia, a diferencial total de uma fungdo de trés argumentos wu = f(x, y. 2) é
calculada pela férmula
d
au=2% a4 % 4y 4 % 4
ox ay az
Exemplo 1. Achar para a fungio
Slx y) = 2% + xy — 5%
0 acréscimo total e a diferencial total.
Solugdo. f(x + Ax, y + Ay) = (v + AN + (v + A2) (¥ + Ay) — (¥ + Ay)*;

Af(x, y) =[x + Ax)® + (v + Ax) (y + Ay) — (¥ + AY)Y) — (22 + zy — »?) =
=2r-Ar+ Ax* + 2 Ay + vy -Ax + Ax- Ay — 2y - Ay — Ayt =
(2% + y) Ax + (¥ — 2y) Ay] + (A2 + Ax - Ay — AyY).

Assim, a expressdo df = (2% + y) Ax + (¥ — 2y) Ay é a diferencial total, enquanto
- que (Ax® + Ax - Ay — Ay?) é um infinitésimo de ordem superior em comparagdo
com o infinitésimo p = VAs® + Ayt

Exemplo 2. Achar a diferencial total da fungio

z= Vat ¥ i

- 13—35

fy
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3:___ z . ﬁ_ bd )
ax_lfx’+y" ay Va2 4+ 4

x

a5 + —2——dy =
Vat + 5% Vat + 52 Vat 4+ 52
3°. Aplicagio da diferencial total da func¢fio nos cdlculos apro:dmat_lo;s. Quando
|Ax| e | Ay | sdo suficientemente pequenos e, portanto, é também suficientemente

pequeno p = YAx® + Ay?, para a fungio diferencidvel s = f(x,y) no ponto (x, y)
se verifica a igualdade aproximada Ar & dz, isto €,

2.
Az xa—’ Ax + — Ay.
ox ay
Exemplo 3. A altura de um cone é H = 30 c¢cm, o raio de sua base ‘R = 10 cm.
Como variard o volume deste cone se H aumentar em 3 mm e R diminuirem 1 mm?

Solugio. O volume do cone é V = L nR!H. Substituimos a variagio do volume
3
aproximadamente pela diferencial

AV dV = L x(2RH dR + RH) =
3 :

=L (—2.10-30-0,14 100-0,3) = — 10% & —31.4cms.
3

Exemplo 4. Calcular aproximadamente 1,023.01,

Solugfio. Examinemos a fun¢fio r = »¥. O nimero procurado pode ser conside-
rado como o valor acrescentado desta fungfio quando » = 1, y = 3, Ax = 0,02,
Ay = 0,01. O valor inicial da fungio é z = 13 = 1,

Ar R dr = ys¥'Ax + ¥ InzAy = 3-1-0,02 4+ 1-In1-0,01 = 0,06.
Portanto, 1,023:°1 x 1 + 0,06 = 1,06.

1831. Achar para a fungdo f(x, y) = 22y o acréscimo total e a

diferencial total no ponto (1; 2); compari-las entre si, se:
a) Ax=1, Ay=2; b) Ax=10,1; Ay =0,2.

1832. Demonstrar que para as fungdes u« e v de vdrias (por
exemplo, de duas) varidveis sio validas as regras ordindrias de deri-
vagio:

a) du+v) =du+ dv; b) duv) =vdu + udy;
) “) vdu — udy .
©) 4 [7] T
Achar as diferenciais totais das seguintes fungdes:
1833. z = a4 y® — 3ay. 1834. z = x4,

1835. z=:::;:- 1836. z = sen? x + cos? y.
1838. z = In (x2 + 2.

1837. z = ya'.
1839. f(x, y) = In [1 + -:-'} 1840. z = arctg 2 + arctgf~
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1842 Achar df(1; 1), se f(x, y) = =

1844. u= )P F T2
1846. u = arctg 2.
3’

1843, u = xyz.
1845. u = [xy + —;-)‘

.:.1847. Achar df(3; 4; 5), se f(x, ¥, z) = —o—_.
S35 43 9), se fim 3, 2) = s
'\ '1848. Um_dos lados de um retingulo é @ = 10 cm, o outro,
b ==24 cm. Como variard a diagonal / deste retdngulo, se o lado a
aumentar em 4 mm e o lado b diminuir em ! mm? Achar a
i/ /grandeza aproximada da variagdo e compari-la com a exata.
- 1849. Uma caixa fechada com dimensdes exteriores de 10 cm, 8 cm
€6 cm éfeita de madeira compensada de 2 mm de espessura. Deter-
- minar o volume aproximado do material gasto para se fazer a caixa.
| 1850*. O angulo central de um setor circular é igual a 80° e
~deve-se diminuf-lo em 1°. Em quanto se tem de alongar o raio do
i sétor para que sua drea ndo varie, se seu comprimento inicial era
gual a 20 cm?
- 1851, Calcular aproximadamente:
Jiia) (1,02)3-(0,97)2; b) J(4,05) + (2,93)%;
| €)'sen 32°-cos59° (a0 converter os graus em radianos e ao
- calcular o seno 60°, tomar somente trés cifras decimais; a Gltima
cifra deve ser arredondada).
1852. Demonstrar que o erro relativo de um produto é aproxi-
madamente igual A soma dos erros relativos dos fatores.
1853, Ao medir-se na terra o tridngulo A4 BC, obteve-se: lado
@= 100 m+ 2 m,lado b=200 m+3 m e o dngulo C = 60° +
& 1°. Com que grau de exatiddo pode-se calcular o lado ¢?
1854. O perfodo T de oscilagio do péndulo se calcula pela férmula

T=2r i ’

A g
onde / é o comprimento do péndulo e g, a aceleragdo da gravidade.
Achar o erro que se comete ao determinar 7T, como resultado dos
P€quenos erros Al = « e Ag = B, cometidos ao medir-se / e g.

(1855. A distancia entre os pontos PP(x,; ¥,) e P(x; y) é igual
@ p e o angulo formado pelo vetor P,P com o eixo OX € igual a
¢-;-;_'.Em quanto variard o 4ngulo «, se o ponto P toma a posi¢io
P i(x + dx, y + dy), enquanto que o ponto P, continua invaridvel?

13+
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§ 5. Derivagdo de fungdes compostas

1°. Caso de uma sé varidvel independente. Se ¢ = f(¥», ¥) € uma fungdo difercn-
cidvel dos argumentos x e y, que sdo, por sua vez, fungdes diferencidveis de uma
variavel independente ¢:
=9, ¥y= 4,
a derivada da fungio composta z = f[@(f), $(¢)] pode ser calculada pela férmula:
dz _ 9z dx oz dy

hanee ™ el 1
dt  ox dt @ dy adt (h

No caso particular em que f coincide com um dos argumentos, por exemplo
com x, a derivada “total’ da fungio =z em relagio a x, serd:

dr 0 9z dy 5
dx dy dx @

dr
Exemplo 1. Achar e » se

r=¢"1" onde ¥ =cost, y = 12
Solugdo. Pela férmula (1), teremos
dz

Frikes 52, 3(— sen o) + &2 2=
£

= 2 (4 3sent) = ® 2 (44 3seny).
: g ’ dz
Exemplo 2. Achar a derivada parcial ! e a derivada total 1571 ' se
x x
z = ¢, onde y = @(x).

Solugdo. %{- = ye™. Baseando-se na férmula (2), teremos:
x

E = ye™V 4 xe®Vgp’(x).
dx

2°. Caso de diversas varidveis independentes. Se z € uma fung¢io composta de
diversas varidveis independentes, por exemplo, z = f(x, ¥), onde ¥ = p(u,v) e ¥y =
= Y(u,v)(u e v sdo varidveis independentes; f, p e  sdo fun¢des diferenciaveis),
as derivadas parciais de z em relagiio a » e v sio expressas da seguinte maneira:

a _ 2 ox

du dx Ou ou

2z 3
+= = 3)
ay
az az 0 dz @
.__.—__x+_z et (4)
dv dx dv dy dv

Em todos os casos examinados € vilida a férmula
ox ay

( propriedade de invaridncia da diferencial fotal.)
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Exgmplﬂ 3. Achar E e 3 s Se
du dv

2= f(x,5), onde ¥ = wv, y =

¢ |2

Solugfio. Aplicando as férmulas (3) e (4), teremos:

9z I . 1
— = fazlx, ¥) v+ filz, ¥) —
du v
e
oz % il Cu
E = fa(x, y)“"’"'fs(xr ¥) tl_' 5
Exemplo 4. Demonstrar que a fungfio z = g(2* + »?) (p € diferencidvel) satisfaz
dar 8z
aequagio y — — s — = 0.
ox oy

Solugdo. A fungio ¢ depende de » e ¥ através do argumento intermédio #? 4
+ 3 =, por isso

—_—=— — =g’(a* + 2z
ax dt odx of "
e
ar dz ot
iy e SRR VR T P
& e e'(x*+ %) 2y
Colocando no primeiro membro da equagdio as derivadas parciais, teremos:
az a
Y o —x = yp(at 4 yY) 25 — aqU(a® + 3%) 2y =
ox ay

= 2xyp’(s* + y%) — 22y9'(2* + 3% =00,
isto €, a fungdo r satisfaz a equagio dada.

Nos exemplos de diferenciagio formal deste capftulo sem anotagdes
especiais supde-se que estdo aseguradas as condi¢des de regularidade
para as fungdes examinadas.

1856. Achar = , se
dt
z=2>,onde x=2¢, y=Int.
2
1857. Achar o L 8e
dt
% —In sen—-l/—':, onde x = 32, y = | + 1.
¥y
1858. Achar % , Se

%= xyz, onde x =124+ 1, y=1In¢; z = tgt.

1859. Achar &, se
dt

z

Y$ = —

Vad + 57

,onde x = Rcos#, y= Rsent, z= H.
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1860. Achar % , se

dx
z = uY, onde % — sen x, ¥ = COS x.
2. d.
1861. Achar = e 22 | se
dx dz

z=arctg L e y = x2
x

1862. Achar 2 e an . 5a

dx dx

z= ", onde y = p(x).

1863. Achar = e 2, , se

dx ay

z = f(u, v), onde u = x2 — 3% v = %,

1864. Achar 22 ¢ 22 e

Jue v

&
z=arctg —, onde x = % sen v, y = % CoOs 7.
¢

1865, Achar 2t Aentis
ox oy

z = f(u), onde u = xy + il
x

1866. Demonstrar que se
# = O(x* 4 y2 + 22,

onde x = Rcosgcosy, y = Rcosqsent, z= R sen p,
entao

et L G0 0.
op oy
1867. Achar 2%, se
dx
u=f(x, 5, 2),
onde y = o(x), z + {(x, y).
1868. Demonstrar que se
2= f(x + ay),
onde f é uma funcdo diferenciavel, entao,
(@t Ik dE
ay T

1869. Demonstrar que a fungdo
w = flu, v),
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onde # = x + af, v = v -} bi, satisfaz a equacio

) o
E‘_ aaiv._f_b_g.

ct = ax oy
1870. Demonstrar que a funcdo
z = yp(x* — ¥?
satisfaz a equagdo
8. it e

x Ox y dy I ¥
1871. Demonstrar que a fungao

z= xy + x9 [—E]

z
2

satisfaz a equacdo
z o et y-ai = xy + z.
dx dy

1872. Demonstrar que a funcgio

z=¢"p [ yeT"}
satisfaz a equagdo

(22 — %% % - xyz—; — L i

1873. Um lado de um retdngulo x = 20 m aumenta com uma
velocidade de 5 m/s, o outro lado y = 30 m diminue com uma
velocidade de 4 m/s. Com que velocidade variardo o perimetro e a
drea deste retingulo?

1874. As equagdes do movimento de um ponto material sdo

x=1t y=1 =1,

. Com que velocidade aumentard a distincia deste ponto até a
origem das coordenadas?

1875. Dois barcos que sairam ao mesmo tempo do ponto A
Vd0, um rumo ao norte e o outro rumo ao nordeste. As velocidades
respectivas dos barcos sio: 20 km/h e 40 km/h. Com que velocidade
aumenta a distincia entre eles?

§ 6. Derivada em uma diregdo dada e gradiente da funcao

I*. Derivada de uma fung@o em uma diregiio dada. Déd-se 0 nome de derivada de
—
Uma funcdo z — f(x, y) no ponto P em uma divegio dada = PP, 4 expressdo

22 _ L SP)—A(P)

*  ppso PP
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onde f(FP) e f(P,) sdo os valores da fun¢io nos pontos P e P,. Se a fun¢do é dife-
rencidvel, entfo é vdlida a férmula

a a

_f_:-a—:cosu-}-a—zsenu, (1)

onde z € o dngulo formado pelo vetor / com o eixo OX (fig. 67).

v P (xsi)

FIG. 67

Por analogia se determina a derivada em uma diregio dada 7/ para uma func¢io
de trés argumentos u = f(#, y, z). Neste caso

u  ou du au
—=-——Cc0s &+ —cosf 4+ —cos Y, =
% o < e sl ok @

onde «, B, vy s3o os Angulos entre a diregdo / e 0s eixos correspondentes das coorde-
nadas. A derivada em uma diregio dada caracteriza a velocidade com que varia a
fungdo nesta dire¢do.

Exemplo 1. Achar a derivada da fungdo r = 2s* — 33* no ponto P(1; 0), na
dire¢do que forma com o eixo OX um 4Angulo de 120°

Solugdio. Achamos as derivadas parciais da fungfio dada e seus valores no ponto P:

a_x=1x; [a_l = 4;
ax dx |p

a_'=_6y; (a_z] =0
dy ay Jp

Sendo
cos ¢ = ¢os 120° = — l,
2
'~
sen o — sen 120° = ]/: -
Aplicando a férmula (1), teremos:
8z 1 V3
— — o 2
al "[ z] D8 :

O sinal negativo indica que a fun¢do neste ponto e na diregdo dada, decresce.
2°. Gradiente de uma fung¢do. Chama-se gradiente de uma fungio derivada 7 =

= f(x, ¥) no ponto (#, ¥), um vetor. cujas proje¢des sobre os eixos das coordenadas,
sdio as correspondentes derivadas parciais desta funcio:

gad z = 244 2 5 3
dx ay
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A derivada da fungdo dada na diregio L estd relacionada com o gradiente da mesma.

seguinte férmula:

G az

— =derlgradz,

al
jsto €, a derivada nesta direcdo é igual & proje¢do do gradiente da fungdo sobre a
direg&to em que se deriva. O gradiente da fungdo em cada ponto, onde este diferencia-se
do zero, tem a direcio da normal & correspondente linha de nivel da funcgio. A diregdo
do gradiente da fung¢do em um ponto dado € a diregio da velocidade maxima de cres-

)
cimento da fungdo neste ponto, isto é, quando [ = grad 7 a derivada % toma seu

ar \* dar )2
V)
ox ay
Por analogia se determina o gradiente de uma fungio de trés varidveis u = f(x, y, 2):
o ou du
gad 4= — i+ —j+ — (4)
dx dy i 0z
O gradiente de uma fungio de trés varidveis em cada ponto, onde este diferencia-se do-
zero, tem a dire¢io da normal 2 superficie de nfvel que passa por este ponto.
Exemplo 2. Achar e construir o gradiente da funglo z = x*y no ponto P(I;1).
Solugio. Calculamos as derivadas parciais e seus valores no ponto P:
o9z az ]
— =2xy; —-— = 2;
o5 ax Jp

ay dy Jp

yalor maximo, igual a

g

FIG. 68

1876. Achar a derivada da fungdo z = x* — xy -- 2 y* no ponto
P(1; 2) na direcio que forma com o eixo OX um 4ngulo de 60°.

1877. Achar a derivada da fungdo z = x® — 22%y 4+ xy*+ 1 no
ponto M(1; 2) na diregdo que vai deste ao ponto N(4; 6).

1878. Achar a derivada da fungio z = In}/#* 4 y* no ponto
P(1; 1) na direcio da bissetriz do primeiro 4ngulo coordenado.

1879. Achar a derivada da fungio % = x* — 3yz + 5 no ponto
M(1; 2; —1) na diregdo que forma angulos iguais com todos os eixos
das coordenadas.

1880. Achar a derivada da fungdo u = xy + yz + zx no ponto
M(2; 1; 3) na direcdo que vai deste ao ponto N(5; 5; 15).
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1881.. Achar a derivada da fun¢do # = In (e + ¥ + €°) no ini-
cio das coordenadas, na dire¢io que forma com os eixos das coorde-
nadas OX, OY e OZ os 4ngulos «, B e Y, respectivamente,

1882. O ponto em que a derivada de uma funcdo, em qualquer
direcdo, € igual a zero, se chama ponto estaciondrio desta fungio.
Achar os pontos estaciondrios das seguintes funcdes:

a) z= x>+ xy + y* — 4x — 2y;

b) z= % + 13 — 3xy;

c) 4=2y+ 22 — xy — yz 4 22x.

1883. Demonstrar que a derivada da fungio z = l} » tomada em
qualquer ponto da elipse 2x% 4 y2 = C? ao longo da normal mesma,
é igual a zero.

1884. Achar o grad z no ponto (2; 1), se

2= 2%+ y3 — 3xy.
1885. Achar o grad z no ponto (5; 3), se
z =[xz =32
1886. Achar o grad « no ponto (1; 2; 3), se u — xyz.

1887. Achar a grandeza e a dire¢io do grad % no ponto (2;
—2; 1), se

n = x% 4 y2 4 22
1888. Achar o ingulo entre os gradientes da fungdo z = In £ nos
x

pontos A (—;-, %] e B(1; 1).

1889. Achar a grandeza da elevagio maxima da superficie

z = x% 4 4y?

no ponto (2; I; 8).

1890. Construir o campo vetorial do gradiente das seguintes fungdes:

a) z=x+y;. b)z=ay; c) z = x2 + y2;

1
T e

§ 7. Derivadas e diferenciais de ordens superiores

1°. Derivadas parciais de ordens superiores. Chamam-se derivadas parciais de

segunda ordem de uma fungio z = f(x, ¥)) is derivadas parciais de suas derivadas
parciais de primeira ordem.

Para designar as derivadas de segunda ordem se empregam as seguintes anotagdes

d [a: a2z ., )

o ;)—a?—-fu(r» ¥

d 2 at

- (—:] == =[x, ¥). etc.
oy \ dax ) dxdy
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Por analogia se determinam e se designam as derivadas parciais de ordem supe-
: segunda. )
Eor ‘,S‘o agu derivadas parciais a serem calculadas s3o continuas, o resultado da deri-
vagdo multipla ndo depende da ordem desta derivagdo.
Exemplo 1. Achar as derivadas parciais de segunda ordem da fungdo

x
z = arctg — -

Solugfio. Achamos inicialmente as deriva.dyas de primeira ordem:
S __ ' _1__ ¥ |
4 1+ a4 4y
yt
éz 1 Y _ x
R ) e
yl
Tornamos a derivar:
ﬁ’. — i ( ¥y ] - 2xy ,
dx? ax 22 + y: (x! -+ yS)l
9z 9 x _ 2xy
oy oy ( T ]_(x’+y‘)’ '
*r 2 y _ () —2y-y  a?—
axdy oy ( gyt ] T @ (@

Verificamos de que a chamada derivada parcial “mista” pode ser encontrada
de outra maneira, ou seja:

i #z a x ]_ L(#? + ) —2x-x 2% — 32
xdy dydx  ox 2T oyt (2 + %2 (#® + %)%
2°. Diferenciais de ordens superiores. Recebe o nome de diferencial de segunda

ordem de uma fungdo z = f(x, ) a diferencial da diferencial de p_urirneira. ordem desta
fungio quando as varidveis independentes tém os incrementos fixos:

d* = d(dz).

Por analogia, se determinam as diferenciais da fungio z de ordem superior A
segunda, por g¢xemplo

d%z = d(d*:)
e, em geral,
dhz = d(d*2) (n = 2, 3, ...).

Se z = f(x, y), onde x ¢ y sdo varidveis independentes e a fungdo ftem derivadas
parciais continuas de segundo grau, a diferencial de 2a. ordem da fungdo z é calculada
pela férmula

&2z

2 F:1
d'z=f—"dx=+z drdy + 22 dyr. (1
8x2 oy?

dxoy

Em geral, quando existem as derivadas continuas correspondentes, ¢ vailida a formula
simbélica
ox

drz = [dxi + dy j—]“ z,
ay

Que, formalmente, se desenvolve ssgundo a lei binomial.
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Se z = f(x, y), onde os argumentos » e y sdo, por sua vez, fun¢gdes de uma ou
mais varidveis independentes, teremos

2
d%z = ixdx’+2__a_z_dxdy -+
23 dxdy

% ar az
ayt 4+ — d% + — d¥y. 2
a’}' 4 ox dy 4 (2)

Se x e y sio varidveis independentes, entdo d%x — 0, d'y = 0e a férmula (2) torna-se
equivalente a férmula (1).

Exemplo 2. Achar as diferenciais totais de la. e 2a. ordem de fungio
&= 227 — Jxy — 42
Solugdio. 7° método. Temos
oz ar

—_— = Ay — Sy, — = — 3Jx—2y.
ox oy ’
Por isso,
az or
dz: = — dx + — dy = (45 — 3y) dx — (3x + 2y) dy.
dx dy
A seguir
2 2
3:':‘!. 6:2_3' P2z MR
42 dx0y ay*

donde se deduz, que

Biie S5 o p g O it LI 6dx dy — 2dy".
ox? oxdy ay*

2° método. Diferenciando, achamos:
d: = 4x dx — 3(y dx + xdy) — 2y dy = (4 — 3y) dx — (3x + 2v) dy.
Voltando a diferenciar e lembrando-se que dx e dy ndo dependem de ¥ e y, obtemos:
d*z = (4dx — 3dy) dx — (3dx + 2dy) dy = 4dx* — 6dx dy — 2dy2.

1891. Achar 22, iy o » S€
ax*  dady oyt

il 3y
Koo Yok o 20

2
1892. Achar 2=, % s 3 , se
923  Dxdy éyt

z=1In (22 + y).

1893. Achar -2 g
Ox0y

1894. Achar -22 i
) dxdy
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1895. Achar % se

AP - o e e
1896. Achar todas as derivadas parciais de 2a. ordem da fungio
u = xy -+ ¥z + zx.

1897. Achar Py se
u = xRz
1898. Achar e , se
dxdy?

z = sen (xy).

1899. Achar £..(0, 0), f(0, 0), £ (0, 0), se
Sz 3) =1+ 271+ )"

s A
_e;a;'_ dyex

*—
2 = arcsen V—-—l .
x

iz Pt
oxdy  Oyox '
=
1902*. Demonstrar que para a fungio
22— 2
2 + yl
com a condigdo complementar de f(0, 0) = 0, teremos
fa(0, 0) = —1, f(0, 0) = +1.
%z 2%z 2%
o2 A ﬁ, ay*
z = f(u, v),

ohde u = 22 + %, v = xy.
1904. Achar 2% | se
ax*

1900. Demonstrar que

se€

1901. Demonstrar que

se

Sf(x, y) = xy

1903. Achar

u=f(x ¥ 2),
onde z'= o(x, y).

0z 0%z o
A a .
1905. Achar e

z=f(n, v),
onde % = ¢(x, y) e v = ¢(x, ¥).

se
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1906. Demonstrar que a fungdo
u = arctg X
x
satisfaz a equagdo de Laplace
Pu ot
axt | 9yt
1907. Demonstrar que a fungido

1
®=1In—,
¥

onde 7=} (x — a)*+ (y — b)? satisfaz a equacio de Laplace
e 0*u
axr | gyt
1908. Demonstrar que a fungio
u(x, &) = A sen (aMt + @) sen Ax
satisfaz a equagdo das vibragdes da corda

Pu_ p P

ar® dx?
1909. Demonstrar que a fungio

_ 2t (y=y)t + (=22
4azy

1
U x’ ’ zl t =
At 2a frty ©
(%, Yo. %, @ sdo constantes) satisfaz a equagdo da condutibilidade
. du 9*u P?u *u
calorifica, — = aa(——-— e ] .
at ax? 3y | @

1910. Demonstrar que a fungio % = o(x — at) + ¢(x + at),
onde ¢ e ¢ sdo fungdes quaisquer, diferencidveis duas vezes, satis-
faz a equagdo das vibragdes da corda

— ﬂ2

P _ g P
at T 9at
1911. Demonstrar que a fungio

=) ol

o2z 0% a2
2 2 —
9% + 2zy dxdy Ty ayt 0.

1912. Demonstrar que a fungio

u=o(xy) + V¢ (2]

satisfaz a equacio

x2
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satisfaz a equacgdo
*u Pu
2 RN —0
= dx? Y dyt
1913. Demonstrar que a fungdo z = f[x + ¢(y)] satisfaz a equagdo
dr 0% _:’_3-:_ &%z .
9x oxdy  dy 0at
1914. Achar « = u(x, y), se
Pu__o.
dxdy
1915. Determinar a forma da fun¢do # = u(x, y), que satisfaz a
equagio

Pu
ox?
1916. Achar d?z, se
z = e,
1917. Achar d%u, se
u = XYz

1918. Achar d2?z, se
z = o(f), onde t = 2% + y2
1919. Achar dz e d%z, se

x
z = u", onde —, v = xy.
¥

1920. Achar d?z, se
2z = f(u, v), onde u = ax, v = by.
1921. Achar d?:, se
z = f(u, v), onde u = xe¥, v = ye*.
1922. Achar 43z, se
z = €% cos y.
1923. Achar a diferencial de 3a. ordem da fungdo
z = xC€0SYy -+ ysen x,
e determinar todas as derivadas parciais de 3a. ordem.
1924. Achar df (1, 2) e @*f(1, 2), se
flx, y) =22+ 2y +y*—4lnx — 10In y.
1925. Achar 4%*f(0, 0, 0), se
flx, y, z) = x*+ 2y% + 322 — 2xy + 42z + 2yz.
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§ 8. Integracdo de diferenciais exatas

1°. Condiglio de diferencial exata. Para que a expressio P(x, y) dx + Q(x, y) dy
em que as fungdes P(x, y) e Q(#, ¥) s3o continuas em um campo simplesmente conexo
D, juntamente com suas derivadas parciais de primeira ordem, represente, no campo
D, a diferencial exata de uma fungdo determinada u(x, ¥), é necessirio e suficiente
que se cumpra a condigdo

L LA
x dy

Exemplo 1. Certificar-se de que a expressio
(2x + y)dx + (= + 2y) dy
€ a diferencial exata de uma fungio determinada e achar esta fungdo.

Solugdo. Nestec.asoP-:21+y,Q-x+2y.Porisso—?g=a—P = | e, portanto,

ox dy
(2 + y)dx + (v + 2y)dy = du = -a—“-d.r+ﬂdy,
dx dy

onde u é a fun¢ldo procurada.
De acordo com a condigio ? = 2x + y obtemos
¥

“*S(2x+y}fix=x’+xy+q=(y)-

Mas, de outra parte, ? = x + @'(y) = x + 2y, donde 9'(y) = 2y, @(y) =2 + Ce
¥y

u =2+ xy + 32 + C.
Finalmente,
(2% + y) dx + (» + 2y) dy = d(3* + 2y + »* + C).
2°. Caso de trés varidveis. Analogamente, a expressio
P(x, y, 5) dx + Q(x, 3, 5) dy + R(x, y, 2) dz,

em que P(x, ¥, 2), Q(¥. 5. 25) e R(x, ¥, 1), junto com suas derivadas de la. ordem
sdo fung¢des continuas das varidveis », y, r, representa a diferencial exata de uma fun
¢do determinada (s, ¥, z), em um campo simplesmente conexo D do espago, quando,
e somente quando, em D é vilida a condigio

8Q _apr ar aQ oP _ oR

58—y —B—9y —=—

ax dy ay oz s dx
Exemplo 2. Certificar-se de que a expressio
(35 + 3y — 1) dx + (2 + 32) dy + (2yz + 1) dr

€ a diferencial exata de uma fungo e achar esta fungfio.
Soluglio. Temos P == 3% + 3y —1,Q = z® 4+ 3x, R = 2ys + 1. Estabelecemos que

2_9% _5 R __, P _R _,
ox dy dy oz or ox
¢, portanto,
ou o u
(3X’-+3:)'-—1}d¥+{x’+3x}dy+[2y;+l)d:-duag—dx+a—dy+3-d‘:,
x 'y z

onde % é a funglio procurada.
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Temos:

ou
U 3t 4 3y — 1,
ox 7

isto €,
u—S[Sx’+- 3y — )dx = 23 + 3xy — x + iy, 7).

De outra parte,

a_“ = Jxr 4 E?; = 3% 4 3x.
ay dy

2:?:2}!;4—1.

dz z

donde ﬁ = st g _‘?_2 = 2yr 4 1. O problema se reduz a procurar uma fungio de
dy ar

duas varidveis @(y, z), cujas derivadas parciais sdo conhecidas, tendo-se cumprida a
condi¢lio de diferencial exata.
Achamos ¢:

oy, ) = Sz'dy =y 4 40,

_33 = 2yz + $*(z) = 2yz + 1,
QZ
$7(e) = 1, P(s) = z + C,
isto &, @(y, z) = y:? 4+ z 4 C. E, finalmente, obtemos:
=21+ 3xy—x+yP+r+ C.
Depois de comprovar que as expressdes abaixo citadas sao dife-
renciais exatas de certas fungdes, achar estas fungdes:
1926. y dx + x dy. 1927. (cos x 4 3 x2y)dx + (x3 — ¥*)dy.

1928, (=20 dx tydy  ygp9 FEDY gy 23 g

(x + )? 4y &t — y
1930. L ax — X dy. 1931, ————d Y _dy.
y T e R

1932. Determinar as constantes a e b de tal forma, que a ex-

pressio
(ax + 2xy + %) dx — (2* + 22y + Bby?) dy

(X‘ + yl]l
seja a diferencial exata de uma fungio z e achar esta tltima.
Depois de certificar-se de que as expressGes abaixo citadas sio
as diferenciais exatas de certas fungdes, achar estas fungges.
1933. Qx+ v+ 2)dx+ (x+ 2y + 2)dy + (x + y + 22)dz.
1934. (3x? + 2y? 4 3z)dx + (dxy+ 2y — z) dy+ (3x — y — 2) dz.
1935. (2xyz — 3y%z + 8xy? 4 2) dx +
+ (x%z — 6xyz + 8x%y + 1) dy + (x%y — 3xy* + 3) dz.

;- 14—35
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1 z 1 x 1 ¥ .
1937. xdx +ydy + rd: .
V=2 + 3 + 2®
1938*. Siao dadas as projecdes de uma forga sobre o eixo das
coordenadas:

T (x + ¥
onde X ¢ uma grandeza constante. Qual deve ser o coeficiente i
para que a for¢a tenha potencial?
1939. Que condigdo deve satisfazer a fungio diferenciavel f(x, y)
para que a expressdo
J(x, y) (dx + dy)

seja uma diferencial exata?
1940. Achar a fungio u, se f(x) é continuaedu = f(xy) (v dx+x dy)-

y Y hx

§ 9. Derivagdo de fungdes implicitas

1°. Caso de uma varidvel independente. Se uma equagdo f(x, ¥) = 0, onde f(x. v¥)
¢ uma fungdo diferencidvel das varidveis ¥ e y, determina a y como fungdo dife
renciavel de #, entdo a derivada desta fungio dada em forma implicita, sempre quc
fy(x. ¥) # 0, pode ser encontrada pela férmula

ay _ _ fixy) | ()
dx Sylx. %)

As derivadas de ordens superiores sio encontradas por derivagio sucessiva da for
mula (1).
dy d?
Exemplo 1. Achar — e —, se
dx dx?

(#* 4 ¥ — 3(x* + ¥} + 1= 0.
Solugfio. Designando o primeiro membro desta equag3o por f(x, y), achamos as
derivadas parciais
Silx,y) = 3(x1 + ¥ 2x — 3- 2% = 6x[(x® + ¥V — 1],
Solx, y) = 3(#* + y)* -2y — 3- 2y = 6y[(s* + 1) — 1].
Donde, aplicando a férmula (1), ter mos:
dy _ fimy) _ Galat -1 x

dx Tul= ) 6y[(+* + 3 — 1] y
Para achar a segunda derivada, derivamos em relagio a x a primeira derivada por
nés encontrada, tendo-se em consideragio, ao fazé-lo, que y € fungdo de »:
: P I
o A ( )= ax ER A e
dx? dx ¥y ¥ » ¥
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2¢. Caso de diversas varjdveis independentes. Analogamente, se a equagio F(x,y,2)=
— 0, onde F(x, ¥, z) é uma funglio diferencidvel das varidveis x, ¥ e z, determina =
como fungdo diferencidvel das varidveis independentes x e y, e Fy(x,y,2) % 0, as
derivadas parciais desta funglio dada de forma implicita podem ser achadas pelas
férmulas:
2 Fix. v, 2) [Z Flx. v, 2)

%% Fim oy oy Fi(x, v, 2)

OQutro método para achar as derivadas da fungdo :z € o seguinte: diferenciando a
equagio F(x, ¥, z) = 0, obtemos:

(2)

a—Fa‘x+£dy+a_F = 0.
dx ay oz
éz oz
Donde pode-se determinar dr e, portanto, — e — -
ax ady
Rusmplo 2. Achar == ¢ X
mplo 2. Achar — e — , se
xemp! Py %

2! — 29 4 32— yz 4+ y= 0.

Solugfio. 7° método. Designando o primeiro membro desta equagio por meio
de F(x, ¥, z), achamos as derivadas parciais

Fy(x,y.2) =2x, Flx.y,2) = —4y—z+ 1, Fi(x,y.2) =6z — y.
Aplicando a férmula (2), obtemos:

9z F;(x,_;[,_j_) o 2x 2: f;(x. ¥y, 3 1 — 4y — 2

-

ox Fi(x, v.2) :— 3y a3y Fl(x, y.2) - 6: — ¥y
2° mélodo. Diferenciando a equagdo dada, temos:
2xdx — 4y dy + 62d: — ydz — zdy + dy = 0.

Donde determinamos dz, isto €, a diferencial exata da fungdo implicita:

2x dx + (1 — 4y — 2) dy

dz =
y — 6z
. dz az
Comparando com a férmula dz = — dx + — dy, vemos que
ax ay
oz 2x az 1 — 4y — ¢
E— y —_——=———
éx y — 6z oy y — 6z

3° Sistema de fungdes implicitas. Se o sistema de duas equagdes
Flx, y,u,v) =0,
Gix, y, u, v) =0,

onde F e G sdo diferencidveis, determina u e v como fungdes diferencidveis das
Varidveis x e y ¢ o determinante de Jacob

oF ar
F. G du ov
DF.G) _ Lo
D(u, v) G oG
]4. Ou 60
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entdo as diferenciais destas fung¢des (e, portanto, suas derivadas parciais), podem ser
encontradas do sistema das seguintes equagdes

.airdX+Edy+a—-qu+£Edﬂﬂﬂ.
ox ay cu dv
A 56 (3)
l 5C e G R S T D
ax dy du du

Exemplo 3. As equagdes

utv=x+y sut+y =1
du  du v

determinam # e v como fun¢des de ¥ e y; achar — » v e
’ % o% oy ox oy
Solugdo. 7° mélodo. Derivando ambas as equagdes em relagdo a x, obtemos :

o oy
dx dx
u+x-—-—+y£=0.
x ox
donde
6u___ u+4y iv___u-f-x_
Er-__x—y’ ax‘—x-—y
Analogamente, achamos:
du v+ y Om; L ik
oy x—y O #—y

2° método. Por derivagio achamos duas equagdes que relacionam entre si as
quatro varidveis:

du + dv = dx + dy,
xdu +udx+y dv+vdy=0.
Resolvendo este sistema em relagdo as diferenciais du e dv, obtemos:

(¥ + y) dx + (v + ) dy

Ldu = —
&=y
i (u + z) dv + (v + %) dy
¥ 3
Donde
u Wty o v+y’
ox =y ay x—y
dv %+ x v U+ x
PR e A i ot S 2Ll
ox x—y ay x—y

4°. Fungles ‘dadas em forma paramétrica. Se a fungo diferencidvel z das va-
ridveis ¥ e y € dada em equagdes paramétricas

x = x(u, v), ¥y = y(u, v), z = z2(x,v),

§9. DERIVACAO DE FUNGCOES IMPLICITAS 213

onde x, y e z sdo diferencidveis e
ox dx

Dixi (9| @
Du, v) 3y Iy
du v

#01

a diferencial desta funglo pode ser achada pelo sistema de equagdes

'dx=ix—ds+£du,
Ou v

oy ey
dy = — d = dy,
Y 2 u + v (4)

sl AP
ou v

Conhecendo-se a diferencial dz = p dx + p dy, achamas as derivadas parciais ;l_z =pe
x
az ¢
%
Exemplo 4. A fungdo z dos argumentos » e y € dada pelas equagdes
s=u+v, y=u4 03 r=1ud4 03 (u ).

B o
éx éy

Solugdo. 7° método. Por diferenciagio achamos trés equagdes que relacionam entre
si as cinco varidveis:
r dx = du 4 dv,
dy = 2u du + 2vdv,
dzr = 3u® du + 3v® dv.
Das duas primeiras equagfes determinamos dw e dv:
2vdx — dy dy — 2u dx
o) By =)
Substituimos na terceira equagio as expressdes assim determinadas de du e du:

+ 3 dy — 2udx __

2(v — w)

du = dy =

2v dx — dy
2(v — u)

dz = 3u?

= e it B e e SR 3uv dx + 2 (1 + v) dy.
2(v — u) 2

£=—3w, E:-—3—{1.|+|.r}.
ix ay 2
2° método. Da terceira equagio dada pode-se achar
3:3:;‘.8_“. +3u’ﬁ; 3_3“’24_3”.2. [5)
ox ox ox oy oy oy
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Derivamos as duas primeiras equagdes, inicialmente em relagdo a ¥ e depois em rela-

tdo a y:
(o2 o b e
ox ox dy ay

]0=2“_31{+203_v’ [=2u£‘—+2v2.
dx ax oy ay
Do primeiro sistema, encontramos:
ou v v ©
—— ] —_— =
ox v— u ox u— v
Do segundo sistema, encontramos:
e 1 dv 1
—_——_——y — =
oy 2(u — v) dy 2(v — u)
0z oz
Colocando as expressdes -a—- e a—- na férmula (5), obtemos:
* 5
3_: = 3yt i + 3o el LA B Juv,
ox v — u % — v
d. 1
Sy B B 3. $ zf—(u-{—ﬂ).
dy 2(u — v) 2(v — u) 2

1941. Seja y uma fungdo de x, determinada pela equagio

Sl el

at b2

d das a3
Achar o ’ Y ’ 2 .
dx dx? dx3

1942. Seja y uma fung¢do determinada pela equagdo
2Byt L 2axy — 0 (@ > 1).
Demonstrar que % = 0 e explicar o resultado obtido.
=2

1943. Achar ? , Se y= 14 3~
x

1944. Achar 2 ¢ f:y » 8¢ y= x4 Iny.

dx 43
1945. Achar [Q) e (d,y) , se
dx Jx=1 dx? =1

22 —22y+ v 4+ x4+ 9y — 2 =0.

Utilizando os resultados obtidos, representar aproximadamente
o grafico desta curva no entorno do ponto x = 1.
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1946. A funcdo y é determinada pela equacio
In}2® + »* = a arctg £ (a<£0).
x

dy d?y
Seriaro i,
Achar dx dax?
d az
1947. Achar 2 e 22 | se
dx dx?

1 ey s b et (L enf) — O
1948. A funcdo z das varidveis x e y é dada pela equagio
23 - 293 4 28 — 3xyz — 2y + 3 = 0.

.

az az
Achar — e — -
ox dy
1949. Achar i e Lo Al
| dx ay

xcosy+ ycosz -+ zcosx = I.
1950. A fungdo z é dada pela equacio
24+ y?— 22— xy=0.

Achar -Si e -% para o sistema de valores x=—1, y =0, z = 1.
X
o 2 2 2 2
C U s e A Ml g T ATl S S
dx ady dx2 axady Dyt a? b2 o2
dx dy o=z
1952. f(x, y, z) = 0. Demonst enfhE ies o iy
flx, v, 2) gmonstrar que —= .=~ =

1953. z = ¢(x, y), onde y é func¢io de x, determinada pela equa-
¢do ¢(x, y) = 0. Achar :T

x

1954. Achar dz e d?z, se
x5 ok i 25 = ak
1955. Seja z uma fungdo das varidveis x e y, determinada pela
equacdo
2x%2 - 2y2 |- 22 — 8xz2— z+4 8= 0.
Achar dz e d?z para o sistema de valores ¥ =2, y =0, z=1.
1956. Achar dze d%z, selnz= x + y + z — 1. A que sdo iguais

as derivadas primeira e segunda da funcdo z?
1957. Seja a fungdo diferencidvel z determinada pela equagdo

x* + % + 2 = o(ax + by + c2),

onde o é uma fungio qualquer diferencidvel e a, b, ¢ sdo constan-
tes. Demonstrar que

(ey — bz)% + (az — cx) —zi=bx—ay.
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1958. Demonstrar que a fungio z, determinada pela equacio
F(x —az, y— b2) =0,
onde F é uma fungdo diferencidvel qualquer de seus argumentos,
satisfaz a equacgdo
az oz
—+b— =1
i ox + dy
1959. F(-f- ’ i] = 0. Demonstrar que x A +x — =z
z z ax dy
1960. Demonstrar que a fungdo z, determinada pela equagio
¥y = x9(z) + ¢(2), satisfaz a equagdo,

azz(a_z!__zg_a_z Co Ao B (2 W
9x? ay) ox 9y axdy = 9yt (ax] [l

1961. As fun¢des diferencidveis y e z da varidvel independente
x sdo dadas pelo sistema de equagdes x% 4 y2 — 22 = 0, x2 + 2y® 4

d da?
4 3 == 4. Achar 2, S E) D
dx dx di® dx?

1962. As funcdes diferencidveis y e z da varidvel independente
x sao dadas pelo sistema de equagdes
xyz=a, x+ y+ z= b.
Achar dy, dz, d*y, d?.
1963. As fungdes diferencidveis # e » das varidveis independentes
% ¢ y sdo dadas implicitamente pelo sistemma de equagdes

#=x-1y uv=y.

quandox =1,y =0, z = 1.

Calcular
du  du u %u o v dv v a*y %
ox E;, ax3’ axay, —Figr’r’ 9% 9_}-’ ot a.ﬂ?}f’ dy? ’
quando x =0, ¥ = 1.

1964. As fungdes diferencidveis # e v das varidveis independentes
x e y sao dadas implicitamente pelo sistema de equacdes

t4+v=2x u—yv=0,
Achar du, dv, d®u, d*v.

1965. As fungdes diferencidveis u e » das varidveis x e y sio
dadas implicitamente pelo sistema de equagdes

x=o(u, v), y=d(u, v),

e D(u, v) e
Neliap 2%, o8, ﬁ, Ll
éx &y o9z oy
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1966. a) Achar 5 e o Se X =%COSV, ¥y =usenv, z = cu.
¥

&,
b) Achar —aie—z, Se x=4—+v, y=u—1v 2= up.
ox dy

c) Achar dz, se x = e**®, y = e**, z = uv.
1967. z = F(r, ¢), onde 7 e ¢ sdo fungBes das varidveis x e y,
determinadas pelo sistema de equagdes

X=7rC0s@, y = tsSen ¢.

oz oz
char — e — -
a dx dy !
1968. Considerando z come fungdo de x e y, achar ai - ? Foe
S 4

x=acosqcosy, y=bsengcosy, z=csen ¢.

§ 10. Troca de variaveis

Quando se trocam as varidveis nas expressdes diferenciais, as derivadas que
nelas entram devem ser expressas por meio de derivadas em relagdo 4s novas varid-
veis, aplicando-se a regra de diferencia¢do de fun¢des compostas.

1°. Troca de varidveis nas expressfes que contém derivadas ordinarias.

Exemplo 1. Transformar a equagdo

d?y dy a?
o — 2y —— — 9y =0,
dx? i+ dx s £ X

supondo x LI

¢
Solugdo. Expressamos as derivadas de y em relagio a x por meio das deri-
vadas de y em relagio a f. Teremos:

dy ay
'd_y:_-;___f__: ¢ =—f’—dzo
dx dx 1 dt
B
& fey
L 2 [ﬂ]=m___‘“ d”] hish _(z;f?_’+ ;=ﬂ](— Mmoo 2 WCy,
dx? dx \dx dx dt di? dt ds®
dt

Colocando as expressbes das derivadas achadas na equagio dada e trocando x por
'}- » Obtemos:
2
ui. .ga[ziy. +;i?_')+ v i[_. gsﬁ}+ a¥#iy = 0
t

13 dt de? dt
ou

ﬂ- + a®y = 0.
at®
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Exemplo 2. Transformar a equagdo

d2y 3 dy
x —_— —_— — T
dax? + [ ] dx

tomando y comlo argumento e » como fungdo.
Solugdo. Expressamos as derivadas de ¥ em relagdo a » por meio das derivadas
de x em relagdo a_y

dy
dx

0,

dy 1
d’_x - dx
dy .
A &x
dy _d 1\ __ 4 1 dy _ dy? 1 dyt
dxt dx| ar | ay | dx |dr  [dz\* dr (dzys
o o &) 5 ()
Colocando estas expressdes das derivadas na equagio dada, teremos:
dts
dy* 1 1
T ax ¥ dr
(dy] [d_y) dy

ou, finalmente,
dix

—- 14 (
dy?
Exemplo 3. Transformar a equagio
dy
dx

x

dx\*
5)
x+y
=—
F—y
passando is coordenadas polares
X =1rCOsQ, ¥y =r sen g (1}
Solugdo. Considerando r como fungio de g, das férmulas (1) obtemos:
dx = cos @ dr — r sen ¢ dp, dy = sen @ dr + r cos @ dp,
daf
sen @ i + r cos P
& _ ds
dx

sengdr + rcospdp
cosqdr — rsenq;dqa-_—

d
CosS@p — — rseng
dg
dy
Colocando as expressdes de x, y e d_ na equagio dada, teremos:
&

sengir, + rcos g
dop _rcos@ 4 rseng
= ’

Gosq)i:—rsenq) rCOS@ — rsen g
do
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ou depois de simplificar,
dr

dg
2°, Troca de varidveis nas expressdes que contém derivadas parciais.
Exemplo 4. Transformar a equagdo das vibragBes da corda
&2u
(@ £ 0),
e ozt

onde a fungdo incégn-ita. %(x,1) € diferencidvel duas vezes, em novas varidveis indepen -
dentes « e B, onde x = x — af, B = » + at.
Solugfo. Expressamos as derivadas parciais de ¥ em relagio a x e ¢ por meio

= r.

: de derivadas parciais de % em relagdo a « e 8. Aplicando as férmulas de derivagio

de fungdes compostas:

o __ ou Gx du ap ou _ du Ca du p ,
il e e i
8: 3a. at ag ot ox  da ox B ox
obtemos:
a-“:f:{._a)_i_ E_':‘_.aza[a_“_.a_“
at co ap a8 do
du Cu ou Su ou
—_——=——t ]l — ]l = — —
ox ca ap da ap
Voltamos a derivar, a.plicando estas mesmas férmulas:
’ (%) 2=
) 3«. ( ) at aa ot ) ot
Pu Pu *u a*u *u d2u Pu
— — ]{—a)—f—a ——-—a=a’( - —1s
auas da? ap.* dadf Oac? oudfl  Op
won(a) =) e s (3]
ox* ox Ba ( ap
a’n+ o%u 14 *u ] _ @ u 3'u_
R Gadf ) [ dadf op? dat dadf ap®
Colocando -%;—:" e %}:— na equagido dada, teremos:
. 3’u_za‘n+a'u]=a=3‘u Za’u+6'u]
ox? Py ap? da® dodf ap?
ou
Fu_ _o.
cadf
Exemplo 5. Transformar a equagio x? 2: + ¥ a— + %, tomando como novas
x 'y
1
varidveis independentes ¥ = x, v = — — — e como nova fungio w = — — — -
¥y x z x




v
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[ az 1971. Transformar as seguintes equagdes, tomando y como ar-
Solugdio. Expressamos as derivadas parciais E e -{_’—y— através das derivadas umento:
& dy )2
parciais a—:’ e -a% . Para tanto, diferenciamos as relagbes dadas entre as varidveis a) _-——:3 4 2_y [d—::] = 1)
antigas e as mnovas 2y |2
Pligise 1 gl L e (ﬂ;] e
du:dx,du=_:__y, dw e dx dx*® dx
¥ o sl 1972. A tangente do angulo p, formado pela tangente MT e
De outro lado, o raio vetor OM do ponto de tangéncia (fig. 69), se expressa:
dw=a£du+a—wdv y,_l
du dv i
Por isso tg ®w = l—y'
ra gl
e T *
i ! Transformar esta expressdo, passando-se as coordenadas polares:
ou
= = 7 sen .
aw 2w (dx  dy ] dx dz X =17rcoseg, ¥ ?
bl PO M skl floncy Wttt BREEee J AT B N
du dv ( a8 » i 22 ¥
Dai
1 3, M
dz =23 _.-_,.a_w._.._l__ai”_)d zawdy
P | du P P
e, portanto, M
ﬁ:z’{i_a_w__la_w] 8. t
dx 3 du 2% du
e 7 Ll
dz 22 dw g y i X
-é; b ;'_ -5; FIG. 69
Colocando estas expressdes na equagdo dada, obtemos: 1973. Expressar a férmula da curvatura de uma linha
x’z'(-—___?ﬁ__!_ .a_w] -+ z’a_m’_ = 22 — -———-——-—, 374
2 Bu 2t & & [+ (»)%
& ow em coordenadas polares x = 7cos @, ¥y = 7 S€n .
B 9 1974. Transformar em novas varidveis independentes u e v a
{1

1969. Transformar a equagdo
oy

da?

x? +2xﬂ+y=0,
dx

fazendo x = é'.
1970. Transformar a equagdo

- W
(1w

fazendo x = cost.

€quagdo

pE— x, 7 = x* 1 y*. )
1975. Transformar em novas varidveis independentes # e v a
equagio : ;
z z
x — i gz ),
dx + dy
Se n = x,
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1976. Transformar a equacio de Laplace
Pu d2u

dx? ay*
em coordenadas polares r e @, fazendo
X = 7COS®p, Yy = 7sen g.
1977. Transformar a equagido

za’z__ zazz:

0,
ox? day®
fazendo'u — wye v = =
¥
1978. Transformar a equacgio
0z 0z
V=W e = (-4

introduzindo as novas varidveis independentes
2 2 1 1

= x4y, v=—+4—

* X

e a nova fun¢do w =1nz — (x + ).
1979. Transformar a equagdo

&z L 2 &z gz
dx? dxdy dyt y
tomando como novas as varidveis independentes # = x + y, v = -~

4

e como nova a fungio w — =.
x
1980. Transformar a equagio
%z %z 9%z

2 =0
Ax? + dxady ik ay?

fazendo u = x 4+ y, v=x — y, w = xy — z, onde w = w(u, v).

§ 11. Plano tangencial e normal a superficie

1°. Equagdes do plano tangencial e da normal para o caso em que a superficie é
dada de forma explicita. Recebe o nome de plano fangencial 2 uma superficie no
seu ponto M (ponto de contacto) o plano no qual estdo situadas todas as tangentes no
ponto M guanto as curvas regulares tragadas nesta superficie e que passam pelo
ponto M. !

Chama-se normal a uma superficie & reta perpendicular ao plano tangencial no
ponto de contacto.
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Se a equagdo da superficie ¢ dada de forma explicita num sistema de coorde-
nadas cartesianas, z = f(#, ), onde f(z, %) € uma funcdo diferencidvel, a equagdo do
plano tangencial no ponto M(x,, ¥, %) & superficic serda

i o =f;{xa, 3"0} {X (hli xu) +f;r(xgv y.,) (Y — jﬂ'u}. (1)
Onde z, = f(%0 ¥o) € X, Y, Z sdo as coordenadas varidveis do ponto do plano tan-
gencial.
As bquagdes da normal tém a forma
X — Y - P
7 o — ; % — “, (2)
Jz(#0. ¥o) Syl%o %) T

onde X, ¥V, Z sio as coordenadas varidveis do ponto da normal.

Exemplo 1. Escrever as equagdes do plano tangencial e da normal a superficie
2
Aol — 42 no seu ponto M(2; —1; 1).
2

Solugdo. Achamos as derivadas parciais da fungdo dada e seus valores no ponto M

A [_ai) =2
ox 0% | ar
A i) 2y, (22_] 2
dy 9y Jm

Donde, aplicando as férmulas (1) e (2), teremos z — 1 = 2(x — 2) + 2(y + 1) ou

5 2—2 ¥+1 z—1
2x + 2y — z — 1=0, que € a equagdo do plano tangencial e : — 2 = .

v

que sdo as equagdes da normal.
2°. Equagdes do plano tangencial e da normal para o caso em que a superficie é
dada de forma implicita. No caso em que a equagdo da superficie regular € dada
de forma implicita
F(x,y,2 =0,
onde F é uma fungio diferencidvel e F(%, ¥ %) = 0, e o grad F(x,. v, 25) # 0, as
equagdes correspondentes terdo a forma
Fi(x5. Yo 20) (X — %) + Fyl%o. Yo 20) (Y — 30) + Fi(%0 Y0 %) (£ — 20 =0 (3)
que € a equagdo do plano tangencial, e
% e Pl Y =% Z—z
F(%o Yor 20) -F;r'{xn- Yor Zo) Fy (%0 Yo %)

que sdo as equagdes da normal.

Exemplo 2. Escrever a equagio do plano tangencial e da normal a superficie
3 xyz — 3 = a3 no ponto que tem x =0, ¥y = a.

Solugdo. Achamos a cota z do ponto de contacto, fazendo # =0 e y = a na
equagio da superficie: —z® = a% donde z = —a. Desta forma, o ponto de contacto
é M(0, a, —a).

Designando por F(x, ¥, z) o primeiro membro da equagdo, achamos as derivadas
Parciais e seus valores no ponto M:

(1)

F, = 3ys, (Fi)pm = — 3a%,
Fy = 32z, (Fy)ae = 0.

F, = 3xy — 328, (Fi)q = — 3a*.
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Aplicando as férmulas (3) e (4), obtemos:
— 3a¥(x — 0) 4+ O(y — a) — 3a¥(z + a) = 0
ou seja ¥ + z + a = 0, equaglio do plano tangencial,
*x—0_ y—a s+4a
—3* 0 - 3a
ou seja, L=Y—8_ita
1 0

, equagdes da normal.

1981. Escrever a equagdo do plano tangencial e as equagdes da
normal as seguintes superficies; nos pontos que se indicam:
a) ao parabolrhde de revolugdo z = x* + y* no ponto (1; —2; 5);

3 2
— __._--—=0 to (4; 3,4,
b) ao cone =S 5 no ponto (4; )

c) a esfera x%*+ y% 4 22 =2 Rz no ponto (Rcosa; Rsena; R).
1982. Em que pontos do elipséide

LA T A
a? b? c?
a normal forma 4ngulos iguais com os eixos das coordenadas?
1983. Pelo ponto M (3; 4, 12) da esfera x? 4 v? 4 2% = 169
passam planos perpendiculares aos eixos 0X e OY. Escrever a
equacio do plano que passa pelas tangentes as se¢des que os originam,
no ponto comum
1984. Demonstrar que a equagao do plano tangencial a super-
ficie central de 2a. ordem

ax*+ by* + cz®=Fk(lal + |b] + |cl 5 0)
no ponto M(x, v, Z) tem a forma
axgx -+ by,y + czpz = k.

1985. Dada a superficie x% 4 2y* 4 322 == 21 tragar planos tan-
genciais que sejam paralelos ao plano x + 4y + 6z = 0.

1986. Dada o elipséide L: - *::‘- + z; = 1 tragar planos tangen-

ciais que interceptem nos eixos das coordenadas segmentos de igual
grandeza.

1987. Achar na superficie x? 4 y* — 22 — 2x = 0 os pontos em
que os planos tangenciais a ela sejam paralelos aos planos coorde-
nados.

1988. Demonstrar que os planos tangenciais a superficie xyz =
= m3 formam com os planos coordenados um tetraedro de volume
constante.

1989. Demonstrar que os planos tangenciais 4 superficie } x +

+ V¥ + Vz = Va interceptam nos eixos coordenados segmentos, cuja
soma ¢é constante.
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22 2 12
1990. Demonstrar que o cone — + T ea esfera
a? [
b* 4

x’+3‘+l )Hg(b’-kcz)

sio tangentes entre si nos pontos (0, £, c).

1991. Chama-se dngulo entre duas superficies no ponto de sua
interse¢do, o 4ngulo que formam os planos tangenciais tragados 2
estas superficies no ponto que se considera.

Que éngulo formam em sua interse¢do o cilindro z? 4- y* = R2
e a ‘esfera (x — R)’*J’ -+ 2® = R? no ponto M(R R” 0]

1992. Chamam-se ortogonais as superficies que se cortam entre
si formando um Aangulo reto em cada um dos pontos da linha de
sua intersegdo.

Demonstrar que as superficies 2% 4 y? 4 2% = 7?2 (esfera), y =
=z tg ¢ (plano) e 22 = (x* + y?) tg*} (cone), que sdo superficies coor-
denadas do sistema de coordenadas esféricas », ¢, ¢ sdo ortogonais
entre si.

1993. Demonstrar que todos os planos tangenciais i superficie
conica z = tf[%] no ponto M(x,, ¥, %), onde x, 5= 0, passam pela
origem das coordenadas.

1994*. Achar as proje¢des do elipséide

2ty —xy—1=0
sobre os planos coordenados.

1995. Demonstrar que a normal em qualquer ponto da superficie
de revolugio z = f(}x® F 3% (f’ # 0) corta o seu eixo de rotagio.

§ 12. Férmula de Taylor para fungdes
de diversas variaveis

Que a fungdo f{r, ¥) tenha num entorno do ponto (a, b) derivadas parciais conti-
nuas de até ordem (m + 1) inclusive. Entio, neste entorno ¢ wvilida a fdrmula de
Taylor:

I, ) = fla, b) + - [fila. B (x — @) +£1(a.5) (v — D) +
+ = 5@ b) (= @ + e ) (= @) (¥ — B) + f3fa. ) (= V%) + -

1 a a "
et — {x— —_— — ) — fa, b) + Faix. %), 1
T 1 [( a) Ay ) ] Sfla, b % ¥) (n

15—35
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onde
l a a n+1
Ru(x, 9) = ——— — a) — —b) — . =D
) = [(x 92+ - ay] fla + 8(x — a), b+6(y — )]
0<0<),
ou em outras anotagdes:
|
Jx+hy+ k) =flxy) + o [Afz(x ») + Ef (2, 3)] +
1 e rr rr Lud
b — (Rlx. ) + 2hhf(x, ) + Bl P+ o+ — (a i gl i] flx.9) +
21 n! ox dy
VIR, | 6% i I el 0
(» + 11 [ ax ay] e 48 ®
h=Axe k= Ay; on
1
Af(x, ¥) = df(x, y) + 5 a*f(x, y) + ...
1
— d"f(x, L ;
= % flx ¥) + = D! Hf(x + Ok, y + 0OF). (3)

No caso particular em que ¢ = b = 0, a férmula (1) recebe 0o nome de férmula
de Maclaurin.

Férmulas andlogas sfio validas para as fungdes de trés ou mais variaveis.

Exemplo. Achar o acréscimo que recebe a fungdo f(x, y) = 4% — 29 + 32y, ao
passar dos valores x = 1, ¥ = 2 para os valores ¥, = 1 + &, =24k

Solugdo. O acréscimo procurado pode ser encontrado, aplicando a férmula (2).
ga.']iculta;no;) previamente as derivadas parciais sucessivas e seus valores no ponto

ado (1; 2):

Falx y) = 3a% + 3y, fe(1;2) =3-143:-2=09,
iz y) = —6y+ 3, fill;2) = —6-443-1=—zl,
Falz 3) = 6%, fi(1:2) =6-1=6,

Tayl® ) =3, Sap(1:2) =3,

fol# 9) = — 12y, fil1;2) = — 122 = — 24,
Sfazz(x, 3) = 6, fii(1;2) =6,

fay(x, y) =0, fomy(1; 2) = 0]

Fopf%, ) =0, Fon1:2) =0,
fom® ) = — 12, £L005 2) e 12,

Todas as derivadas seguintes serdo identicamente iguais a zero. Colocando os
resultados obtidos na férmula (2), teremos:

Afr, ) =fOU+ B2+ 8) —f(1,2) = k-9 + B(—21) +
1
+-2-[h’-6+2ﬁk-3+k'(—24)}+3—1![h3-6+3k’k-0+ 3k - 0 -+ RI(—12)] =
= Oh — 21k 4 3h% & 3hk — 1232 4 K3 — 243,

1996. Desenvolver f(x 4 A, ¥ + k) em poténcias inteiras e posi-
tivas de & e k, se
flx, %) = ax® + 2bxy + cy2
1997. Desenvolver a fungdo f(x, y) = — 2% + 2xy + 3y2 — 6x —
— 2y — 4 pela férmula de Taylor num entorno do ponto (—2; 1).
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1998. Achar o acréscimo que recebe a fungdo f(x, y) = x?y ao
passar dos valores x = 1,y = 1 para os valores ;= 14+ h, y; =
= k.

]9_59. Desenvolver a fungdo f(x, ¥, z) = 2%+ ¥2 4 2® 4 2xy —
—yz—4x—3y—z+ 4 pela férmula de Taylor num entorno do
ponto (1; 1; 1). y

2000. Desenvolver f(x + h, ¥ + %k, z + 1) em poténcias inteiras
e positivas de &, k e [, se

(%, 5,2) = 22+ y* 4 22 — 2xy — 222 — 2yz.
2001. Desenvolver pela férmula de Maclaurin, até os termos de
3% ordem inclusive, a fungdo
iz, 9) — e sen'y.
2002. Desenvolver pela férmula de Maclaurin, até os termos de
4* ordem inclusive, a fungdo

f(x, ¥) = cos x cos y.

2003. Desenvolver pela férmula de Taylor, num entorno do ponto
(1; 1) até os termos de 2* ordem inclusive, a fungdo

f(x, ) = ¥~
2004. Desenvolver pela férmula de Taylor, num entorno do
ponto (1; —1) até os termos de 3* ordem inclusive, a fungdo

f(x, y) = .
2005. Deduzir as férmulas aproximadas, com precisdo de até os
termos de 2°. ordem, em relacdo as grandezas « e (3 para as expressoes

:+; 108 V(l et (1+8)"
se || e | B| sio pequenas em comparagdo com 1.

2006*. Aplicando a férmula de Taylor, até os termos de 2* ordem,
calcular aproximadamente

a) 1,03, ¥0,98; b) (0,95)*°. ;

2007. Seja' z uma funcdo implicita de x e y, determjnada pela
‘equagdo z* — 2xz + y = 0, que toma o valor z= 1, quando x = I
‘e y = 1. Escrever vérios termos do desenvolvimento da fungdo z em
poténcias crescentes das diferengas x — 1 e y—1.

a) arctg

 § 13. Extremo da fungdo de diversas varidveis

1°. Definigio de extremo de uma fungfio. Diz-se que a fungdo f(x, y) tem um
mdximo (ou minimo) f(a, b) no ponto P(a, b), se para todos os pontos P’(x, y), diferentes
de P, de urm entorno qualquer do ponto P, é vélida a desigualdade f(a, b) > f(x. %
(ou, respectivamente, f(a, 8) < f(#. ¥)). O miximo ou minimo de uma fungio recebe
também o nome de exfremo da mesma. Por analogia, se determina o extremo de
uma fun¢fio de trés ou mais varidveis.

15*
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2% Condi¢des necessdrias para a existéncia do extremo. Os pontos em que a
fungio diferencidvel f(x, ) pode alcangar um extremo (isto é, os chamados ponfos
estaciondrios) sio achados resolvendo-se o sistema de equagdes:

Six ) =0, fix. ) =0 (1

(condigdes mecessdrias para a existéncia do extremo). O sistema (1) é equivalente a
uma equaciio df(¥, ¥) = 0 para todos os Ax e Ay. No caso geral, no ponto extremo
P(a, b) da fungdo f(x, ¥) ou df(a, b) = 0, ou df{a, b) ndo existe.

3°. Condiges suficientes para a existéncia de extremo. Seja P(a, b)) um ponto
estacionario da fungfio f(x, ¥), isto &, df(a, b) = 0. Neste caso: a) se d*f(a, b) < 0, sendlo
dx* + dy* > 0, entdo f(a, b) é um mdximo da fungdo f(x, ¥); b) se d¥f(a, b) > 0, sendo
dx* 4 dy* > 0, entdo f(a, b) € o minimo da fungio f(x, ¥); c) se d*f(a, b) muda de sinal,
entdo f(a, b) ndo é ponto extremo da fungdo f(#, ¥).

As condigdes citadas equlvalem as seguintes: seja fi(a, b) = fy(a.b) =0 e
A = fzla, b), B = fi(a. b), C= fy(a b). Formamos o discriminanie

A = AC — B

Neste caso: 1) se A > 0, a fungdo tem um extremo no ponto P(a, b) e ele € um
maximo, se A < 0 (ou C < 0); € um minimo, se 4 >0 (ou C>0); 2) se A <0,
no ponto P(a, b) ndo existe extremo; 3) se A = 0, a existéncia de extremo da fungio
no ponto P(a, b) fica indeterminada (€ necessirio prosseguir a investigagio).

4°. Caso de fungdo com muitas varidveis. Para a fun¢do de trés ou mais varidveis,
as condigdes necessarias para a existéncia de extremos sdo andlogas as condigdes do
paragrafo 1° (1), e as condigOes suficientes, andlogas as do parigrafo 3° a), b) e c).

Exemplo 1. Averiguar os extremos da fungio
2= 2%+ 3xy* — 15x — 12y.
Solugdio. Achamos as derivadas parciais e formamos o sistema de equagdes (1):
LS ng e R G T ., S SRR
dx ay
ou
{ 2?24+ —-5=0,

xy —2=0.
Resolvendo este sistema, obtemos quatro pontos estaciondrios:
Py(1:2);  Py(2; )5 Py(—1; —2);  Py(—2; —1).
Achamos as derivadas de 2* ordem
% 2%z

X, = Gy, __Q:z_ = 6x
g o2 dxdy ay?

e formamos o discriminante A = AC — B? para cada um dos pontos estacionirios:

2
=5.B=[a‘) =12, C= [a’ =6,
I oxdy | p, ay* Jp,
A = AC — B* = 36 — 144 < 0. Isto é, no ponto P; nio hd extremo.

2) Paraoponto P,:4 =12, B=6 C=12; A=144—-36>0, 4> 0.
No ponto P, a fun¢do tem um minimo. Este minimo € igual ao valor da fungdo,
quando ¥ = 2, y = |;

At R g UL o T g

3) Para o ponto Pyt d = — 6, B= — 12, C= — 6; A =
hd extremo,

36 — 144 < 0. Nio
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4) Para o ponto Py:d=—12, B=—6, C=—12; A= 14436 >0,
A < 0. No ponto P, a funglo tem um méaximo. Estaméxjmodlguala:mz -8 —
— 6+ 30 + 12 =28,
5°, Extremo condicionado. Chama-se exiremo condicionado da fungdo f(x, ¥),
no caso mais simples, o méximo e o minimo desta fungdo, obtido com a condigdo de
que seus argumentos estejem ligados entre si pela equacdo g(x, ¥) = 0 (equagdo de
Para achar o extremo condicionado da fungdo diferencidvel f(x, ), com a
°'-I"“F'° de hgax;io @(#, ¥) = 0, compde-se a chamada fun¢do de Lagrange

F(x y) = flz. ) + A-9(% »)
onde A é um fator constante indeterminado e procura-se o extremo ordindrio desta
auxiliar. As condigdes necessirias para que haja um extremo se reduzem a0
sistema de trés equagles:
LA SR AN
éx éx ox

L pa¥ o
ey cy
P(x, 3) =0
com trés incégnitas #, y, A, do qual, de forma geral, se pode deduzir estas incég-
nitas.
- A questio da existéncia e cardter do extremo condicionado € resolvido na base
do estudo do sinal que leva a segunda diferencial da fungfo de Lagrange

F aF
dx dy +-—-dy’
ay*

xcy

(2)
+ 2

BF(3, 5) = 2r g5t 4 2
ox?

sistema de valores de x, y, A que investigamos, obtidos de (2), com a condi-
Y ﬁo que dx e dy estejem relacionados entre si pela equagio

. ST S S I
ox ey

mcnte a funglo f(x, y) terda um maximo condicionado, se d*F < 0, é um minimo
, se d*F > 0. Em particular, se o discriminante A para a fungio F(r, y)
nto estnmonino for positivo, neste ponto haverd um méximo condicionado da
do f(x, ¥). se A < 0 (ou C < 0), e um minimo condicionado, se 4 > 0 {ou C > 0).

wveis, quando existemn uma ou mais equagdes de ligagdo (cujo nfimero deve ser
T que o de varidveis). Neste caso, € necessario incluir na fungio de Lagrange
fatores indeterminados, quantos forem as equagdes de enlace.
Exemplo 2. Achar o0s extremos da fungdo
=06 — 4y — 3y

a condigdo de que as varidaveis x e y satisfacam a equagio

a® + jl" = I
Solugdo. Geometnmmente o problema se reduz a encontrar os valores miximo

-@fnimo da cota z do plano z = 6 — 4x¥ — 3y para seus pontos de intersegio com
cilindro »* + 3 = L

Compomos a fungdo de Lagrange
F(x, ¥) = 6 — 42 — 3y 4 A(+® + 3* — 1).




230 CAPITULO VI. FUNGOES DE DIVERSAS VARIAVEIS
éF aF W P M .
Temos 6_ = — 4 - 23x, E— = — 3 4 2)y. As condigdes necessarias sdo fornecidas
¥ ¥y
pelo sistema de equagdes:
— 4 4+ 20z =0,
— 3420y =0,
¥4 y2 =1,
que, ao ser resolvido, nos da:
5 4 3
:\1=Er Xl=?! ylﬂ—j—
e
5 4 3
= o, Kg T omm e—, Ypm= —
o 2 it Dyt 5
Como
L o EF 2F
? =2 2 = g = 2,
da? dxdy av®
temos

diF = 20(dx? + dy?).

Se X — -":j- i i el = i , entio d*F > 0 e, portanto, neste ponto a fungio
2 5 3
3

A A 4 3 A
tem um minimo condicionado. Seh = — — , ¥ = — — ey = — — , entdo @*F < 0
3 3
e, portanto, neste ponto a fun¢io tem um maximo condicionado.

Desta forma,

16 9
Xma"=5+3-+v§-ml1,
| foMo
Zmin =6 — — — — = L

5 5

6", Valores miximo e minimo absolutos da fung3o. Toda fungio diferencidvel
numa regido restrita e fechada atinge seu valor maximo (minimo), ou em um ponto
estacionario, ou em um ponto do limite da regido.

Exemplo 3. Determinar os valores miximo e
7 ¥ m:‘.r?.imoda.fun;ao z=232+ 42— 2y + x4+ y na

(-3:0) (7?9) regidgo r <0, y <0, x4y = —3
Mlid LY Solugdo. A regifo indicada ¢ um triangulo

’@;_?j) (fig. 70).

1) Achamos os pontos estaciondrios:

___»_?._J) zZp=2x—9y4+1=0,
il =2y — x4+ 1=0;
donde *x = — 1, y = — 1; obtemos o ponto
: M(—1; —1).
-7,
({}', ) \ No ponto M o valor da fungio € zp = — 1.

Nido é necessario investigar se ha extremo.
FIG. 70 2) Examinamos a fun¢do no limite da regido
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Quando ¥ — 0, temos que z = 2 4+ ¥ e o problema se reduz a procurar 0 maximo
e o minimo absolutos desta fungio de um argumento no segmento — 3 < y < 0.
Ao fazer esta investigagiio, achamos que (znsx),_o = 6 no ponto (0; —3); (fmm )=

== _..l_:nn ponto [0; -—--1—]-

Qn:ndo y =0, temos quezz = % + . Analogamente, achamos que (fpax)y—o = 6
no ponto (—3;0); (smm)y=0 = — -i- no POﬂtﬂ[- %i 0) s

Onando r*+4+y=—3 ou y=—3—x t%remus que 2= 37:'-1—9:;-6.
Analogamente, achamos que (zmin);+y_..3 = — : no ponto | — —5; —-E],
(fmax)r s y——3 = 6 coincide com (Zp44)z—0 € (3;-:.5;)3‘_:0- Nareta # 4+ y = — 3 poderia

ser feita a investigac¢io da existéncia do extremo condicionado sem recorrer a fungdo de
um s6 argumento.

3) Comparando todos os valores da fung¢do z obtidos, chegamos & conclusio
de que Zmax = 6 nos pontos (0, —3) e (—3; 0); Zyum = — 1 no ponto estaciondrio M.

Investigar se tém extremos as seguintes fungdes de duas varidveis:
2008. z = (x — 1)2 + 2y2 2009. z = (x — 1)2 — 2y2

2010. z = 2% + xy + ¥ — 2x — 9.
2011. z = x*y3(6 — x — y) (x >0, ¥y >0).
2012. z = z* + y* — 2x2 + 4xy — 22
%2 y2 i il
2013. z = xyVl i e 2014, z =1 (22 + y?)%3.

. s < 2 il 2 i
2016. z_—-——w

2015. z = (22 4 y?) e~ (+97),
2016.1. z =32+ Z 4+ 5y (x>0, y>0).

=
2016.2. z = e"¥(x® — 2y%).
Achar os extremos das fung¢des de trés variaveis:
2017, u = 22+ y2 + 22 — xy + ¥ — 2a.

2018. u=rx+ L+ 24+ 2 (x>0, y >0, 2>0).
4x ¥ z
Achar os extremos das fung¢des 2z, dadas de forma implicita:
2019%, 2%+ y2 4 22 — 2x + 4y — 6z — 11 = 0.
2020. x® — y2 — 3x + 4y + 22 — 8 = 0.

Determinar os extremos condicionados das fungges:
2021. z = xy quando x + y = 1.
2022, z = x + 2y quando %+ y2 = 5.

2023. z = x? 4+ y2 quando §+~':-= 1i
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2024. z = cos? x }- cos? y quando y — x = .:_.

2025. # = x — 2y + 2z quando 2 + Y4zt = 9,
2026, u = x2 4 y2 4 22 quandoii+:—:+z—:=1(a>b> ¢>0).
i a L

2027. u = xy%® quando ¥ +y +z=12 (x >0, y >0, z >0).

2028. # = xyz com as condigdes: x -+ ¥Yt+z=35 ay+ yz+
~ zx = 8.

2029. Demonstrar a desigualdades

x +
AR )
o

se x=0, v>0, 2>0.

Indicagdo. Procurar o méximo da fun¢do # = xyz com a condigdo
de que x4+ y + z = S.

2030. Determinar o mdximo absoluto da fun¢do z = 1 + x + 2y
nasregides:a) x>0, y=0, x + ¥<1; b)ex=0; y<0, x — sl

2031. Determinar o méximo e o minimo absolutos das fungdes:
a) 2= %"y e b) z= 2% — »? na regido x? + y2<|.

2032. Determinar o méximo e o minimo absolutos da funcao
z=sen x +seny + sen (x 4+ y) naregido 0< x < -z-, 0 y< =-

2

2033. Determinar o méximo e o minimo absolutos da funcdo
z=x%+4 y3>— 3xy na regido 0 < x< 2, — 1< i

§ 14. Problemas para determinagio
dos valores mdximos e minimos das fungdes

_Exemplo 1. E preciso dividir um mimero positivo @ em trés termos também
positivos de forma que o produto destes seja maximo.

Solu¢do. Sejam os termos procurados x, ¥, @ — x — y. Procuramos o mdximo
absoluto da fungdo f(x, y) = xy(a — x — )

¥ Pelo sentido do problema, a fungdo f(x, y) € exa-
minada dentro do tridngulo fechado x = 0, y > 0,
#+ y=<a (fig. 71).
Resolvendo o sistema
{ falx, #) = yla — 2x — y) = 0,
fplx ) =2a— x— 2y) =0,

obtemos para o interior do tridngulo um sé ponto

At
estaciondrio [-&-, -:], Verificamos se sio cum pridas
g}

as condigdes necessarias. Temos f.i(x ) = — 2y,
FIG. 71 Seyl®. ¥) = a — 2x — 2y, f;;(x, Y) = — 2.
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a a 2 a a 1
m—tanto,:":f”(—! —)=-——a, B=ful—) —|= ——a,
# a3 3 ik e 3

c=f;;(_“_, E]=_3a e A=AC—B*>0, 41<0
33 3

@ @
Isto €, a fungdo tem seu maximo no ponto [?' ; . Como no contorno do trian-
gulo a fungdo f(x, y) = 0, este mdximo serd o midximo absoluto desta funcio, isto €,
o produto serd miximo, quando ¥ =y =a— x — y = AR Salar Takas ol

a
sera iguala — -
mesmo 1gu 27

Observagdo. Este problema poderia ter sido também resolvido pelo método do
extremo condicionado, procurando-se o maximo da fungio # = xys. com a condicido
de que ¥ -y + z = a.

2034. Entre todos os paralelepipedos retangulares, de volume V
dado, achar aquele, cuja superficie total seja menor.

2035. Que dimensoes deverd ter uma banheira retangular
aberta, de volume V dado, para que a sua superficie seja a menor
possivel? j

2036. Entre todos os tridngulos de perimetro igual a 2p, achar
o que tem maior drea.

2037. Achar o paralelepipedo retangular de drea S dada que
tenha o maior volume possivel.

2038. Representar o nimero positivo 2 em forma de produto de
quatro fatores positivos, cuja soma seja a menor possivel.

2039. E preciso achar no plano XOY um ponto M(x, y) tal, que
a soma dos quadrados de suas distancias até as trés retas: x = 0, y =
=0, x —y+4 1=0, seja a menor possivel.

2040. Achar o tridngulo de perimetro 2p dado, que, ao girar em
torno de um de seus lados, forme um corpo de maior volume.

2041. Em um plano sdo dados trés pontos materiais P;(x,, v,),
Po(%y, ¥5), Ps(x3, ¥3), cujas massas respectivas sdo iy, m,, my. ,Q_ue
POsicao deverd ocupar o ponto P(x, y) para que o momento quadrético
(momento de inércia) deste sistema de _pontos, em relagao ao ponto
P (isto ¢, a soma m, P, P? + m,P,P? ++ mgP3P?) seja o menor possivel?

2042. Fazer passar um plano pelo ponto M(a, b, ¢) que forme com
0s planos coordenados um tetraedro que tenha o menor volume
Possivel.

2043. Inscrever em um elipséide um paralelepipedo retangular
que tenha o maior volume possivel.

2044. Calcular as dimensdes exteriores que deverd ter um caixote
Tetangular aberto, com espessura dada das paredes de 3 e a capa-
cidade (interna) V, para que em sua fabricagio seja gasto a menor
quantidade possivel de material.
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2045. Em que ponto da elipse
2% y?

Carl e e ]

a? bt

a tangente a esta forma com o0s eixos coordenados um tridngulo de

menor 4rea’
2046*. Achar os eixos da elipse

522+ 8xy + S5y = 9.

2047. Em uma esfera dada inscrever um cilindro cuja superficie

total seja mdxima.

2048. Os cursos de dois rios (dentro dos limites de uma deter-
minada regido) representam aproximadamente uma pardbola y =
— x% e uma reta x — y — 2 = 0. Deve-se unir estes rios por meio de
um canal retilineo que tenha o menor comprimento possivel. Por
que pontos deveremos traga-lo?

2049. Achar a distdncia mais curta do ponto M(1; 2; 3) & reta

2050*. Os pontos 4 e B estdo situados em diferentes meios 6pticos,
separados um do outro por uma linha reta (fig. 72). A velocidade
de propagac¢do da luz no primeiro meio ¢ igual a v; e no segundo,
vy. Aplicando o “principio de Fermat”, segundo o qual o raio lumi-
noso se propaga ao longo da linha AMB, cujo percurso exige um
tempo minimo, deduzir a lei da refragdo do raio de luz.

A

I
i
l\ A ! !
A i
d : ALt e :(}
a, I
[ M :
l; H
‘4? 2{ ﬂf
FIG. 73

2051. Aplicando o “principio de Fermat”, deduzir a lei de reflexao
do raio de luz de um plano num meio homogéneo (fig. 73).

2052*. Se por um circuito elétrico de resisténcia R passa uma
corrente I, a quantidade de calor que se desprende em uma unidade
de tempo é proporcional a I?R. Determinar como dever4 ser distribuida

§15. PONTOS SINGULARES DE CURVAS PLANAS 235

corrente I em I,, I, e Iy por meio de trés condutores de resisténcias
.‘}g R, e R, respectivamente, para que o desprendimento de calor
1

seja minimo?

§ 15. Pontos singulares de curvas planas

finicd i lana
i de to singular. Um ponto M(#%, ¥, de uma curva p
flx ;; '=D:} é cl‘:madpgnde pofto singular, se suas coordenadas satisfazem simulta-

neamente as trés equagdes:
flzg. ¥0) = 0, fal%e ¥o) = 0, (%o ¥o) = 0.

2°. Tipos principais de pontos singulares. Suponhamos que no ponto singular
isolado M (x,, ¥, as derivadas de 2. ordem

A =[5 3, B =filre ) C=Iiplte Y

ndo sejam todas iguais a zero e que
A = AC — BY,
neste caso teremos: ,
a) se A >0, M serd um ponto isolado (fig. 74);
b) se A < 0, M serd um ponio nodal (ponto duplo) (fig. 73); - 4
ie (fig. , ou de
=0, M e ser um ponto de reversdo de 1. espécie (
C);f. ?spécie (fig?o;i'f), ou um ponto isolado, ou um ponio duplo com ftan -
gentes coincidentes (fig. 78). :
Ao resolver os problemas desta parte € obrigatéria a construgdo das curvas.

- to nodal, se
xemplo 1. Demonstrar que a curva 4% = ax? 4 »* tem: um pon L
a> EO: nurpOnto isolado, se aq< 0 e um ponto de reversio de 1%, espécie, se a - 0
S;lm;lo Neste caso, f(# ¥) = ax® + »% — y*. Achamos as derivadas parciais
¢ as igualamos a zero
filx, ¥) = 2ax + 35 =0,

Silx, y) = — 2y = 0.

2
Este sistema tem duas solugdes: O (0;0) e N [ - F.‘SF a;0 ] porém as coordenadas

do ponto N nio satisfazem 4 equagio da curva dada. Isto & hi um sé ponto sin-
gular O (0; 0).
Achamos as segundas derivadas e seus valores no ponto O:

fot(x, y) = 2a + 62, A= 2a,

Iz ) =0, B =0,

Fle ) =—2 c=-2
A=AC — B* = — 4a.

Portanto,

se g > 0, entio A < O e o ponto 0 é nodal [[ig. 79

sea < 0, entio A > O e o ponto O € isolado (fig. 80); 3 V_:'
sea = 0, entio A = 0. A equagdo da curva neste caso serd y* = #¥ ou : B ﬂ:tcxi;.
onde # > 0: a curva é simétrica em relagio ao eixo ox, qgc € t:mgfgn 3
mesma.Portanto, o ponto M serd um ponto de reversio de 1%, espécie (fig. .
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Determinar o cardter dos pontos singulares das seguintes curvas:
2053. y* = — x* + 2% 2054, (y — x%)2 = 25.

M 2055, aty? — afaxt — 20 2056. x%y? — x2 — y2 = 0.

= 2057. x® + y® — 3axy = 0 (folha de Descartes). :

M .4 2058. y*(a — x) = x® (cissbide).
2059. (22 + v?)? = a®(x®> — y?) (lemmiscala).
2060. (a + x) y2= (@ — x) x* (estrofdide).
2061. (x* + ¥?) (x —a)® = b%x? (@> 0, b> 0) (concbide). Examinar
FIG. 74 FIG. 75 FIG. 76 trés casos:

1) a>b 2)a=0b 3) a<hb.

2062. Determinar como varia o cardter do ponto singular da
curva y> = (x — a) (x — b) (x — ¢) em dependéncia dos valores de a,
i b, ¢ (a< b< ¢ sdo reais).

§ 16. Envolvente

1°. Defini¢do de envolvente. Chama-se envolvente de uma familia de cwrvas planas

0 o regulaves, a curva (ou o conjunto de curvas) tangente a todas as linhas desta familia,
sendo que cada um dos seus pontos estd em contacto com alguma linha da familia
examinada.

M 2°, Equagdo da envolvente. Se uma familia de curvas, dependente de um para-
metro varidvel «,
FIG. 77
FIG. 78 f{x. Y. 0‘1) = 0,

onde f é diferencidvel, tem envolvente, as equagdes paramétricas desta sdo determi-
nadas por meio do sistema de equagdes:

{ flz, y,0) =0,

falx, y,0) = 0.

Eliminando o parimetro x do sistema (1), teremos uma equagdo da forma
D(x, 3) = 0. @)

(n

Convém assinalar que a curva (2), obtida formalmente (a chamada “curva discri-

Yl minante”), juntamente com a envolvente, se esta existir, pode conter um lugar geo-
métrico de pontos singulares de dada familia, que nio tomam parte da envolvente
desta familia.

a<{ Ao resolver-se os problemas deste pardgrafo recomenda-se construir os graficos.
Exemplo 1. Achar a envolvente da familia de retas
xcos o+ ¥ sena—gp =0 (p=const, p >0).
a 77 Solugdio. Esta familia de retas depende do parimetro . Compomos o sistema
de equagdes (1)
¥ cos o+ y sen o« — p = 0,
— xsen e+ ¥ cos o0 = 0.
Resolvendo este sistema em relagdo a x e y, obtemos as equagdes paramétricas

! da envolvente
i FIG. 80 FIG ¥ =p cos « y = p sen-a
. 81 » .
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Elevando ambas as equagdes ao quadrado e somando-as, eliminamos o pari-
metro ao:

A 9t = ph
Desta forma, a envolvente desta familia de retas é uma circunferéncia de raio P,

com centro na origem das coordenadas. A familia de retas dada ¢, PoOr sua vez, a
familia de tangentes desta circunferéncia (fig. 82).

YA

R
T

FIG. 82

2063. Achar a envolvente da familia de circun_feréncias

(x—a) + y2 = 2.
2064. Achar a envolvente da famfilia de retas
o 2
y=rkx + =

(k é o parimetro, p = const).

2065. Achar a envolvente da familia de circunferéncias de raio
igual a R, cujos centros se encontrem no eixo OX.

2066. Achar a curva que envolve um segmento de comprimento /,
quando seus extremos resvalam pelos eixos das coordenadas.

2067. Achar a envolvente da familia de retas que formam com
os eixos das coordenadas o tridngulo de 4rea constante S.

2068. Achar a envolvente das elipses de 4rea constante S, cujos
eixos de simetria coincidem.

2069. Averiguar o cardter das “curvas discriminantes” das fami-
lias das seguintes curvas (C é o parimetro):

a) 'y = (x — C)® (pardbolas cibicas);

b) 2= (¥ — C)® (pardbolas semictbicas) ;

c) ¥® = (x — C)? (pardbolas de Neil);

d) (a + x) (y — C)? = x%*(a — x) (estroféides).
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2070. A equagdo da trajetdria percorrida por um projéti]ﬁ]am;ado
desde o ponto O, com velocidade inicial vp € formando um éangulo «
com o horizonte (desprezando-se a resisténcia do ar), €

gx*

202 cos® o i

y=xtga—
onde g é aceleragio da gravidade.
Tomando o dngulo « como parametro, achar a envolvente de todas

as trajetdrias do projétil, situadas num mesmo plano vertical (“pard-
bola de seguranga’) (fig. 83).

¥

Ug

/) X

FIG. 83

§ 17. Comprimento do arco da curva no espago
A diferencial do arco de uma curva no espago em coordenadas cartesianas retan-—
gulares € igual a
ds = Vaz* + ay® + 4z,
onde x, ¥, z sio as coordenadas varidveis do ponto da curva. Se
y=y@, z=z()

s80 as equagBes paramétricas da curva no espago, o comprimento do arco no intervalo
compreendido entre ¢ = #; e £ = t, (t;, < 1,), serd

I
V(=) + (2] ()
=N+ (2) 5 -
t
Achar o comprimento dos arcos das curvas dadas nos problemas
2071—2076:

RO —t, 3y = 1%, .2::—2;—'3 de ¢ =0 até i.— 2.

xX=x [f),

EUTP 8 xi— 2 cosit, y=— 2 sent, 2=t de t=0 até t = =.
T

2073. x = éfcos t, y=ce'sen {, z=¢ de t=0 até um valor
arbitrario de 7.

2074. =_‘;_’ z=_’;3 de x =0 até x = 6.
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2075. x®* = 3y, 2xy = 9z do ponto O(0; 0; 0) até o ponto M(3.
3;2)

2076. y = aarcsen X, zz%lnf—f—’ do ponto O (0; 0; 0) ate
a a— x
o ponto M(x,, ¥, 2).
2077. A posicio de um ponto num instante qualquer #(¢ > 0) ¢
determinada pelas equagdes
x=2f, y=Int¢ z=1+.

Achar a velocidade média do movimento entre os instantes =1
e tz == 10.

§ 18. Fungdo vetorial do argumento escalar

1°. Derivada de uma funcdio vetorial de um argumento escalar. 4 fun¢do vec-
torial @ = a(t) pode ser determinada dando as trés fungdes escalares ay(#), ay(t) e
a(f), isto é, de suas projegdes sobre os eixos das coordenadas:

a=az(t)i+ ay(t) j + a.(t) K,

onde £, j' e k sio vetores unitérios (ortos) dos eixos coordinados Ox, Oy e Oz.
A derivada da fungdo wvetorial @ — a(l) em relagio ao argumento escalar f ¢
uma nova fungdo wvetorial determinada pela igualdade

9 _ i S+ A) — @) _ dast) ;| day)
dt At At dt dt
O médulo da derivada da fungdo vetorial & igual a
da

=V + e
dt dt dt dt
O extremo do raio vetor varidvel r — *(¢f) descreve no espago uma curva

=213+ y() § + 2(0) K,
que recebe o nome de koddgrafo do vetor r.

da,(t) k

+
i dt

r
A derivada b representa um vetor, tangente ao hoddgrafo no ponto corres-
pondente, sendo
ds

dr

@ | @’

onde s € o comprimento do arco do hodégrafo, tomado desde um ponto inicial. Em
particular 5

ds

dr
Se o parimetro f € o tempo, — —®» &€ o vetor da velocidade do extremo do
dt
vetor r e
ar dx
dt? dt
€ o vetor de aceleragdo deste extremo.

§ 18. FUNCAO VETORIAL DO ARGUMENTO ESCALAR 241

2°. Regras principais para a derivag@o de fungdes vetoriais de um argumento
escalar.

d da db de
s b — ) = — _——
el N s Eaail o2
4 o é lar constante ;
2) — (ma) = m — , onde m € um esca ;
di dt

3) _i (ea) = ﬂ a+g E , onde ¢(f) € uma fun¢io escalar de f;
dt dt dt

da db
d da db 5_f_ b)) = — xbt+tax—:
4] -d-‘—{ab}=zb+a dt '’ ! dt i dat a’

7 a f_‘_‘, = 0, se |@| = const.
dt

d = da ki
6) — a[?{fh = — -ﬂ :
dt dp dt .
Exemplo 1. O raio vetor de um ponto médvel é dado, em qualquer instante do
tempo, pela equagdo
i r =i — 4§ + 3k (L
Determinar a trajetoria, velocidade e aceleragio do movimento.
Solugdo. Da equagdo (1) temos:
x =1, y = — 42, z = 3f2.

Eliminando o tempo f, temos que a trajetéria do movimento é uma linha reta

e LI 8]
0 -—a 3
Derivando a expressio (1), achamos a velocidade do movimento
o (R L
dt
e a aceleragio do mesmo
sz 8j + 6k.
dr
A grandeza da wvelocidade € igual a
ar | Y a6 = 10]1].
dt
Notemos que a aceleragio € constante e tem a seguinte grandeza:
2,
| VT F 6 = 10.
di®

78. Demonstrar que a equacio vetorial r — r; = (r, — rl)_t,
01r1‘212z30r'lg e]::~2 sio oOs rag)s vetoxc*les E!c dois pontos dados, € a equacgao
de uma reta. 4 ;

2079. Determinar que linhas sdo os hoddgrafos das seguintes
fun¢des vetoriais:

a) r =at ¢; c) r=wacost+ bsent;

b) r = e 4 b¢; d) r =@ cosh ¢t + b senh ¢,
onde @, b e ¢ sdo vetores constantes, ao mesmo tempo que os vetores
@ e b sio perpendiculares entre si.

16—35
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2080. Achar a derivada de fun¢ado vetorial da fungao a(?) = a(?) a(¢),
onde a(¢) ¢ uma fungio escalar e @°(f) é um vetor unitario, nos casos
em que o vetor a(f) varia: 1) somente em comprimento; 2) somente
em diregido; 3) em comprimento e diregdo (caso geral). Esclarecer o
sentido geométrico dos resultados obtidos.

2081. Aplicando as regras para a derivagio de fungdo vetorial
de um argumento escalar, deduzir a férmula para a derivagio do
produto misto de trés fungdes vetoriais, @, b e e.

2082. Achar a derivada em relagio ao parametro #, do volume
do paralelepipedo construido sobre trés vetores:

a=i+tj+ ek, b=2i—j+%k; e=—1i4 8+ k.

2083. A equagdo de um movimento é

r = 3i cos £ + 4j sen f,
onde ¢ é o tempo. Determinar a trajetéria deste movimento, a velo-
cidade e a aceleragio do mesmo. Construir a trajetéria do movimento

e os vetores da velocidade e da aceleragdo para os instantes f = 0,
™

t=Zet=2=.
4 2
2084. A equagdo de um movimento é
r = 2i cos ¢ + 2j sen ¢ + 3kt.
Determinar a trajetéria, velocidade e aceleragio deste movimento.
A que sdo iguais a grandeza da velocidade e da aceleragao do movi-

mento e quais sio suas diregdes nos instantes £ =0 ¢ ¢ = -;—:-?

2085. A equagdo de um movimento é
r = 1 cos a cos wi + j sen a cos wf + k sen wt,

onde « e w sdo constantes e £ é o tempo. Determinar a trajetéria
do movimento, a grandeza e a dire¢do da velocidade e a aceleragio
do movimento.

2086. A equagido do movimento de um projétil (desprezando-se
a resisténcia do ar) é
2
r=1vd — 5—;— k,
onde y{ vy, Uy, Vo) € 2 velocidade inicial. Achar a velocidade e a
aceleragao num instante qualquer.
-2
2087. Demonstrar que se um ponto se move pela pardbola y = — ,
a

z = 0 de tal forma que a projecdo da velocidade sobre o eixo OX se
mantém constante [-E:* == const) , a aceleragio também se mantera

constante.

2088. Um ponto situado na rosca de uma tarraxa, que se enrosca
numa viga, descreve uma linha helicoidal

x=acos B, y=asen 6, 2= 10,

1‘
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onde 0 é o dngulo de giro da tarraxa, a, o raio da mesma e %, a
elevagdo correspondente ao giro de um radiano. Determinar a velo-
cidade do movimento do ponto.

2089. Achar a velocidade de um ponto da circunferéncia de uma
roda de raio a, que gira com uma velocidade angular constante «
de tal forma, que seu centro se desloca em linha reta com uma velo-
cidade constante u,.

§ 19. Triedro intrinseco da curva no espago

Em todo ponto M (x, ¥, z) que nio seja singular, de uma curva no espago
¥ — r (), pode-se construir um friedro infrinseco formado por trés planos perpendi-
culares entre si (fig. 84):

dr d*r
1) o plano osculador MM ,M,, no qual situam-se os vetores ;* e —;‘-‘;
i dr
2) o plano normal MM,M,, perpendicular ao vetor E AL

3) o plano retificante MM, M, perpendicular aos dois primeiros planos.

Plano
retificante

FIG, 84

As intersegSes destes trés planos formam trés retas: 1) a tangente MM, . 2) a
normal principal MM, ¢ 3) a binormal MM, que se determinam, respectivamente,
Pelos vetores:

)T = ? (vetor da tangente) ;
(]

2) B = -~ x or (vetor da binormal), e
el de®

3) N =B x T (vetor da normal principal).

16+
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Os wvetores unitdrios correspondentes

= V ==
Bl IN|

dt
t:-ﬂ- V= B B=tTtxv.
ds’ dr |’
ds

Se X, ¥V, Z sdo as coordenadas varidveis do ponto da tangente, as equagdcs
desta tangente no ponto M(x, y, z) terio a forma

A= N Y
Ty Ty Ty

? (n

d
onde T = %{ » Ty= _EZ M P ~:i ; partindo da condig@o de perpendicularidade
¢ t ¢

da reta e do plano, obtemos a equagdo do plano normal:
To(X — 2} + TylY — ) + To(Z — 1) = 0. )

Substituindo nas equagdes (1) e (2) Ty, Ty, T, por Bz, By, B; e Ny, Ny, N, obtemos
as equagdes das retas binormal e normal principal e, respectivamente, dos planos
osculador e retificante.

Exemplo 1. Achar os vetores unitirios principais 1, v ¢ B da curva

x =1, y=:.. z =1

no ponto ¢ = 1.
Escrever as equagdes da tangente, normal principal e binormal neste ponto.
Solugdo. Temos:

r=ti + *j + £k

d_r=i+2rj+3:2k.
dit
d*r
—_— =2 61k.
det i+
Portanto, para £= 1l obtemos:
T=—=1-+2j + 3k;
£.f Je
dr d*r
B = e =[12 3|=6L~6 2k;
dt di® i+
0 2 6
i ik
N=BxT=|[6 —6 2|=—22i— 16§ 4 18k.
1 24 8
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Assim,
i+ 2j+ 3k p..zji_31+k, R — 114 — 8§ + 9k
i i | Yis V266

Como para f = 1, temos x = 1, y= 1 2= 1, entdo

- AL AN (e (OO Socedll

1 2N Al
sio equagdes da tangente,

x—1 il S d

"SRR, S I |

sfo equagdes da binormal e

x-—l__y-—-l__x—‘l

I - 11 -8 9

sio equagdes da normal principal.
Se a curva no espago £ dada como a intersecio das duas superficies

Flx,y.2) =0, G{x, 3.2 =0,

dr
em lugar dos vetores = e an

d®r{d%x, d*y, d%}, podendo-se considerar uma das varidveis #, y, z como indepen-
dente e supor que sua segunda diferencial € igual a zero.
Exemplo 2. Escrever a equagZio do plano osculador da circunferéncia

x’+y‘+;’=6, x+y+xm-0 [J}

no ponto M(1; 1; — 2). !
Solug@io. Diferenciando o sistema (3), como se x fosse varidvei independente,
teremos:

podemos tomar os vetores dr{ds, dy, d:} e

xdx + ydy +zdz=0,
dx +dy +dz=10

e
dx® +dy? + ydy +dP 4+ 2d% =0,
d?y + d% = 0.
Fazendo = 1, y = 1, z = — 2, teremos:
dy = — dx; dr = 0;

2 2
@ty = — — d¥%, dizr = — da’
. 3 3
Portanto, o plano osculador ¢ determinado pelos vetores

{dx, —dx, 0} e {D, - -E- dx?, -i-dx‘}

fL-10 o {0 -1, 1.
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Donde o vetor normal ao plano osculador €
i ik

B=|1 —1 0

0 —1 1

- —i-j—k

e, assim, sua equacgdo serd
—lx— D) —(y— 1) = (42 =0, *+y+2=0,
como deveria ocorrer, j4 que nossa curva se encontra neste plano.

isto €,

2090. Achar os vetores unitdrios principais 1, v, B da curva

x=1—cost y=sentf =z=ti

no ponto ¢ = —’2-:-

2091. Achar os vetores unitdrios da tangente e normal principal
da espiral coOmica
r=¢'(icost+jsent+ k)
em um ponto arbitrdrio. Determinar os ingulos que formam estas
retas com o eixo OZ.
2092. Achar os vetores unitdrios principais t, v, p da curva

M= xR

no ponto x = 2.
2093. Dada a linha helicoidal

X =a cos't z= b,

escrever as equagdes das retas que formam as arestas do triedro
intrinseco em um ponto arbitrario desta linha. Determinar os co-se-
nos diretores da tangente e da normal principal.

2094. Escrever as equagdes dos planos que formam o triedro
intrinseco da curva
x2 4+ y2 4 22 = 6,
no ponto M(1; 1; 2).
2095. Achar as equagdes da tangente, do plano normal e do plano
osculador da eurva

¥y =a sen t,

22—yt 22 =4,

=1 2 =ifd

no ponto M(2; 4; 8).
2096. Achar as equagdes da tangente, da mormal principal e da
binormal num ponto arbitririo da curva

" " 12
x:—’ = —, E = —

4 3 2

y='tzr

Achar os pontos em que a tangente a esta curva é paralela ao plano
%+ 3y +2z—10=0.
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2097. Achar as equagdes da tangente, do plano osculador, da
normal principal e da binormal da curva
b
2

2=

no ponto { = 2. Calcular os co-senos diiclores da binormal neste ponto.
2098. Escrever as equagdes da tangente e do plano normal as
seguintes curvas:
a) x= R cos¥%, y =R sen t cos [, z= R sen ¢, quando ¢ = —:-

(R >0);

b) 2= x*+ ¥, £ =y no ponto (1; 1; 2);

c) #?+ y? -+ 22 =25, x + z = 5 no ponto (2; 2J/3; 3).

2099. Achar a equagio do plano normal a curva z = x* — y?

= x na origem das coordenadas.

2100. Achar a equagio do plano osculador i curva x = ¢,
y=¢"*, z=1J2 no ponto t = 0.

2101. Achar as equagdes do plano osculador as curvas:

a) 2%+ y*+22=29, 22 — ¥ = 3 no ponto (2; 1; 2);

b) x% = 4y, %= 24z no ponto (6; 9; 9);

) 2%+ 22 = a%, y? -+ z* = b® em qualquer ponto da curva (%o
Yos Za)- a3

2102. Achar as equagdes do plano osculador, da normal principal
e da binormal a curva

b

2103. Achar as equagdes do plano osculador, da normal principal
e da binormal a linha helicoidal cOnica x = ¢ cos f, y = ¢ sen A
z = bt, na origem das coordenadas. Achar os vetores unitirios da
tangente, da normal principal e da binormal, na origem das coorde-
nadas.

a
-

= x, x?=zno ponto (1; 1; 1).

§ 20. Curvatura de flexdo e torsdo
de uma curva no espago

1°. Curvatura de flexfio. Entende-se por cwrvalura de flexdo de uma curva
regular no ponto M, o nimero
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onde ¢ € o dngulo de giro da tangente (dngulo de contingéncia ) no segmento de curva

——

MN e As, o comprimento do arco deste segmento de curva. R se chama raio de
curvatura de flexdo. Se a curva é dada pela equagio * — ¥(s), onde s € o compri-
mentc do arco, entdo teremos:

da*r
ds®

1

R

No caso em que a curva ¢ dada em forma paramétrica geral, temos:

dar a*r
—_ X

R dt di*
R dr |3 (1
dt

2° Curvatura de torsfio. Entende-se por curvatura de torsio de uma curva no
ponto M, o niimero

onde B € o éngulo de giro da binormal (dngulo de contingéncia de 2° grau) no seg-

mento de curva MN. A grandeza p se chama raio de curvatura de torsdo de 2° grau.
Se r = r(s), temos

dr d*r d%r
ds ds? dsd
BRI . A g A et

(&)

A 2
onde o sinal negativo é tomado, quando os vetores E ev tém a mesma diregio,

i=ﬂ:ﬁ‘_ﬁ'=
<) ds

e o sinal positivo, em caso contrédrio.
Se v = 7(f), onde ¢ é um pardmetro arbitririo, teremos:

ar ar &
L a_ar _ad X
p Exd’?r

e i1 e

Exemplo 1. Achar as curvaturas de flexio e de torsdo da linha helicoidal
r=1%acost+ jasent+ kbt (a>0).
Solugdio. Temos
dar

—— = —dasenf+ jacos?+ kb,
di

dzr'=-—iacost—jasen!,

dr?

i = —dasen?— jacos i

daes
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Dai
|4 j k
i’:x-ﬁr—z — asen i acost b|=1absent— jabcost+ a*k
dt di®
—acost —asent D
e
— aseni acos? b
dr d@r d°r ”
ool il — acost —asent 0|=a%.
di- di¥ 4
asenf{ —acost 0

Portanto, baseando-se nas férmulas (1) e (2), obtemos:

O a

R (a* + 3972 a® + b*
B

iy a®h e b

e ) a(a® + b%) a® 4 b

isto &, para a linha helicoidal as curvaturas de flexdo e de torsdo sio constantes.
3°. Férmulas de Frenet

dz v dv T B ap v
_=—-——+—)
ds R - ds P

2104. Demonstrar que se a curvatura de flexdo € igual a zero em
todos os pontos de uma linha, esta € uma reta.

2105. Demonstrar que se a curvatura de torsdo € igual a zero
em todos os pontos, esta € uma curva plana.

2106. Demonstrar que a curva

x=1+ 3¢t 4 22, y=2—2¢+ 58,

é plana; achar o plano em que se encontra.
2107. Calcular a curvatura das linhas:
a) x =cos ¢, y =sen ¢ z= cosh ¢, quando £ =0;
b) 22— y2+22=1, y>—2x+2=0 no ponto (I; 1; _1).
2108. Calcular as curvaturas de flexdo e torsio das seguintes
curvas em qualquer ponto:
a) x=2¢ cost, y=2¢ sen t, z2=2¢'; i} J
b) x=a cosh ¢, y=a senh ¢, z=at (a >0;linka helicoidal hi-
perbolica). i
2109. Achar os raios de curvatura de flexio e torsio das seguintes
linhas em um ponto arbitrério (x, y, z) (os parametros sao positivos) :
a) x* = 2ay, x°= 6a’z;
b) 2 = 3p2y, 2xz = P2

z=1—1*
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2110. Demonstrar que as componentes tangencial e normal do
vetor de aceleragdo w se expressam pelas férmulas

du vl
TR Rt B

onde v é a velocidade; R, o raio da curvatura de flexdo da traje-
téria; t e v, os vetores unitdrios da tangente e da normal principal
a curva.

2111. Pela linha helicoidal # = i @ cos? + j a sen ¢ + bt k move-se
uniformemente um ponto com velocidade ». Calcular sua acelera-
cdo w.

2112. A equagido de um movimento é

r =t 4 & 4 Bk.
Determinar nos instantes £ =0 e £ = 1: 1) a curvatura de flexdo

de trajetéria e 2) as componentes tangencial e normal do vetor de
aceleragdo do movimento.

b

b I

Capitulo VII
INTEGRAIS MULTIPLAS
E CURVILINEAS

§ 1. Integral dupla em coordenadas retangulares

1°, Cilculo imediato de integrais duplas. Chama-se integral dupla de uma fungio
continua f(x, ¥), sobre um recinto fechado e restrito S do plano X0Y, o limite da
soma integral dupla correspondente

SS”" dndys  fia S0 e A KA, (1
mix Axg-+0 § & £
(S) méx Ayg-+0

onde Ax; = x4y — %, AyYe = Ye4y — Yk © @ soma se estende aos valores de 1 e &
para os quais os pontos (¥; y) pertencem ao campo S. v

2° Colocagio dos limites de integragfio na integral dupla. Distinguem-se duas
formas principais de campos de integragdo: 2y

1) O campo de integragdio S (fig. 85) estd limitado & esquerda e 3 direita Pela.s
retas ¥ = x, e ¥ = %, (%3 > #), enquanto que por baixo e por cima esti limitado
pelas curvas continuas y = (%) (48) e y = 9,%(CD) [py(*) 2 @,(#)], cada uma das
quais € cortada pela vertical ¥ = X(»; < X < x,) em um s6 ponto (ver a fig. 83).
No canipo S a varidvel x varia desde #, até ¥, e a varidvel y, quando » permanece
constante, varia entre y;, = p,(3) até y, = @,(#). O célculo da integral (1) pode ser
feito reduzindo-a a uma integral reiterada da forma

%y Pal*)
SS;{;, y) dx dy = de S f(%, ) dy,
(5) = Flx)

Pa(*)

onde ao calcular f(z. ¥) dy se considera ¥ como grandeza constante.

] -
2) O campo gql:[xintegra;ao S est4 limitado por baixo e por cima pelas retas y =3,

€ y =y, (y; > ¥, enquanto que pela esquerda e pela direita estd limitado pelas

curvas continuas x = ,(y) (AB) e x = u(y) (CD) [Y3(y) = ¢4(y)], cada uma E’;S
quais & cortada em um sé ponto pela horizontal y = Y (y, < Y <y, (fig- 86).
Analogamente ao caso anterior, temos;

¥s $a(¥)
SS fi 3) dx dy = de S 1z, 3) dx,
() ” waly)

Yaly)
onde ao calcular a integral f(#, y) dx se considera y como grandeza constante.

ly)
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Se o campo de integragio ni3o pertence a nenhuma das formas anteriormente

examinadas, procura-se dividi-lo em partes, de forma que cada uma delas correspondz
a alguma daquelas formas.

Y Y=¢2(T) Ya

Y
S

FIG. 85 FIG. 86

Exemplo 1. Calcular a integral

1=

D ey =

. |
dx S (x + ) dy.
Soluggio. 7

1 1
-1
I=S[xy+—',f]y dx=S[[x+l]—[;~'+f]].2,=i.
2 ) |yms= 2 2 2
0 0
Exemplo 2. Determinar os limites de integragiio da integral
SS flx, y)dz dy,

FIG. 87

se o campo de integragiio S (fig. 87) estd limitado pela hipérbole 32 — 2% = 1 e pelas
duas retas x = 2

e ¥ = — 2 (considera-se o campo que compreende a origem das
coordenadas).
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Solugfio. O campo de integragio 4 BDC (fig. 87) esti limitado pelas duas retas
e — 2 ¢ ¥ =2 e por dois ramos da hipérbole

y=V1+ = ey=—VI+ 4,

isto ¢, pertence 2 primeira forma. Temos:

2 Yigs
SSf{x, y) dx dy = S dx S flx. ») dy.
® ‘2 _yiEm

Calcular as seguintes integrais reiteradas:

2 1 4 2 3
y -

2113. de S(xz + 2y) dx. 2114. des =P

0 0 3 1

Canl ey 2116 nd ’S"'“"

- . x »

2115.5de = S ) 5

0 0 =

2117. S dy S (x + 2y)dx.

w»

2r @

2118. qu: S y dr.

-3 ’.2_4 0 asen g
% Scosg : K : 3
2119. S do S 72 sen? g dr. 2120. de S Vi—a*—3*dy.
0 0
r o

¥

Escrever as equagdes das linhas que limitam 0S campos a que
se estendem as integrais reiteradas abaixo indicadas e desenhar
estes campos:

2 2-y 3 =+9
2121. de S f(x, ¥)dx 2122. de S flx, y) dy.
w3 2_‘ 1 2
4
4 10—y 3 2x
2123. de S flx, v) dx. 2124. des flx, ¥) dy-
0 y i %
3 "25—-:’ ’ 2 =42 } d
2125. Sd, S f(x, y)dy. 2126. de S (=, y) dy-
-1 xt
0 1]
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Colocar os limi

tes de integragdo, em uma ou outra ordem, na
integral dupla

ng(x y)dxdy

()
para os campos S seguintes:

2127. S é um retdngulo com vértices 0(0;0), 4(2; 0), B(2; 1),
Cc(; 1).

2128. S é um tridngulo com vértices 0(0; 0), A(1; 0, B(1: 1).

2129. S ¢ um trapézio com vértices 0(0; 0), 4(2; 0), B(1; 1),
C(0; 1).

2130. S é um paralelogramo com vértices 4(1; 2), B(2;4),C(2;7),
D(1; 5).

2131. S é um setor circular OAB com centro no ponto O(0; 0),
cujo arco tem seus extremos em A(1; 1) e B(—1; 1) (fig. 88).

2132. S é um segmento parabdlico reto 4

Y
B(41) Alt)
0 T
FIG. 88

2133. S é um anel circular limitado pelas circunferéncias, cujos
raios sio r =1e R=2 e cujo centro comum situa-se no ponto
0o(0; o).

2134. S est4 limitado pela hipérbole y2 — x2 — | ¢ pela circunfe-
réncia x? + y2 — 9 (considera-se © campo que compreende a origem
das coordenadas).

-2135. Colocar os limites de integragdo na integral dupla
/e, 5)ax ay,

(S)
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campo S estd determinado pelas seguintes desigualdades:
0 - -
¢ 220; y20; x+y<1; d) y>x; »>—1; y<I1;
;)) xz.;_,_y!eQa’; e) y<x<y -+ 2a; 0<y<a.
c) 2+ y'<x; : . 2 2 :
Inverter a ordem de integragdo das seguintes integrais reiteradas:
n

2136. idxus‘f(x. y) dy. 2137. ;dx i'f(x, y) dy.
: Y= e
2138. gdx V’S—' flx, ¥) dy. 2139. de S flx, y)dy.
0 ¢’:x’ % 0
= 1 1—-y
2140. E.dx hs” fx, 3) dy. 2141. ( ay L flx, y) dx.
Sz —xt 0 - Vi
==
2142. de S f(x, y) dx.
i 7
R!’E : i e
2143. S dxs Sz, y)dy+ S dx S f(x, ¥) dy
o o nzya o

sen x

2144, §dx Sf{x, y) dy.

0
Calcular as seguintes integrais duplas:

2145 Ss xdxdy, onde S é um tridngulo cujos vértices sao0(0; 0),
)
A(1; 1) e B(0; 1).
2146. SSx dx dy, onde o campo de integra¢do S ¢é limitado pela

reta que tl?as.sa pelos pontos A(2; 0), B(0; 2) e pelol arcc;. deg;;rcun—
cia de raio 1 que tem seu centro no ponto C(0; 1) (fig. ;

ol lo de raio a com
2147, SS ﬁ%};, onde S é a parte do cfrculo

Centro ncfs’ponto 0(0; 0), situado no primeiro quadrante.
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2148. SSV:’ —Yy*dxdy, onde S ¢é um tridngulo com os vértices
: ()
nos pontos 0(0; 0), A(1; —1) e B(1; 1).

2149. SSyxy — y*dxdy, onde S é um tridngulo com os vértices
15
nos pontos O(0; 0), A(10; 1} e B(1; 1).

2150. SS ¢’ dxdy, onde S é um tridngulo mistilineo OA B, limi-
3
tado pela pardbola y2= x e pelas retas x =0, y=1 (fig. 91).

x dx dy
2151. SS x,_ty,, onde S é um segmento parabdlico, limitado
(5 '

pela parabola y — %! e pela reta y = x.

Y
B(0;
(7:2) 5 Y)
B(0;7) Al 1
£(0;9) (7:7)
0] Alzig) X g =
FIG. 90 FIG. 91

2152. Calcular as seguintes integrais e desenhar os campos a que
se estendem :
1=-cos x
dx S 2sen xdy; o
1 e dy E x?sen? ydx,

0

e LIE]

c)

|
k]

dx S yidy,

Antes de resolver os problemas 2153—2157 recomenda-se fazer
os desenhos correspondentes.
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2153. Calcular a integral dupla

SS xy*dxdy,
)
se S é um campo limitado pela pardbola y2 — 2px e pela reta x — 2-
2154*. Calcular a integral dupla

SS xydxdy,
)
que se estende pelo campo S, limitado pelo eixo OX e pela semicir-
cunferéncia superior (x—2)% 4 2 = 1.
2155. Calcular a integral dupla
dx dy
SS VZa—=z
)
onde S ¢ um circulo de raio a, tangente aos eixos das coordenadas

€ que se encontra no primeiro quadrante.
2156*. Calcular a integral dupla

SSy dx dy,
)
onde o campo S estd limitado pelo eixo das abscissas e o arco da
cicléide
¥ = R(f —sen {),
y=R(l —cost) (0<it<2r).
2157. Calcular a integral dupla

dy,
{Sj}xydx Y

onde o campo de integragdo S est4 limitado pelos eixos das coorde-
nadas e pelo arco do astréide
™

X¥=Rcos’f, y= Rsen3t (0£t< E}-
2158. Achar o valor médio da fungdo f(x, ¥) = xy* no campo
S{0<x<1; 0<y<1}

Indicacdo. Dé4-se o nome de valor médio de uma Jungdo f(r,y) no campo S
40 nimero

1
S e— » d d -
F=rs (| s aray
)
2159. Achar o valor médio do quadrado da distidncia do ponto
M(x, y) do circulo (x —a)? 4+ y?< R? desde a origem das coordenadas.

17—35
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§ 2. Troca de varidveis em integral dupla

1°. Integral dupla em coordenadas polares. Quando na integral dupla se passa
das coordenadas retangulares x, y para as coordenadas polares », ¢, relacionadas
com as primeiras pelas expressdes

¥=rcosg, y=rseng,
verifica-se a férmula

SS flx, ¥) dx dy = SSJ"{' cos @, r sen @) » dr dy. (n
(5) (S)

Se o campo de integragio S estd limitado pelos raios y = o e » = B (x < B) e pelas
curvas r = 7,(p) e r = ry(p), onde 7,(p) e ry(p) (r,(p)<7,(p)) sfo funcdes continuas
uniformes no segmento a<@< f§, a integral dupla pode ser calculada pela férmula

B e
SS Flp, r)rdrd«p=$dq; F(p, ») r dr,
S) a LA

3(%)
onde F(p, ¥) = f(r cos @, r sen @). Ao calcular a integral F(p, ) r dr se considera

i ri(e)
constante a grandeza .
Se o campo de integragdo ndo pertence 4 forma examinada, deve-se dividi-lo
em partes, de modo que cada uma delas represente um campo da forma dada.

2°. Integral dupla em coordenadas curvilineas. No caso mais geral, se f(x, ¥)
¢ continua e na integral dupla

SS flx y) dx dy
5]

se quer passar das varidveis #, ¥ &s varidveis &, v, relacionadas com aquelas através
das expressdes continuas e diferencidveis

L 9{"- "')v Y == ';’{“t ")a

que estabelecem uma correspondéncia biunivoca e continua em ambos os sentidos,
entre os pontos de campo S do plano XOY e os pontos de um campo determinado
5’ do plano UQ'V, no mesmo tempo em que o deferminante de Jacob

ox oy

I=D(”ﬂ= ou Ou
D(w, v) ox 9y
w

conserva invaridvel seu sinal no campo S, serd vilida a férmula

Sg f(5. 3) dx dy = SS b0, blo o111 1 | s do.
s) (5°)

Os limites desta nova integral sfio determinados conforme as regras gerais, na
base da forma que tenha o campo S’.

ki
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Exemplo 1. Calcular a integral, passando as coordenadas polares

S V1 — 22— 32 dxay.
(S)
onde o campo S é um circulo de raio R = 1, com centro na origem das coordenadas

(fig. 92).

FIG. 92

Solugio. Fazendo » = r cos @, ¥ = r sen ¢, obtemos:
V1i—a2'— 32 =VY1— (rcosg)® — (rseng)t =)1— »2

Como no campo S a coordenada » varia de 0 a 1, qualquer que seja o valor de ¢, en-
quanto que ¢ varia de 0 a m, temos

2n 1
Rt TRt I 2
SS Y1 — 2 — y2drdy = Sd«ps rV1—r2dr =;11:.
(5) Lk

Passar as coordenadas polares 7 e ¢ e colocar os limites de inte-
gragao para novas varidveis nas seguintes integrais (f é uma funcio

continua):
2160. des flx, y) dy. 2161. des SV F 39)dy.
o o o o

2162, Ss f(x, ¥)dx dy,
©®

onde S é um tridngulo limitado pelas retas y = x, y = — x, ¥y = L.
e

2163. des f(%) dy.

=1

N3
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2164. SSf(x, ¥)dx dy, onde o campo S estd limitado pela lem-
S

niscata
(% + y2)? = a¥(x? — y?).
2165. Passando 3s coordenadas polares, calcular a integral dupla
SS ydxdy,
)
onde S é um semicirculo de didmetro 4 com centro no ponto
c[%; 0] (fig. 93).

YA
G
J|- J s X
a
FIG. 93

2166. Passando as coordenadas polares, calcular a seguinte in-
tegral dupla

SS(xz + y¥ dx dy,
S

que se estende ao campo limitado pela circunferéncia z® 4 y? = 2 ax.

2167. Passando as coordenadas polares, calcular a seguinte integral
dupla
: SS Ya? — 22— y2dxdy,

)
onde o campo de integracdo S é um semicirculo de ralo 2 com cen-
tro na origem das coordenadas, situado sobre o eixo OX.

2168. Calcular a integral dupla da fungio f(r, ¢) = 7 sobre o
campo limitado pela cardidide r = a(l 4+ cosg) e pela circunfe-
réncia 7 — a. (Considera-se o campo que nido contém o polo).

2169, Passando as coordenadas polares, calcular

a Ya-n
de S V22 + 32 ay.

0 0
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2170. Passando a coordenadas polares, calcular
SS Va2 — x%2— y2dx dy,
()
onde o campo S estd limitado por uma folha da lemniscata
(2 + y2 = @zt — y%)  (220).
2171%. Calcular a integral dupla
A
W5 S
)

que se estende ao campo S limitado pela elipse %:_ iz e

i 1, passando
a coordenadas polares generalizadas v e ¢ segundo as férmulas

i_‘?COS yﬁ?sen
a P, b'—‘ P.

2172**, Transformar a integral

csdx B§ Sz, y)dy

(0 <a< B ec>0), introduzindo as novas variaveis % = x + v,
=
2173*, Fazer a troca de varidveis #=x-4y, v=x — ¥ na
integral

1Sa?x if(x, y) dy.

2174**. Calcular a integral dupla
SS dx dy,
: ()
onde S é um campo limitado pela curva
x2 PERY P 2
i i
Indicagdo. Fazer a troca de varidveis
¥ =arcosg, Y =Dbrsenp.

§ 3. Cilculo das 4reas das figuras

1°. A drea em coordenadas retangulares. A drea de um campo plano S é igual a

arSi= SS dx dy.
(5)
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Se o recinto é determinado pelas desigualdades a<x<b, p(¥)<y<i(x),
onde @ e ¢ sdo continuas, temos

b (=)
ar. S = S dx S dy.
a ()

2° A édrea em coordenadas polares. Se o campo S € determinado em coorde-

nadas polares r e @ pelas desigualdades a<e<pB, 0<f(p)< r<F(p). onde F e f
sao continuas, temos

B8 F(o)
ar.S=SSrd¢dr=S&p S,dr.
(s) x  fle)

2175. Construir os campos, cujas dreas sdo expressas pelas seguin-
tes integrais

3 z+2 a VF:;
a) Sd:c S dy; D)de S dx.
-1 xt 0 a—y

Calcular estas dreas e trocar a ordem de integragao.
2176. Construir os campos, cujas dreas sdo expressas pelas inte-
grais:
™
2 dsece = a(l+cos ¢)
do S rdr; b Sa‘«p 7 dr.
™

0

a)

ulam;ﬁ;

Calcular estas 4reas.

2177. Calcular a drea limitada pelas retas x =y, x = 2y, x +
+y=a x+3y=a (a>0).

2178. Calcular a 4rea da figura situada sobre o eixo OX e limitada
por este eixo, pela pardbola y? = 4ax e pela reta x 4 y = 3a.

2179*. Calcular a drea limitada pela elipse

(y — 22+ 22=1.
2180. Achar a drea limitada pelas pardbolas
y¥=10x+4+ 25 e y* = — 6x + 9.

2181. Achar a drea limitada pelas seguintes linhas, passando as
coordenadas polares

292 —2%, APt dy Ty —'y iy —0]

2182. Achar a drea limitada pela reta » cos ¢ = 1 e pela circun-
feréncia #» = 2. (Considera-se a superficie que nio contém o polo).

2183. Achar a é4rea limitada pelas curvas
r=a(l 4+ cosg) e r=acosq (a>0).
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2184. Achar a drea limitada pela linha
2 i L 52

1 9 4 9
2185*. Achar a area limitada pela elipse
(x —2y + 3)2 4+ (3x + 4y — 1)2 = 100.

2186. Achar a drea do quadrilitero curvilineo limitado pelos
arcos das paribolas x? = ay, x® = by, y* = ax, y* = Px(0 <a < b,
0<a<p).

Indicagdo. Introduzir novas varidveis » e v, supondo

R=uy, P =uvy
2187. Achar a drea do quadrilitero curvilineo limitado pelos

arcos das curvas y?=ax, y2=bx, ay=a, xy=p (0<a<yb,
0<a< f).

Indicagdo. Introduzir novas varidveis u e v, supondo sy = y y® = vx.

§ 4. Calculo dos volumes dos corpos

O volume V' de wm cilindréide, limitado por cima pela superficie continua z =
= f (#. ), por baixo pelo plano z = 0 e lateralmente pela superficie cilindiica reta que
corta no plano AOY o campo S limitado, fechado e quadrado (fig. 94), ¢ igual a

¥F= Sgﬂx. ¥) dx dy.

5
Zf Z

¢(0;0:1)

b |

p——— A(1:00) B(1:1;0)
By

X ’
FIG. 94 FIG. 95

2188. Expressar por meio de uma integral dupla o volume de
Uma pirdmide cujos vértices sio O(0; 0; 0), A(1; 1; 0), B(1; 1; 0)
€ C(0; 0; 1) (fig. 95). Colocar os limites de integragdo.
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Nos problemas 2189—2192 ¢ preciso desenhar os corpos, cujos
volumes se expressam pelas integrais reiteradas:

— 2—-x

1 1 2

89.\4d — g . 2190. \dx \ (4 — x — y)dy.

21 §x}§(l x—y)dy §x§4 x — y)dy
1 11—z 2 2

2191. \d (1 — %) dy. 2192. \4d (4 —2x— y)dy.
§x § 1 x) dy OSx?S‘ x — y)ay

2193. Desenhar o corpo cujo volume € expresso pela integral

a Vai —x1

usdx S Vat — 22— 3y%dy, e a partir de razdcs geométricas, achar
o

0

valor desta integral. _

2194. Achar o volume do corpo limitado pelo paraboléide eliptica
z = 22% 4 y* + 1, pelo plano x + y = 1 e pelos planos coordenados.

2195. Um corpo esta limitado pelo paraboléide hiperbélico z —
= x* — y* e 0s planos ¥y =0, 2 =0, x = 1. Calcular o seu volume.

2196. Um corpo estd limitado pelo cilindro #2 + 22 = a2 e pelos
planos y = 0, z = 0, ¥ = x. Calcular seu volume.

Achar os volumes dos corpos limitados pelas seguintes superficies
(os pardmetros sdo positivos): :

2197. az = y?, x| 7 e

2198. y =Vx, y=2Vx, x4+ 2=6, z=0.

2199, z =2+ 3% y =13, y=1, z=

2200. x+ y+ 2z = a, 3x+yza,3x+y=a, y=0, z=0.

2
2000 Ll ) yz%x, y=0, z=0.

a? ct
2202. x* + y*= 2ax, 2= ax, z= Px (a> P).
Empregar nos problemas 2203—2211 as coordenadas polares e
generalizadas.
2203. Achar o volume total do espaco compreendido entre o cilin-

dro x* + y% = a? e o hiperboléide x% -+ y:— 22 = — g%
2204. Achar o volume total do espago compreendido entre o cone
2(x*+ y?) — 2* = 0, e o hiperboléide x2 4 Yy — 22 = — g2

2205. Achar o volume limitado pelas superficies 2az = x? + 2,
x4 y¥— 2= gt 2=0,
2206. Determinar o volume do elipséide

42 ¥t 2
& T

-;—; = I,

2207. Achar o volume do sélido limitado pelo parabol6ide 2az =
= x?+ y? e pela esfera x2 4- y2 + 22 = 342 (Subentende-se o vo-
lume contido dentro do paraboléide).
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2208. Calcular o volume do sélido limitado pelo plano XO0Y,
elo cilindro x2 - y? = 2ax e pelo cone x? + y2 = 22
P 2209. Calcular o volume do sélido limitado pelo plano XO0Y, pela
superficie z = ae~#*+7) e pelo cilindro x? 4 y2 = R
2210. Calcular o volume do sdlido limitadxc: peig plano XOY,
s Ll 5y s s
pelo parabolcnde xosies + e e pelo cilindro = +; =2 :: ;
2211. Em que razdo o hiperboléi?de %2 4 y2 — 22 = g? divide o
da esfera x2 4 9%+ 22<3a? )
VOIUZI;E*. Achar o volgme do sélido limitado pelas superficies
z=x+y xy=1xy=2, y=2%, y=2x 2z2=0(x>0, y>0).

§ 5. Calculo das 4reas das superficies

A drea o de uma superficie regular e uniforme 7z = f (¥, ), que tenha como
projecdo no plano XOY um campo 5, € igual a

9z \* oz \?
= - — | dx ay.
i SSV”[%] e
)
2213. Achara drea da parte do plano -;5+ % + i.: = 1, compreen-

dida entre os planos de coordenadas. y S

2214. Achar a 4rea da parte da superficie do cilindro x2? 4 y? =
= R2(z>0), compreendida entre os planos z=mx e z=nx
(m>n>0).

2215*. Calcular a 4rea da parte da superficie do cone x2 — y% = 22,
situada no primeiro octante e limitada pelo plano y + z = a.

2216. Calcular a drea da parte da superficie do cilindro »* + y* =
= ax, cortada do mesmo pela esfera x? +4 y% -4 22 = a%

2217. Calcular a é4rea da parte da superficie da esfera x2 4 y% 4

2 3
+ 2% — 42, cortada pela superficie % + % =1 0<p<a)

2218. Calcular a 4rea da parte da superficie do paraboldide
¥® + 2% = 24x, compreendida entre o cilindro y?>= ax e o plano
X = q.

2219. Calcular a 4rea da parte da superficie do cilindro x* -L—
+ ¥ = 2ax, compreendida entre o plano X0Y e o cone x% + y? = z%

2220*. Calcular a 4rea da parte da superficie do cone x* — y* =
= 2% situada dentro do cilindro x? 4 y2? = 2ax.

2220.1 . Achar a 4rea da parte do cilindro y2 = 4x, cortada pela
esfera x* 4 y2 4 22 = 5x.

. 2220.2. Achar a 4rea da parte do cone z = ¥ x® + »2, cortada pelo
cilindro (22 + y2)2 = a?(x? — y?).
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2221*. Demonstrar que as dreas das partes das superficies dog
parabolbides x* + y2 = 24z e x® — y? — 2az, cortadas pelo cilindro
x? + 92 = R?, sio iguais.

2222*. Uma esfera de raio 4 estd cortada por dois cilindros circy-
lares, cujas bases tém os didmetros iguais a0 raio da esfera e que
sdo tangentes entre si ao longo de um dos diAmetros da mesma. Achar
o volume e a 4rea da parte da Superficie da esfera que sobra.

2223*. Em uma esfera de raio & cortaram um orificio de base
quadrada, cujo lado ¢ também igual a 4. O eixo deste orificio coincide
com o didmetro da esfera. Achar a drea da superficie da esfera cor-
tada pelo orificio.

2224*. Calcular a 4rea da parte da superficie helicoidal
z = carctg 2, situada no primeiro octante e que estd compreendida
x
entre os cilindros 22 4 y2 = g2 e 22 4 32 = §? (0 < a<b).

§ 6. Aplicagcdes da integral dupla 3 mecanica

1°. Massa e momentos estiticos das l4minas. Se S ¢ um campo do plano X0V,
ocupado por uma limina, e p(#, ¥) € a densidade superficial desta lAmina no ponto
(¥; 3). entdo, a massa M da limina e seus momentos estiticos My e My em relagio
a0s eixos OX e,0Y sdo expressos pelas integrais duplas

M— SS plx, y)dxdy, My = SS yo(x, y) dx dy,
3 S

My = SS xplx, y) dx dy. (n
(5)

Se a ldmina é homogénea, entio p(*, ¥) = const.
2°. Coordenadas do centro de gravidade da limina,
gravidade de uma limina, temos

Z =

Se C (£,.7) € o centro de

MY’ g=Mx

M M
onde M €é a massa da limina e M x., My, seus momentos estiticos em relagdo aos eixos
das coordenadas (ver o 1

°). Se a ldmina é homogénea, entdo nas férmulas (1) pode-se
fazer p = 1.

3°. Momentos de inércia da limina. Os momentos de inércia de uma limina
em relagdo aos eixos OX e OV sdo iguais, respectivamente, a

»

Iy = SS Yolx, y) dxdy, Iy = 55 x*p(x, y) dx dy. (2)
s) (s
O momento de inércia da limina em relagio A origem das coordenadas ¢
I, = SS (*#* + Y p(x, 3) dx dy = Iy + Iy. (3
)

Fazendo p(x, ) = 1, nas férmulas (2) e (3), obtemos os momentos geométricos de
inércia das figuras planas.
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2225. Achar a massa de uma lamina circular de raio R se sua
densidade é proporcional & distincia do ponto desde o centro e igual
a2 & na borda da limina. o . .

2226. Uma limina tem a form:?\ de tridngulo retingulo com cate-
tos OB — a e OA = b; sua densidade em qualquer ponto é 1g‘ual‘
3 distancia do ponto desde o cateto OA. Achar os momentos estaticos
da 1Amina em relagdo aos catetos 04 e OB. ; '

2227. Calcular as coordenadas do centro de gravidade da figura
OmAnO (fig. 96), limitada pela curva y = sen x e pela reta 04, que

passa pela origem das coordenadas e pelo vértice 4 (% 1] da sinu-
w1d26228. Achar as coordenadas do centro de gravidade da figura
imitada pela cardidide » = a (1 + cos @). _

hmlztzazg. Ijkchar as coordenadas do centro de gravidade de um setor
circular de raio a, cujo angulo central é igual a 2« (fig. 97).

Y
Yh
T,
A(?Jf)
a
n a
™ 0 azz X

7 X

FIG. 96 FIG. 97

2230. Calcular as coordenadas do-1 cent;o de gzra.xjrdide da figura
imi ridbolas y? = 4x + 4 e y* = — 2x 4.
llm;.’tggf. %ei?csufai' o mom}ento de inércia do tridngulo limitado pelas
retas x + y— 2, x = 2, y = 2, em relagdo ao eixo 0X. :

2232. Achar o momento de inércia de um anel circular de didme-
tro d e D(d < D): a) em relagdo a seu proprio centro e b) em relagdo
a seu diametro.

2233. Calcular o momento de inércia de um c_luadrado de lado a,
em relacdo ao eixo que, passando por um dos vértices, ¢ perpendicular
ao plano do quadrado. !

2234*. Calcular o momento de inércia do segmento interceptado
da pardbola y? = ax pela reta x — a, em relagao é_ Feta y = e

2235*. Calcular o momento de inércia da superficie limitada pela
hipérbole xy — 4 e pela reta x + y = 5, em relagio a reta x =y.

2236*. Em uma lamina quadrada de lado 4, a densidade € pro-
porcional & distancia até um de seus vértices. Calcular o momento
de inércia desta lamina em relacdo ao lado que passa por este vértice.
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2237. Achar o momento de inércia da cardidide 7 = a(1 + cos o)
€m relagdo ao polo.

2238. Calcular o momento de inércia da superficie da lemniscata
7? = 2a* cos 29 em relacio ao eixo, perpendicular ao plano da mesma,
que passa pelo polo.

2239*. Calcular o momento de inércia de uma lamina homogénea
limitada por um arco da cicléide x — a(f — sen #), y = a(1 — cos 2)
€ 0 eixo OX, em relagio ao eixo OX.

§ 7. Integrais triplas

1°. Integral tripla em coordenadas retangulares. Chama-se integral tripla de
uma fungdo f(x, y, z), sobre um campo V limitado e fechado, o limite da soma
tripla correspondente:

SSS!{X ¥, £) dx dy dz = lim Z 22]{:1 Y1 %) A“‘tﬁy.fA?k
i mix Arg—>0 3 i &
) méx Ay;-+0
miéx Arg+0

O célculo da integral tripla se reduz a calcular sucessivamente trés integrais ordini-
rias (simples) ou calcular uma dupla e uma simples.

Exemplo 1. Calcular
I = SSS *3y*z dx dy dz,
Vv

onde o campo V € determinado pelas desigualdades
0=s2<1, O0<y<y, O<:<ay.
Solugdo. Teremos

1 x xy 1 x
gl 22 |xy
I=Sa‘xs dySz’y’zdzngxsty’—' dy =
2 o
0 o 0 0 0
1 x 1 1
5.4 5 48 10 1
=Sn‘z 4 d}’=§: —?——’dx= -x—d'x=—
2 2RIty 10 110
1] 1] 1] (1]

Exemplo 2. Calcular

Ss **dxdy d:,
)
2

o x 32 z2
estensa ao volume do elipséide — 4. 2 4+ — =1

a? b2 =
Solugdo.

SSS #Mxdy dz = ; X dx SS dy ds = § Sy, dz,

] —a (Sys) Lt
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1 2 £t e .
onde Sy; € a drea da elipse % -+ = 1— = x = const, igual a

o x* x?
Sy'z=ﬂbvl—?—'cvl—-‘z—T=T€bc[l——-a—s]-

Portanto, temos definitivamente:

a
2 4
ARdrdydr=mbe \ 2|1 — 2} dr = ~ raspe.
A a® 15

(V) -

2°. Troca de varidveis na integral tripla. Se na integral tripla

Sf(x, ¥, 2)dxdy dz
V)
preciso passa idvei idvei ionadas com as pri-
150 r das varidveis #, ¥, £ 4s varidveis u, v, w, relacio
:wiru pelas igualdades » = o, v, w), ¥ = J(w, v, w), 7 = y(u, v, w), onde as
fungdes @, ¢, y: 40 -
1) sdo continuas, junto com suas derivadas parciais de 1% ordem ; .
COITespo i i 5 tidos
bel ma ndéncia biunfvoca continua em ambos o5 sen ’
enh:)o:st;ont::egloucampo de integragdio ¥V do espago OXYZ e os pontos de um
campo determinado ¥V’ do espago O'UVW;
J) o determinante funcional (de Jacob) destas funcdes
ox Ox ﬁ

du v ow

Dz, ¥, ) dy 9y &y
T e S LRI e a4
D(u, v, w) ou v ow

&r or o

u v w

conserva invaridvel seu sinal no campo ¥(1), quando & vilida a férmula

SSSJ'{:. ¥y.3)dx dy ds = SSS fle(s, v, w), §(u, v, w), x(u, v, w)] | I| du dv dw,
(v)
Em particular, S Y
1) para as coordenadas cilindricas », . & (fig. 98), onde
¥=rcosp, y=rsenq, z=rh

o o0s que [ = y: I ;
WIZ:; patlra. as coordenadas esféricas @, {, » (p ¢ a longitude, ¢ € a latitude e »,

© raio vetor (fig. 99)), onde
¥=rcosfcosp, y=rcosyseng, z=rseny,
temos I = »? cos . .
Exemplo 3. Calcular a seguinte integral, passando-a is coordenadas esféricas

SSS Va® + 3 + 3* dx dy dz,
V)
onde V € uma esfera de raio R.
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z) v
M(Fspsh) ey
g
£
0 X oL ¥y
. Y v / 4
X ol
FIG. 98 FIG. 99

Solug@io. Para a esfera os limites de wvari

] agdo das coordenadas esféricas longi-
tude), ¢ (latitude) e » (raio vetor), serdo: e

O<gp<2r, — g- <)=<Z, o<r<R

Por isso, teremos:

W)

Zn % R
Sgsmdxdydz=5¢icp Sd.iSnscosqad'r:uR‘.
0

WiLgll| TS
2

3%, AplicagBes das integ

] rais triplas. O volume de um campo do espago tridi-
mensional OXYZ € igual a

= (ff avarar

V)
A massa do corpo que ocupa o campo V,

M = SSS Y(*. ¥, £) dx dy dz,
¥)
onde y(#, y, £) € a densidade do corpo no ponto (x; 95 5],
Os momentos estdticos do corpo, em relagio aos planos coordenados, sio:

Myy = SSS Y(*. ¥, 2) zdx dy dz;
)

Myz = SSS Y(* ¥ 2) ¥ dx dy dsz;
V)

Mzy = SSS Y(*. ¥, 2) ¥ dx dy dz.
")
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As coordemadas do centro de gravidade
_ Myz gzsz gt My,
M P M

1]
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Se o corpo € homogéneo, nas férmulas para determinar as coordenadas do

centro de gravidade pode-se supor y(#, ¥, z) = L.
Os momentos de inércia em relagdo aos eixos coordenados sio:

Iy = SSS (2 + 2% y(x, ¥, 2) dx dy dz;
)

o SSS (o2 + 39y, . 8 éx dy dsi
V)

Iz = SSS (#* + ¥Y) y(#, v, 2) dx dy dz.
V)

Colocando nestas férmulas y(#, ¥, z) = 1, obtemos os momentos
de inércia do corpo.

A. Calculo de imtegrais triplas

Calcular os limites de integragdo na integral tripla

SES f(x, 3, z)dxdy dz
¥)
para os campos V que se indicam a seguir:
2240. V ¢é um tetraedro limitado pelos planos
x+y+z2=1 x=0, =0, z=0.
2241. V ¢ um cilindro limitado pelas superficies
' Pt RE e = e e I
2242. V ¢ um cone limitado pelas superficies
22 yt 2t
a? b2 ol

2243. V é um volume limitado pelas superficies

I

2=1— 22— 92 =2=—0,

Calcular as seguintes integrais:
1 1

2244.§d Sd o O T
: xo yl/x+y+z+1

2 2¥= 2
2245.de dz.
§xoy§xz

]

geométricos
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a ==y Ya—si—3 S
‘4
2246. de S dy e
0 0 0
1 1-x les—y
2247. de S dy S xyz dz.
o 0 (1]
2248. Calcular

Ss dx dy dz
x+y+z+ 17
")
onde V é o campo de integragdo limitado pelos planos de coordenadas

e pelo plano x4y +2z=1.
2249. Calcular

SSS (» + v + 2)%dx dy dz,
()

onde V é a parte comum do paraboléide 2az> z* + y* e da esfera
x? 4 y? -+ z8< 342

2250. Calcular
SSS ztdx dy dz,
)
onde V é a parte comum das esferas z? 4 y* + 22<R?e &* +
+ ¥* 4+ 2*<2Rz.

2251. Calcular

SSS zdx dy dz,

)
onde V é o volume limitado pelo plano z = 0 e pela metade superior

. g 2 2] 2
do elipséide % + :—' —f—% = 1.
2252. Calcular
£ AT
SSS[::’ -+ > + c" dx dy dz,
(V} = i 3 3 22
onde V é a parte interna do elipséide — + % +5 =1
a ¢
2253. Calcular
SSS zdxdydz,

")
onde ¥V é o campo limitado pelo cone 2= % (x? + y%) e pelo

plano z = A.
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2254. Calcular a seguinte integral, passando s coordenadas ci-

lindricas
SSS dx dy dz,

(]
onde V é o campo limitado pelas superficies x* 4 y? 4 22 = 2Rz,
22 + y% = 2* e que contém o ponto (0;0; R).
2255. Calcular

|
}
&

a Yor—xz a
S dx ‘ dys 2%+ y2dz,
9 l-) (1]

transformando-a previamente em coordenadas cilindricas.
2256. Calcular

2r  Vors—m Yini—="n
de S dy S dz,
[ 0
transformando-a previamente em coordenadas cilindricas.
2257. Calcular
R VR:=x2 | —
S dx S dy S (22 + y?) dz,
-R (L V?,__; 0
. transformando-a previamente em coordenadas esféricas.
\J» 2258. Passando as coordenadas esféricas, calcular a integral

SSS Va2 + y2 + 22 dx dy dz,
)
~onde V ¢ a parte interna da esfera x* 4 y2 4 22< x.

B. Cadlculo de¢ volumes através de integrais triplas

~ 2259. Calcular através de uma integral tripla o volume do corpo
limitado pelas superficies
y? = 4a* — lax, z= 4 h.

. 2260**. Calcular o volume da parte do cilindro x? 4 y* = 2ax,
- compreendido entre o paraboléide x* 4 y? = 24z e o plano XOY.

2261*. Calcular o volume do corpo limitado pela esfera x* 4 y* +
+ 22 = 4% e pelo cone z? = »?* + y*(externo em relagdo ao cone).
~ 2262*. Calcular o volume do corpo limitado pela esfera x* 4
-+ ¥* 4 22 = 4 e pelo paraboléide x* + y? = 3z (interno em relagio
20 paraboléide).

¥2 = ax,
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2263. Calcular o volume do corpo limitado pelo plano X0V,
pelo cilindro x2 4+ y2 = ax e pela esfera x? + v + 2% = a® (interno
em relagdao ao cilindro).

2264. Calcular o volume do corpo limitado pelo paraboléide
yl 22
e

2264.1. Achar o volume do corpo limitado pela supetficie

=22e¢ pelo plano x = a.
a

a0 11 o e 2
a’+bg+c’]-_a" b2 2
2264.2. Achar o volume do corpo limitado pelas superficies
2 y® P pe 2 2
o Tl il e

C. Aplicagdes das integrais triplas a mecdnica e a fisica
2265. Achar a massa M do paralelepipedo retangular 0< x<a,
0<y<b, 0<z<c, se a densidade no ponto (x, ¥, 2) € p(x, ¥, 2) =
= X
2266. Do octante da esfera x% + y2 -+ z2<c¢? x>0, v20,220,
cortaram o corpo OABC, limitado pelos planos de coordenadas

e pelo plano i-}--zb-: 1 (a<ge, b<0)
a

(fig. 100). Achar a massa deste corpo
se sua densidade em cada ponto (%, y, z)
é igual a cota do mesmo.

2267*. No corpo de forma semi-es—
férica x% + y2 + z2<a? 2>0, a densi-
dade varia proporcionalmente a distan-
cia do ponto ao centro. Achar o centro
de gravidade deste corpo.

2268. Achar o centro de gravidade
do corpo limitado pelo parabolSide
y% 4 222 = 4% e pelo plano x = 2.

2269*. Achar o momento de inércia
do cilindro circular que tem por altura %
e por raio da base a, em relagio ao eixo que serve de didimetro da
base do préprio cilindro.

2270*. Achar o momento de inércia do cone circular que tem por
altura %, por raio da base a e densidade p, em relagdo ao diametro de
sua base.

2271**. Achar a atracdo que exerce o cone homogéneo de altura
k e angulo no vértice « (na segao axial) sobre um ponto material que
tenha uma unidade de massa e que situe-se em seu vértice.

FIG. 100
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2272**. Demonstrar que a atragio que exerce uma esfera homo-
génea sobre um ponto material externo ndo varia, se toda a massa
da esfera se concentra em seu centro.

§ 8. Integrais impréprias dependentes do paradmetro.
Integrais imprdprias multiplas

1°. Derivacdo pel(a parimetro. Cumprindo-se certas restrigdes que se impdem
as fungoes f(x, o) e fy(#, @) e as correspondentes integrais improprias se verifica a

regra de Leibniz
o

¢ w
Z s_f{x, o) dy = Sf;{x, a) dx,

a

Exemplo 1. Através da derivacido pelo parimetro, calcular
a0

e B—ﬁx’
S'——x—'dx (e >0, B> 0).
0

Solugio. Seja
o0
S — szt B
VT dx = Fl(a, £).
0
Entdo
aI- [>¢] =]
B S T P G e (il S
du 2o
0 0
1
Donde F(x, B) = — = In @ + C(B). Para achar C(f) fazemos « = f na iltima igual-
dade. Temos 0 — — LS In B+ C (B).
2

Dai C(B) = —;- In B. Portanto,

B

A 1 1
Flee, B) = — — Ina + —ln[%:l]n—-
2 2 2 3
2°. Integrais duplas impréprias. a) Caso em 1 £ infini
- que o campo de integragdo € in to.
Se a fungdo f(x, ¥) é continua num campo infinito S, sufl’::-ﬁe—se i oo

551‘(:. ¥) dx dy = lim Sgﬂx. ¥) dx dy, (1)
o-+5
(3) (o)
:‘Pdf:‘fl_'; € um campo limitado e fechado, situado totalmente em S sendo que ¢ — §
engtl:-:alca que ampliamos o campo o segundo uma lei arbitrdria de forma que neste
i estee nele permanega qualquer ponto do campo S. Se o segundo membro tem limite
e ndo depende da escolha que se faca de o a integral imprépria respectiva
@ nome de convergente, em caso contririo chama-se divergente.

18%
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Se a funcdo subintegral f(x, y) ndo é negativa (f(x, )>0), para que a integral
impropria seja convergente € necessirio e suficiente que exista o limite no segundo
membro da igualdade (1), ainda que seja para um sistema de campos ¢ que comple-
tem o campo S.

b) Caso de uma func¢do descontinua. Se a fungdo f(z, y) é continua em todo um
campo fechado e restrito S, com excegdo do ponto P(a; b), supoe-se

SSf[x. ¥) dx dy = lim SSf{x, ¥) dx dy, (2
E—+()
(s) (Se)

onde 5S¢ € o campo obtido com a exclusdo de S de um campo interno pequeno de
didmetro £ que contém o ponto P. No caso de existéncia do limite (2) que nio depende
da forma dos campos internos pequenos excluidos do campo S, a integral considerada
se chama convergente, enquanto que em caso contrario, & divergente.

Se f(x, )20, o limite do segundo membro da igualdade (2) nio depende da
iorma dos campos internos excluidos de S; em particular, na qualidade de tais

campos podem tomar-se circulos de raio f com centro no ponto P.

O conceito de integrais impréprias duplas pode ser facilmente transferido ao
caso de integrais triplas.
Exe mplo 2. Investigar a convergéncia da integral

dx d
gs it L (3)
JJ (1 + 2% 4 y5)P
(S)
onde S ¢é todo o plano XOY.

Solugdo. Seja o um circulo de raio ¢ com centro na origem das coordenadas.
Passando-se 4s coordenadas polares, se p 3£ 1, temos:

2 -]
ro = {2 (o 2=
(1+xl+y!)1’ (1+y2}9
(e) 0 o
? i 2)1-p
1 (14 #31-7 p ™ !
— = — = 1+2'Ep__'[]

SZ i, od‘? l—p{( %)
(1]

Se p < 1,0lim I(g) = lim I(0) — oo e a integral diverge. Se, ao contririo, £2>1Lo
a5 p-+

lim I'(o) = e a integral converge. Quando p = 1, temos
g+ 2z 1
2r (]
r dr
Io) =\ 4 =mwlin(l + p2;
@ = § a9 { - = w1+ o
0 0
lim I(oc) = oo, isto €, a integral diverge.
o+ o

Port anto, a integral (3) € convergente para p > I,
2273. Achar f'(x), se

S =(erdy (x>0
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2274. Seja a fungdo f(z) continua quando zé( —o0, ) e
+o

a integral S | f(z) | (1 + 2% dz converge demonstrar que a fungio

+ oo

U = S .__xj_'(z)_dz
% 4 (y — 2)2

satisfaz a equagdo de Laplace
u tu
o+t dy?
2275. A transformagdo de Laplace F(p) para a fungio f(¢) é deter-
minada pela férmula

= 0.

F(p) = S e f(t) dt.

Achar F(p), se: a) f{t)=1; b) f(t) =e*; c) f{t) =senpt:
d) f(¢) = cos Bt
2276. Aplicando a férmula

1
S Mldx =L (n>0),
E

calcular a integral
1

S 2*1ln x dx.
1]
= 2277*. Aplicando a férmula
(emat== (>0,
?
calcular a integral
S £2 e dt.
0

Utilizando a derivagio pelo parimetro, calcular as seguintes inte-
grais:

2278, S T = g s 0] 1B 0):.
&
0
2279. S = ¢ senmxdx (a>0, B>0).
x
1]
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T anct (1 (1 — o2a?)
st M Wenii: 8. ! S el ol : :
B, h 2281 | =0 4 (Ja<1)
o o
2282, S oo BT 40 (2>0).
0
Calcular as seguintes integrais impréprias:
@ ] 1 yz o 4
2283, de S e+ gy, 2284. dege"dx.
0 ] 1] ]
2285. (2292 onde S ¢ um campo que se determina pelas des-
©
igualdades x> 1, y>«
2286*. S S DL s O
2 (32 + 3 + a?)?

2287. A 1integral de Euler — Poisson, determinada pela férmula

w0

Pl S e~* dx, pode ser também escrita na forma I — S e~ dy.
0

M ultlphcando entre si estas férmulas e passando depois 4s coordenadas
polares, calcular I.

2288. Calcular des dys 2 ;
(37 + y* + 2t 4 A2
0 0 0

Verificar se convergem as seguintes integrais duplas Impréprias:

2289**, SS In}/%% 4 y2dx dy, onle S é o circulo x2 -+ y2< 1.

s
dx dy

" 2290. SS—_—_ )
(£—9")%
©)

desigualdade x® 4 y2> 1 .(“parte externa”
2291+, SS—“”—__‘?’_—

Vie—y2

onde S é um campo que se determina pela

do circulo).
» onde S € o quadrado | x|<1, |y|<1

2292, sSS(Tf—;?i-—:’-’; , onde V é o campo que se determina
)

pela desigualdade x* + y2 + 22> | (“parte externa” da esfera).
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§ 9. Integrais curvilineas

1°. Integrais curvilineas de primeira espécie. Seja f(», ¥) uma fungdo continua
e y = @(#)[a<x<b], a equagdo de uma curva regular determinada C.
Construimos um sistema de pontos M (¥, %) (6 =0, 1, 2, ..., #) que dividam

a curva C em arcos elementares M; ,M; = As; e formamos a soma integral
"
o E :j(g‘, ¥i) As;. O limite desta soma, quando # —+ 00 e méx As; — 0 recebe o

i=1 ) ;
nome de tnfegral curvilinea de primeira espécie

GS Flx, 3) ds

lim zf(x i) Asp =

n—> o S

(ds é a diferencial do arco) e se calcula pela férmula
b

5 Sf{)-‘- y) ds = Sﬂx- e VI + (@' (#) dx.
c

Quando a curva C é dada em forma paramétrica: » = @(t), ¥ = ¢(#) [a<r<d],.
temos:

B
Sf(x. y) ds = Sﬂw} 4@ Vo™ + 47 ar.
c | @

Sdo consideradas também integrais curvilineas de primeira espécie de fungio
de trés variaveis f(x, ¥, z), tomadas sobre uma curva no espago, que se calculam
analogamente. A integral curvilinea de primeira espécie ndo depende do sentido do
_caminko de integragdo. Se a funcdo subintegral f € interpretada como a densidade
linear da curva de integragio C, esta integral representard a massa da curva C

Y
B
aq A X
FIG. 101
Exemplo 1. Calcular a integral curvilinea .
| e+ s
%

onde C ¢ o contorno do tridngulo 4BO, cujos vértices sio A(1:0), B(0; 1) e
Q(0; 0) (fig. 101).
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Solugdo. A equagdio de AB é: y=1—x, adeOB:x=0eade OA:y =0
Portanto, teremos

S(’x+y)d-*=g(x+y)t38+g(x+y)ds4-8(x+y}ds=

c AB EO oA
1 1

1
=Sﬁd:+§ydy+§xdx=ﬁ+ 1.
0

0 0

2°. Integrais curvilineas de segunda espécie. Se P(x, y) e Q(r, ) sfo funcdes
continuas e ¥ = ¢@(x) é uma curva regular C que se percorre ao variar » de a até b,
a integral turvilinea de segunda espécie correspondente € expressa da seguinte forma:

]
SP(L y)dx + Q(x, y) dy = S[P(x» ?(#) + 9’(2) Q(#, p(#))] dx.
c a

No caso mais geral, quando a curva C ¢ dada em forma paramétrica: » = (1),
¥ = (), onde ¢ varia de « até B, temos:

B
5 P(x, y)dx + Q(x, y) dy = S[P(\?(f}r D) 9’ (8) + Qo). () (1] 4.
C «

Férmulas andlogas sfo vilidas para a integral curvilinea de segunda espécie tomada
sobre nma curva no espago. i

A integral curvilinea de segunda espécie troca seu sinal pelo sinal contrdrio ao
mudar o sentido da forma de integragio. Mecanicamente esta integral pode ser inter-
pretada como o trabalho da forga varidvel {P(x, ¥), Q(», »)} correspondente, ao
longo da curva de integracio C.

Exemplo 2. Calcular a integral curvilinea

Sy" dx + 2% dy,
c

onde C é a metade superior da elipse x — acosf, y = bsent, (a > 0,5 > 0), que se
percorre no sentido dos ponteiros do relégio.
Solugdo. Temos:

0
5y’dx+x‘dy:S[b’sen’:-(—asent)+a‘cos'!-bcos 1]dt =
™

c
o 0

= —ab'Ssen-‘Idt+a’bScos?tdx-=-iab’.
3
™ ™

3°. Caso de diferencial exata. Se a expressio subintegral da integral curvilinea
de segunda espécie € a diferencial exata de uma fun¢io uniforme determinada
U = Ul(x, y), isto €, P(x, y) dx + Q(x, y) dy = dU(x, ¥), esta integral curvilinea
ndo depende do caminho de integracio e € vdlida a férmula de Newton — Leibniz

{£3: %)
Plx, y) dx + Xx, 3) dy = Uy, ¥3) — Ulay, 31)» (1)

{#:; n)
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= inici S final do camintho. Em particular,
#,; ¥,) € o ponto inicial e (#3; ¥,), o ponto
::iscgﬁtorﬁo de integragdo C é fechado, temos

g P(x, y)dx + Q(#, ») dy = 0. (2)

c

Se 1) o contorno de integragdo C estd compreendido totalmente em um deter-
minado recinto simplesmente conexo S e 2) as fungSes P(x, y) e Q(x, ), junto com
enas derivadas parciais de 1* ordem, sdo continuas no campo S, a condigio neces-
caria e suficiente para a existéncia da fungdo U é que se verifique identicamente
em todo o campo S a igualdade

oP
ox a8y

integragio iferenciais exatas). Se as condigdes 1) e 2) ndo sdo satisfeitas,
iv::;blzisténda d: ecoc}:{d.iqio (3) n3o gaZa.nte a existéncia da func¢io uniforme U e as
férmulas (1) e (2) podem resultar errémeas (ver o problema 2332). Mostraremos
um método para achar a fungdo U(x, y) por meio de sua d}ferenc_lal exata, baseado
no emprego de integrais curvilineas (isto €, um método mans_de integracio da dife-
rencial exata). Como contorno de integragio C toma-se a linha quebrada P, P M
(fig- 102), onde Py(x,; ¥,) é um ponto fixo e M(x; y) um ponto variavel. Neste caso,

YA i s
g s
¥ “*—f‘riy-""“ M(z;y)
I
I
i
|
[ e B )
Yo :pai(za".ﬁ"a) 1(Z5 %
a 3:'9 x }
FIG. 102

ao longo de P, P, temos que y = ¥, e dy = 0, enquanto que ao longo de P, M temos
que dx¥ = 0. Obtemos:
(=5 %)
U(#, 3) — Ul 50) = P(x, y) dx + Q(%, y) dy =

(*: %)
x y

i SP(x. vt SQIx- ») dy.

£ Yo

Analogamente, integrando sobre a linha quebrada P,P,M, temos:

=

Ux, y) — Ul %) = SQ{:,. y)dy + S P(x, y) dx.

Yo e
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Exemplo 3. (4x + 2y)d» + (2 — 6y) dy = dU. Achar U.
Solugio. Temos P(x,¥) =4x + 2y e Q(x %) = 2x — 6y; ao mesmo

t
que, evidentemente, cumpre-se a condigdo (3). Seja a, = 0 e y, = 0. Entdo, empo
x ¥
Ulx, 3) =S-lxdx+§{2x—6y}dy+ C=2x+42xy —3y2 4+ C
0 0
ou
¥ x
Ux, y) :S—Gydy+§(4x+2y)dx+c= — 3y + 22% + 22y - C,

0
onde C = U(0; 0) € uma constante arbitréria.

4°. Férmula de Green para o plano. 1) Se C é o limite parcialmente regular do
campo S e as fungdes P(x, ¥) e Q(#, ¥) sdo continuas, junto com suas derivadas par-
ciais de 12 ordem no trajeto fechado S + C é vilida a férmula de Green

%Pd:-{—Qdy:SS @—E]dxdy,
2 dx ay

(5)

onde o sentido do percurso do contorno C & escolhido de forma que o campo §
fique a esquerda.

5°. Aplicagbes das integrais curvilineas.

) [ 1) 4 drea limitada por um contorno
fechado simples € igunal a

Sf=%ydx=§xdy
c

Cc

\ . e :
(o sentido do percurso do contorno deve ser contririo ao movimento dos ponteiros
do reldgio).

Mais comoda para as aplicagdes € a seguinte férmula:

S=i§;(xdy—ydx}=l§x*d )
2 2 x
[ c

2) O trabalho de uma forga, cujas projegdes sdo X = X(x, y,3), ¥ = ¥Y(x, v 2.
Z = Z(x,y, 2 (ou respectivamente, o trabalho de um campo de forgas), ao longo
do trajeto C, € expresso pela integral
A=S.de+Ydy+Za‘z.
C

Se a forga tem potencial, ‘sto é, se existe uma fungio U = U(x, v, z) (fungdo
tencial ou de forga), tal que i

ﬂf au oU
ox f ay TS o

o trabalho, independentemente da forma do trajeto C, € igual a

Z,

(%2s ¥as %)

A=

(%30 Yas £a)
Xdx + Ydy + Zdz =

(%10 Y10 84

aU = U(xy ¥5 25) — Uz Yo 51
(%1 Y10 31)
onde (¥, ¥,, 7)) € o ponto inicial e (x,, ¥, z,) é o ponto final do trajeto.
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A. Integrais curvilineas da primeira espécie

Calcular as seguintes integrais curvilineas (os parimetros sdo

positivos):
 2293. Sxy ds, onde C é o contorno do quadrado |x| + |y| =

[%
—a (a> 0).

2294. s entre

onde C é o segmento de reta que une

H

5
FETET
c
si os pontos O (0; 0) e A(l; 2). | e
2295. Sxy ds, onde C é um quarto da elipse i 1,

c
tuado no primeiro quadrante.

2296. S y2 ds, onde C é o primeiro arco da cicléide x = a(t —

si-

c
—sent?), y = a(l — cosf). ;
2297. SVx2—|- y2 ds, onde C é o arco da evolvente da circunfe-

réncia x ; a(cost + tsent), y = a(sent —tcos 1) [0<?¢<2m].
2298, S(Jr,2 + y?)2ds, onde C é o arco da espiral logaritmica

Ti— dee (fn > 0) desde o ponto 4(0; a) até o ponto O(—co; 0).
2299. S(x + y) ds, onde C é o lago direito da lemniscata 72 =

c
= a® cos 29. 358
2300. S(x + 2) ds, onde C é um arco da curva x =1, ¥ e

Cc
= P0<t< 1].

2301. S%‘s____— onde C é a primeira espira da linha helicoidal
c

Y+t 2
X=acogt, y=asent, z=D0bt. . :
2302. Vl_y* + 2% ds. onde C é circunférencia x* + ¥+ 22 = a?,

Ol

o — 3. 1K)
2303*. Achar a 4rea da superficie lateral do cilindro parabdlico
— % %2, limitada pelos planos z2 =10, x =0, 2= %, ¥y = 6.
2304. Achar o comprimento do arco da linha helicoidal conica

%= ac'cost, y=ac sent, 2 = ae' desde o ponto 0(0; 0; 0) até o
ponto A(a; 0; a).
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<

2305. Determinar a massa de contorno da elipse = + »* _
a

b2 »
se sua densidade linear em cada ponto M(x, v) € igual a | vy]|.

2306. Achar a massa da primeira espira da linha helicoida)
x=acost y= asent, z= bt, se a densidade em cada ponto € igya)
ao raio vetor do mesmo.

2307. Determinar as coordenadas do centro de gravidade dq
semi-arco da cicléide

‘x=ua(t —sent), y=a(l —cost) [0<it<n] ;

2308. Achar o momento de inércia em relagdo ao eixo 0Z da pri-
meira espira da linha helicoidal x = acos?, y = asent, z = bi.

2309. Com que forga influe a massa M, distribuida com densidade
constante pela circunferéncia 22 + y2 = a2, 2= 0, sobre a massa
m, situada no ponto A(0; 0; b)?

B. Imtegrais curvilineas de segunda espécie

Calcular as seguintes integrais curvilineas (os par@metros sio
positivos):

2310. S (x* — 2xy)dx + (2xy + y*)dy, onde AB é o arco da

4B
pardbola y = x2 do ponto A(1; 1) ao ponto B(2; 4).
2311. S (2a — ¥) dx + x dy, onde C € o primeiro arco da cicléide
¢

x = a(t — sent), y = a(l — cos?), percorrido no sentido de cresci-
mento do parimetro ¢
2312. S 2xy dx — x%*dy, tomado ao longo de diferentes trajetos,

04
que partem da origem das coordenadas O (0; 0) e que finalizam no
ponto A(2; 1) (fig. 103):

)
N
o) - Alz;1)
P
0 ST 7
FIG. 103 :

a) sobre a reta OmA ; ] )
b) sobre a pardbola Ond, cujo eixo de simetria é o eixo OY;
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a pardbola Opd, cujo eixo de simetria & o eixo 0X:
. 2 linha quebrada OBA;
a linha quebrada 0OCA.

dx + x?dy nas mesmas condigdes do problema 231200

\ 2xy

(x+ydx— (x=9dY  t5madoao longo da circunferéncia
L :

4 no sentido contrério ao '

y*dx + x*dy, onde C & a metade superior da elipse x =

y = bsent, que segue no sentido dos
S cos y dx — sen x a4y, tomado ao longo do segmento AB

dos ponteiros do relégio.

ponteiros do relégio.

t: do segundo angulo coordenado, se a abscissa do ponto
-.aZeaordenadadOpontoBigualaz. ;

 § 2ydz—*9)  onde C € o lago direito da lemniscata
2% 4 92

Qbs‘.’ap que segue em sentido contrario ao dos ponteiros

éalcnlar as integrais curvilineas das expressdes diferencials

X -:gnmntﬁ: 354
xdy + ydx, b) xdx + ydy,

R ©in
B

b dv),

i) S (x + ¥)(dx + d)
R 0)
.;; ﬂ F:Sﬂ ydx — x dy (pOl' um tI‘aiEtO que nao corte o eixo OX),
T y‘

oot
=19

5
G 5)

L sty = 3
= '.S @(x) dx + ¥(y) dy, onde as fungdes (%) e $(y) A0 Cnit
bl tnin) tivamente.

0s segmentos [%;, %3] € [¥1, Y1), Tespec

dx 4+ dy corte areta x +v =0),

r um trajeto que nao
x4y (po :

gl
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2319. Achar as fungées primitivas das expressoes subinteg,\ais
€ calcular as seguintes Integrais:
(3;0)

a) S (a8 4xy3) dx (6x2y% — 5%) dy,

(—2, —-1)
(1; 0)

b) S
(0; —1)
reta y = x)’
(3; 1)
c) -{f_t%‘i_____’;'yﬂ'y (o trajeto de integracgio nio € cortado pely
*

el Gl o :"‘;’;f’ (o trajeto de integragcio nio ¢ cortado pel,

(1: 1)
reta Y= — XJ,
(1; 1)
s ¥
d) S (Vx=+y'+dex+( m-{-; dy.

0 0
232{0. jCalcular a integral
IZS-Q'-*—-———“L’”!".
VTt o
tomada no sentido dos ponteiros do relégio, ao longo de um quarto da
elipse —:—: + —:; = 1, que se encontra no primeiro quadrante.

2321. Demonstrar que se f(u) é uma fungdo contfnua e C é um
contorno fechado parcialmente regular, a

%f(xz + ) (x dx + y dy) = 0.

2322. Achar a funcio primitiva U, se:
a) dy = (2x 4 3y) dx + (3x — 4y) dy;
b) du = (3x2 — 2xy + vy} dx — (x2 = 2xy + 3y?) dy;
€) du = *Y[(1 + x + y)dx + (1 — x — y) dy];
b NP
¥+ x4+ 9y

Calcular as seguintes integrais curvilineas, tomadas ao longo de

Curvas no espago:

2323'5 (y —2)dx + (z— x)dy + (x — ¥)dz, onde € é uma espira

C
da linha helicoidal
X = & cos ¢,

Y = a sen {,
2 =N
correspondente a variacio do parimetro ¢ de 0 a 2 7.

18
¥

4
C

feréncia
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x = R cos « cos £,
¥y = Rcos a«sent,
2 = R sen a (x = const),
ida no sentido de crescimento do parametro.

zx dz, onde OA é o arco da circun-
| 2325.Sxydx+yzdy+ .

04
Z= X,

x? 4+ y? 4 22 = 2Ry, 4
lano X0Z, onde y > ¥ X 0
Sim;g’ﬁ dgam 1:;.1 c;n%:g:?ais curvilineas das seguintes diferenciais

i (@;b;¢)

i xdx+ ydy—zdz, b) yzdx + zxdy + xydz,
a) 0;: —3) (1;1; 1)

(; 0; —

ﬂ;‘:ﬁxdx—kydy-}-zdx’
) S 79+

(0;v;0)

1
59— , £ s
B~ yrds + :xdy + 7y d2 (, trajeto de integragdo encontra

d) S ayz
(1;1; 1)
S€ no primeiro octante).

C. Férmula de Green :
- 2327. Através da férmula de Green transformar a integral curvi-
linea

I= %Vx’ + y*dx + ylxy + In(x +V** + »))] dy

C

onde o contorno C limita um campo S.
2328. Aplicando a férmula de Green, calcular

I =§2(x* + 59 dx + (x + )" dy,
i i 1 a tos
onde I' ¢ o contorno de um tridngulo cujos v_értlces esta;ci)dzoiﬁ ps?tr;vo.
4(1; 1), B(2; 2) e C(1; 3) e que é percorrido r':; dsf;:_-tamente.
- Comprovar o resultado obtido calculando a integr
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2329. Aplicando a férmula de Green, calcular a integral

€>—— 2y dx + xy2dy,
C

onde C é a circunferéncia x* + y2 = R2, percorrida no sentido cop,.
trario ao dos ponteiros do reldgio.

2330. Pelos pontos A(1; 0) e B(2; 3) tracaram-se uma pardbola

AmB, cujo eixo coincide com o cixo OY e sua corda é Anp. Achar

%; (¥ + ) dx — (¥ — y) dy diretamente, aplicando a férmula de Green,

AmBnA

2331. Achar e[y2dx + (1+4-xy) dy], se os pontos 4 e B estio

AmB

situados no eixo OX e a 4rea limitada pelo trajeto de integracio AmB
e pelo segmento A B é igual a S.

2332*. Calcular % 2L —yds
x® 4+ 92
a) quando a origem das coordenadas esti fora do contorno C,
b) quando o contorno rodeia # vezes a origem das coordenadas.
2333**. Demonstrar que se C é uma curva fechada, entio

(g)cos(X, n)ds = 0,
()
onde s € o comprimento do arco e #, a normal exterior.
2334. Através da férmula de Green achar a integral

Sl %[x cos(X, n) + ysen(X, n)]ds,
é

. Examinar dois casos’

onde ds € a diferencial do arco e # a normal exterior ao contorno C.
2335*. Calcular a integral

% dx — dy
x 1y
c

tomada ao longo do contorno do quadrado que tem seus vértices nos
pontos A(1; 0), B(0; 1), C(—1; 0) e D(0; — 1), com a condi¢ao de
que o percurso do contorno seja feito em sentido contrario ao dos
ponteiros do reldgio.

D. Aplicagoes da integral curvilinea

Calcular a drea das figuras limitadas pelas seguintes curvas:
2336. Pela elipse x = acos?, y = b sen 4.

2337. Pelo astréide x = acos®#, y = a sen®t.

s
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2338. Pela cardidide x = a(2 cos ¢ — cos 2¢), y = a(2sen {—sen 2¢).
2339*. Pelo lago da folha de Descartes x% 4 3% — 3axy — 0

(a>0)-

2340, Pela curva (x + y)® = axy.
2341*. Uma circunferéncia de raio » gira sem resvalar sobre outra
circunferéncia fixa, de raio R, conservando-se sempre fora dela. Su-

pondo que ? seja um numero inteiro, achar a drea limitada pela

curva (epicicléide) que descreve um ponto qualquer da circunferéncia
moével. Analisar o caso particular em que 7 = R (cardiéide).

2342*. Uma circunferéncia de raio » gira sem resvalar em uma
circunferéncia fixa, de raio R, conservando-se sempre dentro dela.

Supondo que 5:'- seja um numero inteiro, achar a irea limitada pela

curva (hipocil:léide) que descreve um ponto qualquer da circunfe-
réncia moével. Analisar o caso particular em que 7 :-H% (astréide).

2343. Um campo ¢é formado por uma forca de grandeza constante
F, que tem a dire¢do do semi-eixo positivo 0X. Achar o trabalho deste
campo, quando um ponto material descreve no sentido dos ponteiros
do relégio, o quarto de circulo x% + 32 = R? que se encontra no pri-
meiro quadrante.

2344. Achar o trabalho que realiza a for¢ca de gravidade ao
deslocar um ponto material de massa m da posicio A(x,; y,; z,)
até a posicdo B(xy; v,; 2z,) (0 eixo OZ estd dirigido verticalmente
para cima).

2345. Achar o trabalho de uma forga eldstica, dirigida i origem
das coordenadas, cuja grandeza é proporcional ao afastamento do
ponto em relagdo a origem das coordenadas, se o ponto de aplicagio

desta for¢a descreve, no sentido contrario ao dos ponteiros do relégio,
2 2
um quarto da elipse — + 2 = 1,
a

bz

2346. Achar a fungdo potencial da for¢a R {X, Y, Z } e determi-
nar o trabalho desta for¢a no setor do trajeto dado, se:

situada no primeiro quadrante.

a) X =0, Y=0, Z= —mg (forca da gravidade) e o ponto

material se desloca da posicdo A4 (x;, ¥;, 2,) para a posicao B(x,, Y, Z3) ;

b}X=_:.Jir., }'Z_EX_' Z:__.E, onde p = const e
33 »a 3

T A )
* =)*® £ 3T 7 (forca de atragio de Newton) e o ponto material
se desloca da posicio A(a,’b, ¢) para o infinito;

X = — b, Y= k*y, Z = — k®z, onde k = const (forga
eldstica), encontrando-se o ponto inicial do trajeto na esfera x2 4-
0% 22 — R? e o final na esfera 2 + y2 4 22 = r(R>71).

19—35
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§ 10. Integrais de superficie

1°, Integrais de superficie de primeira espécie. Seja f(x, ¥, z) uma fungio continy.
e z = @(#, y), uma superficie regular S. e

A integral de superficie de primeiva espécie representa o limite de soma integra)

SS}'(”, ¥, %) ds = lim iﬂ’f’r- ¥ 5) AS;,
s l— o ’,”:

onde AS; ¢ a 4drea de um elemento i da superficie S, a que pertence o ponto (x,,
¥, %), sendo que o didmetro méximo destes elementos em que se divide a superficie
tende a zero. '

O valor desta integral ndo depende do lado da superficie S que se escolha para
a integragdo.

Se a projecdo o da superficie S sobre o plano XOY € uniforme, isto &, que
qualquer reta paralela ao eixo OZ corta a superficie S em um s6 ponto, a integral
de superficie de primeira espécie correspondente pode ser calculada pela férmula

SSf(x, y.2)dS = SSf[x. 7. 900 MV 1+ 02 (5, 9) + 0’0, ) dx ay.
S (o)
Exemplo 1. Calcular a integral de superficie

SS(x+y+z) ds,
S

onde S € a superficie do cubo 0<2<1, O<y<]1, 0<:<1.

Calculamos a soma das integrais de superficie tomadas sobre a face superior do
cubo (s = 1) e sobre a face inferior do mesmo (s = 0):

11 1 1 11
SS(x-+y+ 1}dxdy+SS{x+y)dxdy=SS(2x+2y+ 1)ds dy = 3.
00

00 00
E evidente que a integral de superficie procurada serd trés vezes maior e igual a

SS(x—l—y + 2)dS = 9.
S
2°. Integral de superficie de segunda espécie. Se P = P(x,9,2), Q = Q(%. ¥, 2)
e R — R(x, y, 2) sfio fungbes continuas e St é a face de uma superficie regular e bila-

teral S que se caracteriza pela dire¢io da normal #{cos «, cos §, cos vy}, a :'nffgm!
de superficle de segunda espécie correspondente é expressa da forma seguinte:

SSdedz+dedx+Rdxdy:SS(Pcosu—i—QcosB—]—RcosT)dS.
o S

Ao passar para a outra face S~ da superficie, esta integral muda seu sinal para
o sinal contririo. .

Se 4 superficie S € dada de forma implicita, F(x, ¥, 2) = 0, os _cossenos diretores
da normal desta superficie sio determinados pelas férmulas

B o e L i eiegiiingl BISCS 8
il e DT S &
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e LR )

escolha do sinal a ser colocado ante o radical deve ser feita de acordo com a
face da superficie S que se tome.
30, Férmula de Stokes. Se as fungdes P = Px, ¥, 2), Q= Q{x,v,32) e R=
R(x ¥, z) tém derivadas continuas e C € um contorno fechado e parcialmente
= : les, que limita uma superficie regular e bilateral S, tem lugar a férmula

: ar simp!

de Stokes

: éR 20 8P  8R

§PJx+Qdy+R‘”=SS[a_az]w”+[§__x)cosﬂ+

S
' 20 ap)
= — — | cosy|dS,

+{8x dy Y]

onde cos &, cos B, cos y sdo 0S cossenos diretores da normal & superficie S, devendo
determinar-se a normal de tal forma que por parte desta o percurso do contorno C
seja efetuado no sentido contrdrio ao dos ponteiros do relégio (no sistema direito de

coordenadas).
Calcular as seguintes integrais de superficie de primeira espécie:
2347. SS (%% + y?) dS, onde S é a esfera x% -+ y2 + 2% = a®

s
2348. Ssz + y2dS, onde S ¢é a superficie lateral do cone
S

Pe 32 2
_a;.+:s.._§ =0 (0<z<b).

Calcular as seguintes integrais de superficie de segunda espécie:
2349, SS yzdydz + xzdzdx + xy dxdy, onde S ¢ a face externa

S
da superficie do tetraedro limitado pelos planos x =0, y =0,
#2=0,2+y+z=a.
2350. SSz dx dy, onde S é a face externa do elipséide
S

22 y'x z3 I
eyl

2351. SS x2dy dz + y* dz dx + 22 dx dy, onde S é a face externa

s
da superficie da semi-esfera x2 - 2+ 22 = a? (2>0).

5 2352. Achar a massa da superficie do cubo 0<x<1, 0<y<l,
-a*izﬁl. se a densidade superficial no ponto M(x; y; z) € igual
a xyz,

b 2353. Determinar as coordenadas do centro de gravidade da
€apsula parabélica homogénea az = x2 + 32 (0<z<a).

19%
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2354. Achar o momento de inércia da parte da superficie latera]
do cone z =[x + 2 (0<z<k), em relacio ao eixo OZ.
2355. Através da férmula de Stokes, transformar as integrais-

a) %(xz—yz)dx—l-(y"-—zx)d.y-i—(ﬁ—-xy)dz;
c

b) (§ydx+zdy+xdz.
C

Aplicando a férmula de Stokes, achar as integrais dadas a seguir

e comprovar os resultados calculando diretamente:
2356. % (v + 2)dx + (z + %) dy + (¥ + y) dz, onde C & a circun
c

feréncia

x4yl 2=a% x+y+2=0,
2357. %(y——z) dx + (z — x)dy + (x — y) dz, onde C ¢ a clipse
c

2+ y2=1, x+2=1.
2358. %xdx + (x+y)dy+ (x +y+2)dz, onde C é a curva
€
x=asent, y=acost, z=a(sent+ cost) [0<!<2x]
2359, % y2dx + 22dy + x*dz, onde ABCA é o contorno do

ABCA
AABC com os vértices nos pontos A(a; 0;0), B(0; a; 0), C(0;0;a).
2360. Em que caso a integral curvilinea

1=§de+gdy+Rdz
(o3

serda igual a zero para qualquer contorno fechado de C?

§11. Férmula de Ostrogradski — Gauss

Se S € uma superficie regular fechada, que limita um ¥ finito, e P = Pz, ¥. 2},
Q=0(x %2 e R= R(x,y, 2 sdo fun¢des continuas, junto com suas derivadas
parciais de primeira ordem, no campo fechado ¥, tem lugar a férmula de Osiro-
gradski—Gauss

SS (Pcnsu—f—gcosﬁ+Rcosy)d5=55(£+§+@] dx dy dz,
= ox dy dz
(

onde cos &, cos B e cos y s3o 0s cossenos diretores da normal exterior & superficie S.

§11. FORMULA DE OSTROGRADSKI — GAUSS 293

r Através da férmula de Ostrogradski— Gauss, transformar as se-

" uminies integrais de superficie, sobre as superficies fechadas S, que
T]fniitam o volume V (onde cos a, cos B e cos y sdo os cossenos dire-
tores da normal exterior a superficie S).

- 2361. SS xy dx dy + yz dy dz + zx dz dx.
s

2362. SS x%dy dz + y* dz dx + 2 dx dy.
S

xcosa 4 ycosf 4 zcosy o
: iU ol ds.
2363. SSS S

2364. SS[:“ cos o + 2_—: cos B+ % cos -r] as.
s

x
Valendo-se da férmula de Ostrogradski—Gauss calcular as seguin-
tes integrais de superficie (os pardmetros sido positivos):

2365. SS x2dy dz + y® dzdx + z® dx dy, onde S é a face externa

S
da superficie do cubo 0<x<a, 0<y<a, 0<z<a.

2366. SS xdydz+ ydzdx + zdx dy, onde S é a face externa

5
da pirdmide limitada pelas superficies x +y +2z=24, x =0, y =0,
z=0.
2367. SS %3 dy dz -+ y3 dz dx + z° dx dy, onde S é a face externa
S
da esfera x2 4 32 22 = a2
2368. SS (x2cos & + y2 cos f + z% cosy) dS, onde S € a face externa

S
completa do cone

g LT =D [Dezch]
a® a® b2

2369. Demonstrar que se S é uma superficie fechada e I uma dire-
€30 constante qualquer, entdo

SS cos(n, 1) dS = 0,
S
Onde n ¢ a normal exterior a superficie S.
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2370. Demonstrar que o volume ¥, limitado pela superfici.

é igual a %
1
Vz-J—SS(xcos 2 4 y cos B + z cos v) d4S,
s

onde cos «, cos 8, cos y sdo os cossenos diretores da normal exterig,
a superficie S.
§ 12. Elementos da teoria do campo

1°. Campo escalar e campo vetorial.O campo escalar é determinado pela fungig
escalar do ponto u = f(P) = f(x, ¥, z), onde P(x, y, z) € um ponto do espago. As super-
ficies f(, y, z) = C, onde C = const, chamam-se superficies de nivel do campo cscalar,

O campo vetorial é determinado pela fungdo vetorial do ponto @ = @(P) = a(r)
onde P é um ponto no espago e * = i + ¥j + zk é o raio vetor do ponto 7>, Na
forma coordenada @ = a;i 4 a,j + a,k, onde a, = a(r, ¥, 2), a8y = ay(x,y, 3,
a; = a;(x, ¥, 2) sdo as projegdes do vetor @ sobre os eixos das coordenadas. A:
linhas vetoriais (linhas de forga, linhas de corrente) do campo vetorial sio dedy-
zidas do sistema de equagdes diferenciais

dy __ dy dz

dy ﬂy ay

O campo escalar ou vetorial independente do tempo ¢, chama-se estaciondirio,
e o dependente, ndo é estaciondrio.
2°. Gradiente. O vetor

A5 au ou
grad U(P) = — i + — j + —k=gU,
ox ay oz
a o ¢ .
onde ¥ =& — 4 j— + k — & o operador de Hamilton (nabla), recebe o nome
dx dy oz
de gradiente do campo derivado U = f(P) no ponto P (ver cap. VI, § 6). O vetor

grad U[F) 5 0 estd dirigido pela normal = & superficie de nivel no ponto P, no
sentido de crescimento da fun¢do U e tem um comprimento igual a

ou au \? au\? au®
- [ (2
an dx ay az
Se a diregio no ponto P € dada pelo vetor unitirio I{cos &, cos B, cosy}, entdo
au
— =grad Ul = grad; U=a_Ucosx+'£cosB+ﬂ-fcosy
ol dx ay * oz
(derivada da fungdo U no ponto P na diregdo 1).
3°. Divergéncia e rotagSio. Chama-se divergéncia de um campo vetorial derivad®
a(P) = ayi + ayj + a;k, o escalar

, dax da da
diva = — 4 ¥ 4 F _ g,
ox e ay 9 ox it

Recebe o nome de rofagdo de um campo vetorial @(P) = a,i -+ a,j +ak o vetor

rota=[ﬁ‘__3%Ji+(i‘i_-a£]j+[“¥ daz

- ——] k=y <a
oy oz oz ox ox ady
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4°, Fluxo do vetor. Denomina-se fluxo do campo vetorial continuo a(P)
avés da superficie S, no sentido determinado pelo vetor unitirio da normal
{cos a, cos B, cos v} a esta superficie, a integral

SSann‘5=SSG,JS—SS(Q:GOSG:+ayc05§+azcos~{}d5.
5 S S

se S é uma superficie fechada, que limita um volume ¥V, e » é o vetor unitirio da

externa A superficie S, serd vilida a féormula de Ostrogradski—Gauss, cuja forma

. @ an dS5 = SSS diva dv.

(V)

5°. Circulagio do vetor; trabalho do campo. A integral linear do vetor continuo
@ sobre a curva parcialmente regular C € determinada pela f6rmula

. Scdr:Sa,ds=S¢,dx+¢,dy+n,dx (1)
; c c Cc

‘e représenta o frabalho do campo @ ao longo da curva C(ay € a projegdo do vetor @
sobre a tangente a C).

Se a curva C € fechada, a2 integral linear (1) se chama circulagdo do campo veto-
rial @ ao longo do contorno C.

Se a curva fechada C limita uma superficie bilateral S, é vilida a férmula de
Stokes, cuja forma vetorial &

%u dr=SSu rotadS=SS (rot @)a dS,
c s s

onde i € o vetor da normal A superficie S, cuja diregio deve ser escolhida de tal
‘modo, que para o observador que olhe no sentido de m, o percurso do contorno C
seja efetnado em direglio contraria a4 dos ponteiros do relégio, quando o sistema de
coordenadas € direito.

6°. Campo potencial e campo solenocidal. Um campo vetonial a@(r) chama-se

B
a = grad U,

onde U = f(r) é uma fungio escalar diferencidvel (potencial do campo).

Para que um campo @ seja potencial, dado em um campo simplesmente conexo
que se deriva continuamente, € necessirio e suficiente que @ seja frrofacional, isto €,
‘que rot @ = 0. Neste caso existe um potencial U, determinado pela equagio

dU = az dx + ay dy + a, d-.
Se o potencial U é uma fungdo uniforme, temos S adr = U(B) — U(4);
AB

‘M particular, a circulagdo do vetor @ ser4 igual a zero: %a dr. = 0.

Cc
Um campo vetorial derivado a(r) chama-se solenoidal, se em cada ponto do

: “" po div @ = 0; neste caso o fluxo do vetor através de qualquer superficie fechada
Serd ignal a zero.
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Se o campo € a0 mesmo tempo potencial e solenoidal, entdo div (grad U

5 5 ) =0
e a fun¢do potencial U €& harménica, isto €, satisfaz a equacio de Lapla.
SU AU LRy e s T
Py 2yt P , ou seja = 0, onde A = y2 = L et &

dx® dy? d22
operador de Laplace. A

2371. Determinar as superficies de nivel do campo escalar
U = f(r), onde r = |/x2 4 y2 | z2. Qualis serdo as superficies de niy.]
do campo U = F(p), onde p = Jx® + y2?

2372. Determinar as superficies de nivel do campo escalar

U=arcsen——°—__.
et e

2373. Demonstrar que as linhas vetoriais do campo vetorial

a(P) =¢, onde ¢ é um vetor constante, sio retas paralelas ao
vetor c. }

2374. Achar as linhas vetoriais do campo @ = — wyi + w1j,
onde w ¢ uma constante.

2375. Deduzir as férmulas:

a) grad (C,U + C,V)=C, grad U + C, grad V, onde C; ¢ C,
sdo constantes:

b) grad (UV) = U grad V + V grad U:

c) grad (U?) = 2U grad U;

) e [E-Jz Vegrad U~ Ugrad V |

14 V2 i

e) grad ¢(U) = ¢'(U) grad U.

2376. Achar a grandeza e a direcio do gradiente do campo U =
= 2 4 3 + z® — 3xyz no ponto A(2; 1; 1). Determinar em que

pontos o gradiente do campo € perpendicular ao eixo 0Z e em quais
¢ igual a zero.

2377. Calcular o grad U, se U ¢é respectivamente igual a: a) 7;
b) 7% ¢) 3 d) i) (r =Y FF 5 F 2.
¥

2378. Achar o gradiente do campo escalar U = er, onde ¢ é um

vetor constante. Quais serdo as superficies de nivel deste campo ¢
como estdo situadas em relagdo ao vetor ¢?

2379. Achar a derivada da fungio U = .1 + —y% +i: em um
a* b c

ponto dado P(x, y, z) na dire¢do do raio vetor » deste ponto. Em que
caso esta derivada serd igual 4 grandeza do gradiente?

2380. Achar a derivada da fungio U = - na direcdo I{cos =
Y

cos B, cos y}. Em que caso esta derivada ¢ igual a zero?
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81. Deduzir as férmulas: : )
;,2\? div (C,@;, + C.8,) = C, div @; + C, div @;, onde C, e C, s3o
-onstantes;
b) div (Ue) = grad U - e, onde c é um vetor constant_e;
¢) div (Ua) =grad U - @ + U div a.
r

2382. Calcular div (:)
2383. Achar div @ para o campo vetorial central @(P) = f(r) % :
onde 7 =Vx* + y2 + 2~

2384. Deduzir as férmulas: g
a) rot (C,a, + C.a,) = C,rot @, + C,rot @y, onde C, e C, sdo

. constantes;

b) rot (Ue) = grad Uxe, onde ¢ é um vetor constante;

c) rot (Ua) = grad Uxa + U rota. y

2385. Calcular a divergéncia e a rotagido do vetora, se @ ¢ igual
r tivamente a: a) 7; b) 7e e ¢) f(r) ¢, onde ¢ € um vetor constante.
© 2386. Achar a divergéncia e a rotacio do campo das velocidades
lineares dos pontos de um corpo que gira com uma velocidade angu-
lar © constante em torno do eixo OZ, em dire¢do contraria a dos pon-
teiros do reldgio. : ,

2387. Calcular a rotagdo do campo das velocidades lineares ¥ =
= @ Xr dos pontos de um corpo que gira com uma velocidade angu-
lar @ constante em torno de um determinado eixo que passa pela
origem das coordenadas. :

2388. Calcular a divergéncia e a rotagdo do gradiente de um campo
escalar U.

2389. Demonstrar que div (rot @) = 0.

2390. Usando o teorema de Ostrogradski— Gauss, demonstrar que
o fluxo do vetor @ = r, através de uma superficie fechada quelimita
um volume arbitririo v, é igual ao triplo deste volume.

2391. Achar o fluxo do vetor r através da superficie total do ci-

. lindro x2 + y2< R2, 0<z<H.

2392. Achar o fluxo do vetor @ = 2% + 1% + z°k, através de:

2 3 2
a) superficie lateral do cone 3-;;—y g-}':—r; , 0<z<H; b) através da

superficie total deste mesmo cone. ¥
2393*. Calcular a divergéncia e o fluxo da forga de atragdo

b b . A
= —';—'- de um ponto de massa m, situado na origem das coor-

denadas, através de uma superficie fechada arbitrdria que envolve
este ponto. ; :

2394. Calcular a integral linear do vetor 7 ao longo de uma espira
d?élinha helicoidal x — Rcost; y — Rsent; z= ht, desde £ = 0
a = 2m.
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2395. Pelo teorema de Stokes, calcular a circulagdo do ve

@ = x?y% + j -+ zk ao longo da circunferéncia x2 + y2 = R2; » — 0
tomando em qualidade de superficie o hemisfério z — | R2— 2 — 3
_ 2396. Demonstrar que se F é uma for¢a central, isto &, que est;
dirigida a um ponto fixo 0 e depende somente da distAncia » s
este ponto: F = f(7)r, onde f(r) é uma fun¢do uniforme continua
campo sera potencial. Achar o potencial U do campo.
2397. Achar o potencial U do campo de gravita¢do que forma un,

ponto material de massa m, situado na origem das coordenads--
a=— % r. Demonstrar que o potencial U satisfaz a equacio e
Laplace AU = 0.

2398. Verificar se os campos vetoriais seguintes tém potencia]
U e, caso tenham, achi-lo:
a) @ = (Sx%y — 4xy)i + (342 — 23) j;
b) @ = yzi + zxj | xyk;
wie 8= (Y H 2 F (x+ 27+ (x k.
~ 2399. Demonstrar que o campo central espacial @ = f(r) r sera

solenoidal somente quando f(r) = % , onde % = const.

tl}r

2400. Serd solenoidal o campo vetorial @ — r(c <), onde ¢ ¢
um vetor constante?

Capitulo Vi'T
SERIES

§ 1. Séries numéricas

1°, Conceitos principais. Uma série numérica
o

a1+a,+...+an+---=2¢a (n

n=1

€ convergente, se sua soma parcial
Sn=a_1+d¢+...+a:,|

em limite quando # —> co. O nimero S = lim S, recebe o nome de soma da série
e 0 mimero i
Ry, =S — S = aniy + Gnig + -

o de resto da série. Se o lim S, ndo existe, a série recebe o nome de divergente.
Se a série € converg;l?e. o lim ap = 0 (condigdo necessdria paraa convergéncia ) .
= 0O
Mas a afirmacdo contraria ndo € correta. : i 1
Para que a série (1) seja convergente € necessario e suficiente que para qual-
quer némero positivo ¢ pode-se encontrar um N tal, que para n > N e para qual-
quer nimero positivo p, € valida a desigualdade

| @ntq + Fneg + o T nipl <€
(critério de Cauchy ).
A oonvergénciya)ou divergéncia de uma série n3o se altera se acrescentarmos ou
suprimirmos um namero finito de termos. i
2°. Critérios de convergéncia e divergéncia das séries de termos positivos.

a) I critério de comparagdo. Se 0 < apn < by, a partir de um determinado »n = #,
€ a série

o0
' 2
bl+b,+...+bn+---=215n @

by
€ convergente, a série (1) também serd convergente. Se, pelo contrdrio, a série (1)
€ divergente, a série (2) também o sera. e 1 L

Em qualidade de séries comparativas é muito comodo tomar, em particular,
Progressdo geométrica
- -]

> ag" (a# 0),

n=0
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que e convergente quando | ¢ | < 1e divergente quando | g |= 1, e a série harménicg

Sl
sl |
: e ey
que €& divergente.
Exemplo 1. A série
1 1 1
S e R
l-2+2-2‘+3-23 n - 20
é convergente, ji que aqui
1 1
an = = —
A
e a progressio geométrica
o
1
Lyl
n=1 2n

cuja razdo é ¢ = —, é convergente.

1
2
Exemplo 2. A série

In2 In3 Inn
et U el
it &

n

: \ In
é divergente, j4 que seu termo geral i € maior que o termo correspondente .
3 n n
da série harmoénica (que € divergente).

¥ L

b) 1L critério de comparagdo. Se existe um lim 2% finito e diferente de zero

; ] bn
(em particular, se @, ~ by), as séries (1) e (2) sdo convergentes ou divergentes simul-
taneamente.

Exemplo 3. A série
1

2n — 1

1 i
I+T+—+...+ + ...
3 5

é divergente, j4 que

new \2n— 1 =n 2

lim[ . :—1-J=-1-;e0,

i / 1
e a série cujo termo geral é —, é divergente.
n

Exemplo 4. A série

1 1 1 1

2 1+22—2+23-3+'"+znmn

é convergente, porque

; 1
l:m[ -_l.)=1,i5toé'2 1 .-...,_]1,

naw (27 — ?"2“

e a série cujo termo geral € Zl é convergente.
n
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c) Critério de D'Alembert. Quando an > 0 (a partir de um determinado n = ng)
cxiste o himite
lim g._':."l =q,

nrm Qg

série (1) serd convergente, se ¢ < 1, e divergente, se ¢ > 1. Quando ¢ = 1, a con-
éncia da série ndo fica esclarecida.

 Exemplo 5. Investigar a convergéncia da série

1 3 5 2n —1
| E‘l:l-;’+§++ =ien
Solugdo. Temos '
o 2n — 1 2n 4+ 1
oyl 2n 2 o 2n+1
e E,IBDT R A
LAt i 5 Y 1+ —I-
littt.“-—-—’“'l=lil'l:1——(u-'-1)z—:l lim —2“=i-
mrm dn B 27412y — 1) 2 g 1 1 2
2n

Portanto, a séri- dada ¢ convergente.
A d) Critério de Cauchy. Quando ap, = 0 (a partir de um determinado »n = #n,) e
‘existe o limite 9sIt
N
lim Ja, =q, i
: o % 4
~ a série (1) € convergente, se ¢ < 1, e divergente se ¢ > 1. No caso em que g = 1,
~ a convergéncia da série ndo fica esclarecida.

&) Critério integral de Cauchy. Se an = f(n), onde a funcdo f(#) é positiva, mond-
- tona decrescente e continua quando » = a = 1, a série (1) e a integral

o
S flx) dx
: a
- s80 convergentes ou divergentes simultaneamente.
Valendo-se do critério integral pode-se demonstrar que a sévic de Dirichlet

== ]

1

> ®

n=l?

€ convergente, se p > 1, e divergente se » < 1. A convergéncia de muitas séries
- Pode ser investigada comparando-as com a correspondente série de Dirichlet (3).

Exemplo 6. Investigar a convergéncia da série
1 1 1 1

e — +
S s @n — 1) 2n
Solugdo., Temos
1 1 1 1
= ———— = i~ .
2n — 1)2n  4n? 1 i
2n
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Como a série de Dirichlet & convergente quando p = 2, baseando-se no 1
confronto, pode-se afirmar que a série dada também

I critérip de
3% Critérios de convergéncia das séries de termos

€ convergente.
positivos e negativos. Se 5 série

|+ |ag]l+ ... + |ag |+ ...,

()

formada pelos valores absolutos dos termos da série (1) é convergente, a.-se'rie (1)
também € convergente e recebe o nome de absolutamente convergente. Se, ao cop.
trdrio, a série (1) é convergente, enquanto que a (4) ¢ divergente, a série (1) chama-se
entdo, condicionalmente convergente, '

Para averiguar se a série (1) é absolutamente con i se
Para a série (4) os j& conhecidos critérios de convergéncia das séries de termos posi-
tivos. Em particular, a série (1) serd absolutamente convergente, se
@n+q
@n
No caso geral da divergéncia da série (4) ndo segue a divergéncia da série (1). Porém,
se o lim|TAf < o4 lim ¥ @, [ > 1, entfo seri divergente nfo sé a série (4),

n-» o0 an LE -]
mas também a série (1).

Critério de Leibniz. Se para uma série alternada

us lim
i b n-+ 0

< 1 ou lim ﬂz'{<i.

H—+ oo

S = byt by — by (b = 0) (5)
sdo vélidas as condigdes: 1) b2 b2 by > ...;2) lim b, = 0, a série (5) € convergente,
Para o resto da série R,, neste caso, sera vé.’l'j-a: a apreciagdo

| Bp | < bpyy.
Exemplo 7. Analisar a convergéncia da série
nin—-1)

) e

Solugdo. Compomos a série de valores absolutos dos termos da série dada:
2)% 3332 414 n
o = — -] 4+ ...+
GI+GF+G) +-+ 52

r " - ” 1
lim ( -] = limi = lim
n-pau"_ _2#-— 1 n+w 2n — 1 s-»ooz 1
| —

”

a série dada € absolutamente convergente,
Exemplo 8. A série

Como

1
=—>
2

1 1 1
L— =kl (= 2oy
2+3 . ) n

€ convergente, j4 que sio vilidas as condigBes do critério de Leibniz. Porém, converge
ndo absolutamente (condicionalmente), j4 que a série

1 1 1
14— i TG AT S
2+3 n

¢ divergente (série harménica),
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. Observagd séries alternadas sejam convergentes, nio € suficiente
: t,ermi' gi?;? Eeifia.ua zero. O critério de Leibniz afirma unicamente que a
s:11':aer:.m.da converge se o valor absoluto do termo geral da mesma tende a zero
mnamente. Por exemplo, a série

1 1 1 1 1 1
1l— 4 — 4 —— 4+ — —— 4+ ..

o & 2 Ty & 3 & 5%
: pesar i do

e seu termo geral tenda a zero (a variagio mon_.étona.

mt:i: deste t}::r?::lo geral aqui, naturalmente, nio € valida). Efetivamente,
caso Sar = S; + S, onde : y 3
| : : } S”=— —_— --+...+—}.
Beteieieor)  em(bedeesd
. i i i lim S5 existe
) lim Si = oo(S; € a soma parcial da série harménica), enquanto que o o Sy

:ﬁu?to {Sf € a soma parcial da progressio geométrica, que é convergente), portanto

S = co. '

' i j Ao € necessirio

I lado, para que a série alternada seja convergente, n

s?;“ ::E;,o o ;itgrio dg Leibniz, j4 que a série alternada pode ser eonverf:qte ;

&-ﬂl:or absoluto de seu termo geral tende a zero de forma nio monétona. Assim,

série

1  Ji A £ ny 1 pe
ity ettt G e e
itéri ibniz n3o é

convergen is, absolutamente, apesar de que o critério de Leibniz

o, ja qt‘;ec; : \?Sfr absoluto do termo geral da série, ainda que tenda a zero,
otonamente. .

| :: fS:rzhsmE: termos complexos. A série que tem pt:; tan:::o geral ¢, ; :; :n:zi'

8 um. i i inari te, se, e somente se, con -

~ (i € uma unidade imaginaria) é convergente » Verg:

e !
ente as séries de seus termos rea.i.sE ap, e 2 b,, e neste caso
n=1 n=1

n=1 ne=1 n=1

‘i\' série (6) € indubitavelmente convergente e se denomina absolutamente convergente
?’ converge a série

> leal = 3> Vai+ 8

LT n=1
cnjos termos sio os médulos dos termos da série (6).
5°, com as séries.

'-a).Cada um dos termos de uma série convergente pode ser multiplicado por
- mimero qualquer &, se

a +a+ ...+ 8p+ ... =S,
kay + kag + ... + kay + ... = kS.
b) Entende-se por soma (diferenga) de duas séries convergentes
@y + @y + oo F On + o= S, %)
N by + by + ... + bp + ... = 5, (8
8 série correspondente
i (@ % B) + (ag ok b) + o + (an & ba) + o = S, & S
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c) Chama-se produto das séries (7) e (8) a série

g+ g+ ... +eq+ ..,

(9)
ondes? = glbn "‘}ﬂ:bn_l 4 o anb (=12 .}
as séries (7) e (8) sio absolutamente convergentes, a série (9 t :
e sua soma serd igual a §,S,. . i e

d) Se uma série € absolutamente convergente, sua soma nio varia quando se

altera a ordem de seus termos. Esta propriedade ndo tem lugar
géncia ndo € absoluta. d Etian e & conver.

i _Escrever a férmula mais simples do enésimo termo das seguintes
séries, de acordo com os termos indicados: SEa

2401, L gl 5 2 st . 1
+3+5+?+... 2402.2+4+ +§+_”_

6
2403. 1 +%+%+§+... 2404. 1+%+%Jﬁ‘é+:ﬁ: |
2405.%+§+%+§5+... 2406.%+§+%+%+...
2407'%+%+I15+2i0+§15+4lz""'"
g s e

p L M e B o N o el g
o5 1 o S A S 50 - TS
\ 4 6

2
_Nos problemas n"s.' 2411 — 2415 é necessdrio escrever os 4 ou 5
primeiros termos da série, partindo do termo geral a, ji conhecido.

n —2 £
2411. @, = = g 2432 a, =4 2‘1"”.
2413, g, = 2E D7 et L e .
" [3+ (= hmp»
(2 -+ sen E) COSs nT
2415. a, = -

n!

_Investigar a convergéncia das seguintes séries, valendo-se dos
critérios de confronto (ou do critério necessario):

2416. T — 154 Jie= pap KA g
2417. —§~+i[5]”+§(3]’+ i %[EJ"JF
2

215 5 5
2418. R e W 1
3+5+7 i +2n+1+‘"
avec . b g S= 4
yio "y Tyw T ey
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Ll AR e A
800, — + — 4+ttt

1 1 1 1
2421‘Ti+2_1+3_1+m+10n+1+"'

1 1 1 A T N
e T e G R T
2423_2+?:+§f+...+2—”+...

2 3 n
1 1 1
2424'1+ﬁ+ﬁ+"'+ﬁ+.-.
1 1 Ik 1
2425.5'+5—'+§;+---+ (Gn — 12
a1 Y2 V3 £l 15
B st T e T

Empregando o critério de D’Alembert investigar a convergéncia
das séries:

) -1
125 2-5-8 20N 8 e 1)
B s oeh o B s e

Empregando o critério de Cauchy, investigar a convergéncia das
séries:

2429, %+[%]2+[%]3 R (%‘f_—"n—r T
2430. %+ [%]34-[—:8‘-}5-;- L [3»- 1)2”_14—

Investigar a convergéncia das seguintes séries de termos posi-
tivos:

1 1 1
LRI S o R
2432 L4 Lyl —
3 8 i5 n+ 12— 1
1 1 1 il B e ]
B it T ety
T R A n?
R ey
S T W e
L e e e e
C o I SR e =1
3 2"3‘+3'-4'+4=-5=+' +(n+1)’(u+2)"

20—35
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3 %7 I
437. =
2. 4 (3] (il -+ (T
3 n
3 2n 4+ 1\ 2
2438.
[ } T3 +( ) + +{3n+1] T
1 3
2439.:+ﬁ+—+...+ s SR
2440. 14 2 + L+ 2
2441, M 2!
2 A0 Y 23+1 SrT
a0 4 2m-1
2442. 1 — 4 = T e
+tatat +(n—1)17_
1 1-3, 1-3-5 1535 (2«—1)
2443, &g mas
A 4R T + i 4-8-12.. -
(m= . @n (3‘)’ (n!)®
e CT B B Bfime, @n!)
1000 1002 . 1000-1002- 1004
445. 1000
Ak 000 1-4 1:4-7 i
1000-1002-1004...(9984-2»)_,_
iy 1-4-7.. (32— 2)
2 2-5-8-11-14..(6n — 7) (6n — 4)
2446. —
1+ + +1-5-9-13 17 ... (87 — 11) (81 — 7)
' -5 1-5-9 ... (4n — 3)
gl z+2 4-6 oty 2-4-6-8-10.. (4n — 4) (4n — 2)
1 1-11-21 oo 1-11-21.. (100 —9)
'2448. = + + i + ... - i e - ...
-4 e o P
At + 3. 5+1-3-5-7-9 R
. 1:4-9 . .nm2
| Rl ey 9,..(4u—5)(4n—3)+
2450. D arcsen L 2451. Esen-ﬁ
n=1 V?T f==]
2452.211n[1+i]- 2453. D+ 1,
= n=1 ,I.
= 1
2454'.§zﬁ' 2455, ”Emm”
2456. 3> 1 2457. 3

n=znln?n ez n-lnn-lnhan

2458. D T
2 1
2460' el V”(” + 1) (2 + 2)
= 1
2462. g—"—w;h =
2464. 2(1 —cos—’i]-
n=1 n
=\ 275!
2466. -
n=1
2. Tigg |
2468*. E” = .

2469. Demonstrar que a série E

n=2 #¥In%m
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1

o0

2459, ,,Ezl_—yn =

1
2461, 25—

2463. Al
w=tion— 1 05Vs — 1)
2 n!
2465. QF-
2460 BT
p n=] n"

1) é convergente, qualquer que seja ¢, se » > 1 e quando ¢ > 1,
sep=1;
2) é divergente, qualquer que seja ¢, se p < 1 e quando ¢ < 1,

se p =

1.

Verificar a convergéncia das seguintes séries alternadas. Se sdo
convergentes, provar se o sdo absoluta ou condicionalmente.

e e
2470.1—-3-;-5 ...+2n_1
T R
2471. 1 V"+V3 = +.
o R R st el BT
4+9 + 2
v ) LR ok,
Zi 13 6n— 5
0T 1 pr a2 A0 S
1-2 2-3+34 rien n(u+ll+
nitn
IR 2 3 4 iy T e
4+3+15 F ) 2n+
a6 . 2 7 LA AT
2;/5#1'*'3»’5—1 -:V”-1+
4 n4 1
20+ W= 1) m+ DYn+1—1 s
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2477. —-”-+(3)’ [ ]+ + (— 1) [ “]"+...

7 3n 4 1
it SR g 2t
-4 1+4-7 .
sl ﬁh_+ eyt il e K :rl-; ?((i: % i; "
2480. =2 4 (“'l:‘lz‘; o B
2481. 2(—1 2482. g — g

2483. Certlflcar-se de que o critério de convergéncia dc I)’'Alem-
bert ndo resolve o problema de esclarecimento da convergéncia da

serie a,, onde
r=1
s R 2k-1 5 2k-1
7 el S 3k-1 4 28T 3k

k=1, 2,..),

enquanto que usando o critério de Cauchy pode-se estabelecer que
esta série é convergente.

2484*. Certificar-se de que o critério de Leibniz nio & aplicdvel
as séries alternadas a)—d). Comprovar quais destas séries sio diver-
gentes, quais convergentes condicionalmente e quals absolutamentc
convergentes:

1 1 1 1 1 Ty
) T T R e S

1 1
a = = —_— /e R —
[ZH o W e Vk+1+l]'
1
By g il g L L AT
) +o—a+ +
2 I L5 1
21 = S o T 1),
£ R g I TR
£) 1 i i AL SRS T
) 3 T g A
e Ly T S
[21:—1 > Qg _3_ka
G e gl
5 SR W R D
d) T 3
{a 1 G 1
e & 4&-3]
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Investigar a convergéncia das seguintes séries de termos complexos:

o 2 n
2485. E m .

E n(Zz = 1)

Gt 2 2y
2487. @1;(—33‘:— e
2489. ;V_;‘: . ,._1(74:7}7;'

2493. Entre as curvas y = Le Y= L 4 direita de seu ponte
= 22

de intersegdo, construiram-se segmentos paralelos ao eixo OY e que
mantém entre si distdncias iguais. Serd finita a soma dos comprimen-
tos destes segmentos?

2494. Sera finita a soma dos comprimentos dos segmentos de que

se fala no problema anterior, se a curva y = -!-2 for substituida pela
X

i
curva y = —?
X

2495. Formar a soma das séries E : +” E e i 1)“ =

=1 n=1

Serd ela convergente?
1

(=]
2496. Formar a diferenga das séries divergentes 22 :
i ; =] LT —
E T e investigar sua convergéncia.
=1

2497. Serd convergente a série formada pela diminuigdo deE I
n=1c0—

da série E

2498, Ehcontrar duas séries tais, que sua soma seja convergente
€ sua diferenca divergente.

2499. Formar o produto das séries 9 E—— Serd ele

n=l 7 n=12"
convergente?
2500. Formar a série [1 + — + Lt S sent ]’ Sera ela
convergente ?
2501. E dada a série — 1 + o L —{— i by T (_ l) 4-... Avaliar

¢ valor do erro que se comete ao substltulr a soma desta série pela
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soma dos quatro primeiros termos e pela soma dos cinco primeirgg
termos. Que se pode dizer sobre os sinais destes erros?
2502*, Avaliar o erro que se comete ao substituir a soma da

série
1 1 f1at 1 [(1)3 TofaA g™
1y LR L
2+21[2]+31[2) nt | 2 +
pela soma de seus » primeiros termos.
2503. Avaliar o erro que se comete ao substituir a soma da série

15 il 1
1+§+5f++;;—1+

pela soma de seus » primeiros termos. Em particular, avaliar a exa-
tidio desta aproximacido quando # = 10.

2504**, Avaliar o erro que se comete ao substituir a soma da
série

1+%+%+m+$+m

pela soma de seus n primeiros termos. Em particular, avaliar a exa-
tiddo desta aproximagao quando # = 1000.

2505**, Avaliar o erro que se comete ao substituir a soma da
série

ot 0 L L e R . iy
A a2 sl
pela soma de seus » primeiros termos.

oo
— 1)1
2506. Quantos termos da série > :(~_1—)— ¢ preciso tomar para
n

n=l

calcular sua soma com precisio de até 0,01, ou de até 0,0017
- =]
2507. Quantos termos da série D, — = ¢ preciso tomar
a=l (2n + 1) 57 )
para calcular sua soma com precisdo deaté 0,01 ; 0,001 ou 0,00017

* PR 1 LY S L S
2508.Acha.rasomadasérle1_2-[—2.3-1-3_4—0—...-{— _ i

2509. Achar a soma da série
2k—1

RN e o B SR e

§ 2. Séries de fungdes

1°. Campo de convergéncia. O conjunto dos valores do argumento =z, para
quais a série de fungdes
L) + fo(2) + o A+ fal®) + - ("
é convergente, chama-se campo de convergéncia desta série. A fungldo '
S{x) = lim Su(x),

n-+ 0

0s
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onde Sn(#) = fi(®) + fa(#) + ... + fa(%), e x pertence ao campo d i

recebe o nome de soma da série e Ry(2) = S(x) — Sp() o de rfsfo d: :girni‘:rgéncm'
Nos casos mais simples, para .detem:_Lma_r © campo de convergéncia da série (1)

basta aplicar a esta sénev os conhecidos critérios de convergéncia, considerando # fixo
Exemplo 1. Determinar o campo de convergéncia da série :

s+ 1 (x4 1)% (¥ + 1)3 (x + 1n
i T 2-22 i 528 +“'+_',,—.2_;+'" @)

Solugdo. Chamando de u#, o termo geral da série, teremos
mf“n+1|:1im | 4 1[nHl 20, =|”+11
arw ltal  nvo 2Mm+ 1) (54 1[0 e L

Baseando-se no critério de D'Alembert pode-se afirmar
[+ 1]

que a série é convergente

(sendo absolutamente convergente), se =S ttale gl iig L. o L 1. o

! ; |+ 1]
série é divergente, —_— i —
i ge Se 5 > 1, isto é, se —w<z<—30u1l<ax< oo

(fig. 104). Quando x = 1 obtém-se a série harménica 1 + = + & + ..., que (de
200 i

acordo com o critério de Leibniz) € convergent
Isto €, a série converge qu}a.ndo - 3g<n : (<po {‘-ém, e o e

; Lonvergente
Divergente -, sy, Divergente
-7 -7 0 r; iy
FIG. 104

2°. Séries de poténcias. Para toda série de poténcias

; Cot+ a(x — a) + cy(x — a)? 4 ... 4 cp(x — ay® 4 ... (3)
‘n € @ s30 nlimeros reais) existe um intervalo (inte
m il v rvalo de convergéncia -
;Bm cmtir: T Eonto ; = a, em cujo interior a série (3) & a.hsolutimenté ’cfnnve‘:'gle‘n:tj
uando 7 I? Ia série € divergente. O raio de convergéncia R pode ser em
€asos particulares, iguala 0 ¢ a 00. Nos pontos extremos do intervalo de con.vergéncia

*¥=a+4 R pode ter lugar tanto - z
Poténcias. O interval a convergéncia, como a divergéncia da série de
D’Alembert e de Ca%c?y?mwrgémm é determinado geralmente por meio de critérios

o qa ; o aplicando-os & série formada pelos valores absolutos dos
Aplicando A série de valores absolutos

laol+lgllz—al+ ..+ leallx—a|®+ ..
08 cri

térios de D’Alembe
f 3 Alembert e de Cauchy, obteremos re i i
érmulas para o raio de convergéncia da série de poténci::f e(g;:wa.mente R TPl

1 ¢
= _—'——l- e R=1lim LA [
nlf::?'i £ Hor ) Cuiq

No entanto,
, deve-se usa-los i i j
que fi com muito cuidado, j4 que frequentemente os limit
e mm:oos st':g1_1tudos matpt_»ros destas férmulas ndo existem. Assim, por exéi;ﬂ?
4 n somﬁnme 1to ::lle coeficientes ¢, se 'a.nul'.a. (o que, em particular, ocorre qua.ndc:
Sétie consta nte de termos de poténcias pares ou somente de poténcias impares
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de (¥ — a)), ndo pedem ser empregadas as férmulas indicadas. Devido a isto reco-

menda-se que ao determinar o intervalo de convergéncia, se empregue o critérin

de D’Alembert ou de Cauchy diretamente, como se fez acima ao investigar-se 5

série (2), sem recorrer-se s férmulas gerais de determinagio do raio de convergéncia.
Se z = x -+ iy é uma varidvel complexa, para a serie de poténcias

€o + €1(2 — 3) + ez — Z)* + oo A+ enlz — 7)™ + ... {4)

(cn = an + ibn, 2, = %p + %) existe um determinado circulo (circitlo de convergencia )
|z — 2z, | < R com centro no ponto z = 5, em cujo interior a série € absolutamente
convergente; quando |z — z, | >R, a série é divergente. Nos pontos situados na
mesma circunferéncia’ deste circulo de convergéncia, a série (4) pode ser tanto con-
vergente como divergente. O circulo de convergéncia € determinado, em geral, através
dos critérios de D’Alembert e de Cauchy, aplicados A série

|su|+]'31]‘[2'_20[4"lczj‘lz_zu|s+-~-+lcﬂi'l‘?_:‘niﬂ“"‘-“-

cujos termos sdo os médulos dos termos da série dada. Assim, por exemplo, utilizando
o critério de D'Alembert & facil observar que o circulo de convergéncia da série

o R S L L R
1-2 2.0 3-23

n . 20

determina-se pela desigualdade |z + 1] < 2 (6 suficiente repetir as operagdes feitas
na pag. 310 para determinar o intervalo de convergéncia da série (2) e substituir »
por z). O centro do circulo de convergéncia estd no ponto z = — 1, e o raio I deste
circulo (raio de convergéncia) € igual a 2.

3°. Convergéncia uniforme. A série de funcdes.(1) converge uniformemente num
intervalo determinado, se para qualguer € > 0, pode-se achar um N tal, que nio
depende de #, que quando n > N, para todos os valores de x do intervalo dado,
¢ valida a desigualdade | Rp(#) | < e, onde R,(x) é o resto da série dada.

oo
Se | fa(#) < en (» = 1,2, ...) para a<x<b e a série numérica 2"‘ ¢ con-
n=l
vergente, a série de funcdes (1) sera absoluta e uniformemente convergente no seg-
mento [a, b] (critério de Weiersirass).

A série de poténcias (3) converge absoluta e uniformemente em qualquer seg-
mento situado dentro de seu intervalo de convergéncia. Pode-se derivar e integrar
termo a termo a série de poténcias (3) dentro de seu intervalo de convergéncia (quando
| #* — a| < R), isto €, que se

6o + 61(x — @) + ca¥ — )2 + o + ey — @)™ + ... = f(#), (5)
entio para qualquer x do intervalo de convergéncia da série (3), temos:

6y + 2c(x — a) + ... + nen(® —-a)n1 4 .= f'(x), (6)

x x x =

S cpdx + S ¢(x — a) dx +S ey(x — a)?dx + ... + S en(x — a)?dx + ... =
E Y £ E
x
— or (Fat (% —atth Sf(x} b -
n=0 n+ 1

T

(o nimero ¥, também pertence ao intervalo de convergéncia da série (3)). Com isto,
as séries (6) e (7) tém o mesmo intervalo de convergéncia que a série (3).

(o]
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Achar o campo de convergéncia das séries:

2510.
25;2.
2514.
2516.
2518.
2520.
2522,

2524%,

WE
3 -

2
(]
=

= ,° 1
it y
’g ( 1) ”!n z
a0
> ) 2"sen o
=0 3n

|

2 (__ 1)"‘-1—1 g—msen x
=0
L

n=1 nla™

a0
L
w1 %+ 3%(x — 5

= 1

2 | & .
u-‘l[ i 2“;“]

2511. z(ﬁ 1)*=+1i.
fn=1 nt
2513. S sen (2 — 1) &

f=1 (2n — 1)2

2515**- i Cosnxy .

n=0 en%
2517, el 8
n=1 X"
2519. S Wt
Q (2m — 1) a™
2521. i s

n=0 (1 + 1)5 x27 i

- n
2523 D
ne=1 "

oo
2 T

n=—1

2525.

313

Achar o intervalo de convergéncia das seguintes séries de potén-

cias e investigar a convergéncia nos extremos deste intervalo:

2526.

2528.

2530.

2532,

2534.

2536.

2538.

2540.

o0
e
n=20

(= =]

220-1
e 251
o
(_ l)ﬂ—l AT

n=1 ”

nlx™.

oo
>
»3
n=
i " an-1 i
et [211-}- 1] it

9:2: u:- 1 (%]”-

o0

1}
1

2n-1
%

n=2n-3"-Inn

(—1)"(2n + 1)2x™.

i s

n=1% - 2n

2. 2n-1,2n-1
2529, C
!;1 {(3n — 3)2

2831, (% + 1)5 237
Q 2n 4+ 1

9533, S

=1 nl

2538 S X

n=1n"

2537. Y 3v .

n=0

- o

=1 n"

2541. )«

n=1
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2542%%. > > n1xn!,

n=l

o l'l"
2544%*, sl

n=1 nt
2546, S (=3

=1 % 3%

x

2548. E (— 1)=1 (x — 2)2n

m=1 2n

2550. D u"(x + 3)™.

LY

2552. B P
m1(2n — 1)2n

2554, S~ mlx+3n
§ nh

2556. S (x — 3)2n

n=1 (#n+ ln(n+ 1)

2558, po L2
nl’l

n=1

2560. i (o = DiiGed e

n=1 2n-1 . nt
j e
2562. O 2l B

a=0  (m+ 1)%2n80

Determinar o circulo de convergéncia:

2564. 2” "

=0

2566, 3 &= 20"

n=1L Mn-:3"

c(2n 4+ 1+ 20) 2 +

2569. 1+ 4

@

2570. a{_u__‘”*; e )"z".

F 1
(1—14) (1 — 2§

2543%,

2545,

2547,

2549.

2551.

2553.

2555.

2557.

2559%,

2561.

2563.
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oo

>

n=1 20" 1lyn

it

naml 7n - 3II

= (x =t 1)2!’!
n=1 n-9%
-]
E(x a0 il
n=1 n2
(=]

(% + 5)2n-1
n=1 2n-4n

35 (- jer Bty

=1 (3n — 2)in
(x + 1m
a=1 (4 1)In* (n 4+ 1)
S =
n=1 (n+1)In (n41)
o 1 L
§ [1 + ';] i 1)

5 WYiE2 \
s - — o

Bt

n=0 (2n + DVe + 1

2565. X (1 + ni) 2"

2567. S
n

n=0

zin

n=0

2508. (' + 2¢) + (1 4 20) (3 + 2i) 2+ ... + (1 + 24) (3 + 27) ...

+ ...+

n
(1 —4)(1 — 2§) ... (1 —ni)

I
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2571. Partindo do conceito de convergéncia uniforme, demonstrar

quea.série
14+a+a24 ...+ a4 ..

nio converge uniformemente no intervalo (—1, 1),'p01'é‘m' é unifor-
memente convergente em qualquer segmento de seu‘interior.

Solugdo. Utilizando a férmula da soma da progressio geométrica, para | x| < 1
obtemos

Nl
Rn[.r) — il + N+2 + e = .
I —»
Tomemos o segmento | — 14 o, 1— a | dentro do intervalo (— 1, 1), onde « €
um numero positivo t3o pequeno como se deseje. Neste segmento |#[<1 — «,
| — % |=a e, portanto,
(‘1 — G) n+l

| Ralx) | <

Para demonstrar a convergéncia uniforme da série dada no segmento [— 1 4 e,

| — ], € suficiente provar que para qualquer e > 0 pode-se encontrar um N tal,

que dependa exclusivamente de €, e que para qualquer = > N se verifique a desi

gualdade | Rq(#) | < e para todos os » do segmento ﬁflamma.do.

(LR e ) (P et e,
ol

Tomando qualquer £ > 0, fazemos que

Infeox) .,
(n + DIn(l — &) < In (ex), isto €, n + 1>m“_a) (j4 que In (1—a) <0) e
: it
>ﬂ€i)— — 1. Tomando, desta forma, N = E(!l{i—m);)_ — 1, nos convencemos

In(1— o
de que,{ de f.');to, quando # > N, se verifica a desigualdade [Ra(#)] < e para todos
os z do segmento [— 1+ =, 1—a] e, portanto, fica demonstrada a conver-
géncia uniforme da série dada em qualquer segmento situado dento de (— 1, 1).

Quanto 2 totalidade do intervalo (— 1, 1), este contém pontos tdo préximos

T+l
= 00, por

como se deseje, do ponto x = 1, e como o lim Rp(¥) = lim
x-»1 z1 1—=x

maior que seja n, sempre podem ser encontrados pontos x, para os quais Ra(#)
serd maior que qualquer outro nimero, tdo grande como se deseje. Portanto, &
impossivel escolher um N tal, que para n > N tenha lugar a desigualdade | .R,, [_x) |<e
em todos os pontos do intervalo (— 1, 1), o que quer dizer que a convergencia desta
sé€rie no intervalo (— 1, 1) ndo ¢ uniforme.

2572. Partindo do conceito de convergéncia uniforme, demonstrar
que:
a) a série

x 22 an
1+H+£t_++ ”I—l—...

converge uniformemente em qualquet intervalo finito;

b) a série .4
2 . 1\n—l.%n
ol doen Lk s VAR
1 2 3 ”

converge uniformemente em todo o intervalo de convergéncia (—1, 1);
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c) a série
1_!_2—1;—}-3—1;—]—...4—1%-{—...

converge uniformemente no intervalo (1 4 §, o), onde § ¢ um nii-
mero positivo qualquer;

d) a série

(%2 — x%) + (x* — 2% + (x® — 28) + ... + (2> — 252

é convergente ndo sé dentro do intervalo (—1, 1), mas também nos
extremos do mesmo, porém a convergéncia da série (—1,1) nio ¢
uniforme.

Demonstrar a convergéncia uniforme das seguintes séries de fun-
¢Oes mnos intervalos indicados:

2593. >0 *—: no segmento [—1; 1].

n=1M"n

[+ a)

s5en nxy - .

2574. E :-——2” em todo o eixo numeérico.
=1

2575. 3 (— 1)™1 ;—"_ no segmento [0; 1].
n

LS |

Usando a derivagdo e integragéo termo a termo, achar as somas
das séries:

7570, &bt B g
2 3 7

b s M s s R L S T
2 3 n
e 25 a2n—1
2578. — 4 =
i 3 _+ i) i & 2n — 1 iy
e ol x2n-1
Pl iR T e — 1)1
o 3+5 i) zn-—1+"'
2580. 1 +2x 4 322+ ... +(m+ 1) 2™ 4 ...
2581. 1 — 342 4 5a* — ... + (— 1)"1(2n — 1) 222 4 ..

2582. 1-2+42-3x+3 422+ ...+ nn+1)a™1 4 ..
Encontrar a soma das séries:

2583. %+;2-3+;33+... $ 2t

4. ok i
L e R e R
2585%, § et Zlpl by T S
3-3 o 7.3 (2n — 1)32-1
1 3 5 2n — 1
o e S e =
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'§ 3. Série de Taylor

1°, Desenvolvimento de uma fungfio em série de poténcias. Se uma fungio f(x)
admite um desenvolvimento emn série de poténcias de ¥ — @ num entorno de
|x—al< R do ponto a, esta série (série de Taylor ), terd a forma

“(a - (n) (g
f(x) = fla) + fla) (» — a) + % (x — a)® + ... +};[T)— (x— @) )
n
Quando a = 0 a série de Taylor também recebe o nome de série de Maclaurin. A
igualdade (1) € justa, se para | ¥ — a | < R o termo complementar da férmula de Taylor
H
(k)
Rp(x) = f(x) — I:f(f-!) -+ E f_.__ (@) (x — a)k] -0
=1 &

quando 7 —- 00.
Para avaliar o termo complementar da série pode-se empregar a féormula

(; ; 1 a)ra+l
Ruy(x) = ————— f(n+l) [a 4 O,(xr — a)], onde 0 < 8, < 1 (2)
(2 -+ 1)}
(forma de Lagrange).
Exemplo 1. Desenvolver a fungdo f(x) = cosh » em série de poténcias de x.
Solugfio. Achamos as derivadas da fungio dada f(x) = cosh #, f'(¥) = senh #», f" ()=
cosh #, f”/(¥) = senh #, ...; em geral, f{®)(x) = cosh x, se n é par e f(")(x) = senh %, se
n éimpar. Fazendo a = 0, temos f(0) = 1, f'(0) =0, f”(0) = 1, f(0) = 0, ...; em geral,

f®1(0) = 1, se n é par, e f(?(0) = 0 sz n € impar. Donde, beseando-se em (1), teremos:
2 4 2n
coshx=1+x—+x—+‘.‘+ < (3)
21 4! (2n)!

Para determinar o intervalo de convergéncia da série (3) usamos o critério de
D’Alembert. Temos:

p2nte x2n . X

hoe im —™M—
n>w | (20 + 2)!  (2n)! nrw (2n 4 1) (2n 4 2)

para qualquer x. Portanto, a série € convergente no intervalo — o0 << x << 0. O
termo complementar da série, de acordo com a férmula (2), tem a forma

anH
(i + 1!

e+l
(n + D!

Ru(x) = cosh Ox, se n € impar, e

Ry(x) = senh Ox, se n € par.

Como 0 < 6 < 1, teremos

0 —6 Bx —bx
| cosh ﬁx1=_i.i.j$em, |senh Bx | = | € “29 <.l
>
. | # |p+2 |n
€ Por isso | Ra(+)]< —-——{ Ty el*l. A série cujo termo geral ¢ é convergente
n !

Para qualquer » (o que € ficil de comprovar através do critério de D'Alem-
bert), por isso, de acordo com o critério necessirio de convergéncia

nf1
lim ol e i . =
nre (B + 1)!

€ Pportanto, lim Rp(x) = 0, gqualquer que seja ». Isto significa que a soma da série

3 = 0C
(3) para qualquer x, € de fato ignal a cosh =».
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2°. Métodos usados para desenvolver em série de poténcias.
Usando os desenvolvimentos fundamentais

2 n
) e O e Bk ok il I R
1 2 nl

e 3 25 22041
T, Sen £ o= — o — —— .+ (I —F7—— L (= \
315 ( )(2u+1)! b B ),
7 E a4 e
III. msxmlr-27+‘?—...+( 1) (2”)!+‘.4(v—w<x<oo),
" mim — 1)
IV. (1 )= ] o — TR
Lol 1! 2!
— 1. — 1
e m(m ) (1 ﬂ+34n+___(_1{x{1}.)_
nl
23 3 P
V. h1(1+‘k)=x-—?—|——3—...+{—l)“"l—-i-...(u-1{3‘5&1),
n

pode-se, em muitos casos, obter-se facilmente o desenvolvimento de uma fungio
dada em série de poténcias, sem que haja necessidade de investigar o resto da série.
|As vezes, ao fazer o desenvolvimento, € necessirio utilizar a derivagio ou integracdo
fermo a termo. Quando se trata de desenvolver em série de poténcias de funcdes
racionais, recomenda-se desenvolver tais fungdes em fracdes simples.

Exemplo 2. Desenvolver em série de poténcias de x**) a fungio

0 i e a,
(1— 2) (1+ 22)

Solugdo. Desenvolvendo a fung¢io em frag@es simples, teremos

1 2
Sy = + :
1 — = 14 2%
Como
o
=1+ —'r-x”+-..=2:x" (1)
1 — =% n=0
1 oo
e 1 — 25 i(20) = (— nm2nan, &)
14+ 2x ) ,g}
lefinitivamente, teremos
- »] - ) (= 2]
S =D+ 2 > (— 1n2ngn — D [L+ (—yn2nii)an, (6)
n=0 n=0 n=0
*) Nos limites do intervalo de convergéncia (isto &, quando r = — 1l e # = 1)
o desenvolvimento 1V se comporta da seguinte maneira: se m > 0, converge absolu-
tamente em ambos o0s extremos; se 0 > m > — 1 diverge quando ¥ = 1 e converge
lcondicionalmente quando # = 1; se m < — 1, diverge em ambos os extremos.

**) Daqui para diante subentendem-se “poténcias inteiras e nio positivas"v

-

§ 3. SERIE DE TAYLOR 319

étricas (4) e (5) sdo convergentes respectivamente quando | x | < 1
Asprogressﬁesgﬂﬂm . (1) e (5) 13 5 :

pli $ vali d < —, isto €, uando

el < ; portanto, a férmula (6) € valida quando |« | | q d

1 1
B x << E b
230 Série de Taylor para uma fungio de duas varidveis. O desenvolvimento de
ma ﬁ;m;g,o infinitamente diferencidvel de duas varidveis f(x, ¥) na série de Taylor,

pum entorno do ponto (z, b), tem a forma

ey 2 g g
fir =f@d + Le=a 2+ 0 =8 S| fen + Sltema =4

i 27 1 gl i il -ai]ﬂ ]
+(y—b)@]f(4.b)+---+;f[(x a}axdr{y )ay @ by L

Se a — b — 0, a série de Taylor chama-se também série de Maclaurin. Neste caso
usam-se as seguintes anotaces:

af(x, ¥)

[{x— )+ - ay] fla. b) i i e xR
) y=>5 y=2
2 a7 _ Pz ) BN
[e-ag+0o-» AR T
4 e 8 R PR R L W (R S ) B
3xay z—: 6‘y’ ;-:
= g

O desenvolvimento da série (7) tem lugar, se o termo complementar da série

” a k
Ra(x, ) = f(#, ) — {f(a. b) + ;2.1?11 [(x—a) ;%+ (¥ — b) é;] Sla, b)} -0

quando 7 —» 0o. O termo complementar da série pode ser representado da forma
1
(= + 1!

s—a+Bx—a)
y=b+0(y—b)

a a n+l
Ra(#.9) = [(x— 9l +0- wé;] £ )

onde 0 < 6 < 1.

Desenvolver em séries de poténcias inteiras e ndo negativas de
x as fun¢des indicadas, achar os intervalos de convergéncia das séries
obtidas e investigar o comportamento dos termos complementares das
mesmas:

2587. a*(a >0).
2589. cos(x + a).
2591*. In(2 -+ x).

2588. sen (x 3 —’}] -
2590. sen? x.
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Utilizando os desenvolvimentos fundamentais I—V escrever ,
desenvolvimento em série de poténcias de x, das seguintes funcoes
e indicar os intervalos de convergéncia das series:

pRgaliea 3 aRga e =) .
(x — 1)2 %% — 4x 4 3
2594, xe % 2595, o=,
2596. senh x. 2597, cos 2x.
2598. cos? x. 2599, sen 3x 4+ x cos 3x.
3600, - = 2., AT S
0+ a2 V4 — a2
2602. In St =. 2603. In (1 + x — 2%?).

1—x

Aplicando a derivagdo, desenvolver em série de poténcias de

x as seguintes funcGes e indicar os intervalos em que estes desenvol-
vimentos tém lugar:

2604. (1 + x)1n (1 + x).
2606. arcsen x.

2605. arclgx.
2607. In (x + J1 + #?).

Utilizando diferentes métodos, desenvolver em série de potén-

cias de x as seguintes fungdes e indicar os intervalos em que estes de-
senvolvimentos tém lugar:

2608. sen? x cos? x. 2609. (1 + x)e™.

2610. (1 + &%)3. 2611. V8 + «.
G/ b e A el 2613. cosh 3x.
A2 —5x+6
2614. —. 2615. In (22 + 3% + 2).
-
2616. S”“ ~ dx.- 2617. Se"" dx.
0 A 0
I; In (1 + #)dx c dx
7, A i o el s
26 § - 2619 § =

Escrever os trés primeiros termos diferentes de zero dos desenvol-
vimentos em série de poténcias de x das seguintes fungdes:

2620. tg x. 2621. t_h X
2622, ecosx 2623. sec x.
2624. In cos x. ' 2625. ¢” sen x.
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2626*. Demonstrar que para calcular o comprimento da elipse
pode-se utilizar a férmula aproximada

s ~ Zr:a[l —-ﬁ].
4

onde ¢ ¢ a excentricidade e 24, o eixo maior da elipse.
2627. Um fio pesado, ndo extensfvel, suspenso por seus extremos,
forma por seu préprio peso a catendria y = @ cos h 2, sendo a — 2 ’
; k a q
onde H é a tensdo horizontal do fio e ¢, o peso de uma unidade de
comprimento do mesmo. Demonstrar que para valores pequenos de
x é possivel admitir-se, com uma aproximagio da ordem de x%, que

o fio pende formando a pardbola y = a + % .

2628. Desenvolver a fungio x® — 2x2 — 5x — 2 em série de po-
téncias de x + 4.

2629. f(x) = 52® — 4% — 3x + 2. Desenvolver f(x + k) em série

de poténcias de 4.
2630. Desenvolver In x em série de poténcias de x — 1.

2631. Desenvolver . em série de poténcias de x — 1.

&
2632. Desenvolver %’ em série de poténcias de x + 1.
2633. Desenvolver — - em série de poténcias de x -} 4
: 22 4 3x 4 2
2634. Desenvolver iR A série de poténcias de x +2

2635. Desenvolver e em série de poténcias de x - 2.

2636. Desenvolver |z em série de poténcias de x — 4-

2637. Desenvolver cos? x em série de poténcias de x — 1;~ .

2638. Desenvolver cos® x em série de poténcias de x — ";
1+ =

~__ em série de poténcias de .
Y1+ # 1+ =
2641. Que erro se comete se supormos que aproximadamente

1 1 1
ex 24+ —+4+—+4—1?
+21+3|+41

2639*. Desenvolver In x em série de poténcias de

x

2640. Desenvolver

2642. Com que exatiddo pode-se calcular o niimero -E» se empre-
garmos a série
a0 At
arct =X — =4 = — ..,
retg x = x 3 + 3

tomando a soma de seus cinco primeiros termos, quando x = 1?

21—35
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do desenvolvimento em série de poténcias de x, da fungdo arcsen
(ver o niimero 2606).
2644. Quantos termos é necessdrio tirar da série

3 x
cosx=1— —
2!+

para calcular o cos 18° com exatiddo de até 0,001°?
2645. Quantos termos é necessdrio tirar da série

23
senxux—3—1+...,
para calcular o sen 15° com exatiddo de até 0,0001?
2646. Quantos termos ¢é necessario tirar da série

x %
€ =I+_IT+E?+'"

para achar o nimero e com exatidio de até 0,00017?
2647. Quantos termos é necessdrio tirar da série

ln(1+x)=x—'§+...,

para calcular In 2 com exatiddo de até 0,01? até 0,001?

2648. Calcular ‘T’?_ com exatidio de até 0,01 através do desen-
volvimento da fungio ¥8 4 x em série de poténcias de .

2649. Esclarecer a procedéncia da férmula aproximada |/2? + x =

~a-+ i (@ > 0), calcular com ela |23, fazendo @ = 5 e avaliar o

erro cometido.

2650. Calcular {19 com exatidio de até 0,001.
2651. Para que valores de x a férmula aproximada
cos xx1— 2
2
d4 um erro ndo maior que 0,01; 0,001; 0,0001°?
2652. Para que valores de x a férmula aproximada
seny= %

d4 um erro nmio maior que 0,01 e 0,001?
1/2

2653. Calcular S FB¥ dx com exatiddo de até 0,0001.
x

0
1

2654. Calcular S e~* dx com exatiddo de até 0,0001.

0

2643*. Calcular o nﬁmero% com precisio de até 0,001 afravés
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sen x

V=

2656. Calcular dx com exatidao de até 0,001.

0

14

2657. Calcular S Vl + x3dx com exatiddo de até 0,0001.
0

/9

2658. Calcular S V xe®dx com exatidio de até 0,001.

0
2659. Desenvolver em série de poténcias de x e y a fungdo
cos(x — ¥), achar o campo de convergéncia da série obtida e
analizar o resto da mesma.
Escrever o desenvolvimento em série de poténcias de x e y das
seguintes fung¢des e indicar os campos de convergéncia das séries:

2660. sen x -seny. 266l.sen(x> 4 y%). 2662*. i;—x +y
x—y

2664*. arctg—w—--
1 —zy

2665. f(x, y) = ax?® 4 2bxy + cy®. Desenvolver f(x + k, y + k)
em série de poténcias de % e k.

2666. f(x, y) = x®*— 23y® + 3xy. Achar o acréscimo desta fungio
ao passar dos valores x =1 e y = 2 para os valores x =1+ 17
€ V= 2 + k.

2667. Desenvolver a funcdo ¥ em série de poténcias de x — 2

-

2663*. In(1 — x —y + xv).

ey+ 2,
2668. Desenvolver a func¢ido sen (x + y) em série de poténcias de
%0 y— 325

Escrever os trés ou quatro primeiros termos de desenvolvimento
em série de poténcias de x e vy das seguintes fungdes:

2669. ¢* cos y. 2670. (1 4 x)1+7.

§4. Séries de Fourier

. 1°. Teorema de Dirichlet. Diz-se que uma fungio f(x) satisfaz As condiges de
Dirichlet em um intervalo (a, b), se neste intervalo a fun¢do
1) estd uniformemente restrita, isto €, |f(#)|<M para a < x <b, onde M ¢
constante ;
2) ndo tem mais que um nidmero finito de pontos de descontinuidade e todos
eles de 1* espécie (isto €, que em cada ponto de descontinuidade E a fungio f(x)

2]+
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tem um limite finito & esquerda f(E — 0) = lim f(E — &) e um limite finito direita
: €0
SES 0) = lim £(E + &) (> 0);
e+0

3) ndo tem mais que um nimero finito de pontos de extremo estrito

O teorema de Dirichlet afirma que toda fungdo f(x) que satisfagca no i:l:lf.er\-' 1
(— 7, ) as condigdes de Dirichlet em qualquer ponto x deste intervalo em W
J(x) seja continua, esta pode-se desenvolver em sdrie trigonométrica de Fot{",rl'(zr' 498

fl») = Z—" + a,cos x 4 by sen x 4 a;cos 2x + bysen2x + ... +

+ a@n cOS nx 4 by senmx - ., (1y
em que os cocficientes de Fourier ay e by sio calculados pelas férmulas

™ 3
1
an = ; S flx)cosnxdx(n = 0,1, 2,..); by = S f(#) sen mx dx (n = 1, 2, _ is

Se x é u:;lu P:Snm :;Ie %escqntinsuida.di;ia fung¢io f(x), pertencente ao intervalo (— 7 7
a soma da sér i i i i S S
g ok ol d;efuzgagl:;ner (%) serd igual & média aritmética dos limites & esquerda

S() = 2 Ulx — 0) + f(x + O]
Nos extremos do intervalo y = — e v =
S(=m) = S(x) = %Lf(— % + 0) + f(r — 0)].
2°. Séries incompletas de Fourier. Se a funglio f(z) € par (isto &, se f(— x) =

= f(#)), entdo na férmula (1)

bn=0(n=12,.)
e

™
Gy = b S f(#) cosnxdx (n =0, 1, 2, ..).
™
0

Se a fungho f(x) ¢ fmpar (isto &, se f(— %) = — f()), entdo an =0 (n = 0, 1, 2, .) e

by = o Sf(x) sennxdx (n=1, 2, .).
™
0

Uma fungio dada ne intervalo (0, ) pode ser prolongada & vontade no intervalo
(— m, 0), como par ou {mpar; portanto, pode desenvolver-se no intervalo (0, 7)
em série m?otppleta. de Fourier, como se deseje, em série de senos ou de cossenos
de arcos multiplos.

3°. Séries de Fourier de perfodo 2/. Se uma fungio f(x) satisfaz as condigd

. . . % GO&S
de Dirichlet no intervalo (— 1, 1), de comprimento 2/, para os pontos de continuidade
da fungdo, pertencentes a este intervalo, se verificardA o desenvolvimento

2
Lk + b, sen 2rz

X
f{x)z%.{- alms‘;_ +blsen¥+a,cns + ...

nTXx nrx

4 by sen

wes - @y COS
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onde

]
LTS Sf[x)cos PE2 dx m=0,1,2,..),
i 7

1
)

i
ba = 5 (fcos T2 ax (1= 1.2,
iy

Nos pontos de descontinuidade da fungdio f(x) e nos extremos do intervalo ¥ =
= =+ I, a soma da série de Fourier ¢ determinada igualmente como se faz quando se

desenvolve no intervalo (— m, m). ; , A
No caso em que a fungdo f(#) se desenvolve em série de Fourier em um intervalo
arbitrario (a, & + 2J) de comprimento 2/, os limites de integra¢io nas férmulas (2)

devem ser substitufdos respectivamente, por a e a + 21,

Desenvolver em séries de Fourier, no intervalo (—m=, =), as fun-
¢des seguintes; determinar a soma das séries nos pontos de desconti-
nuidade e nos extremos do intervalo (x = — =, x = m); construir
o grafico da prépria fungdo e da soma da série correspondente (dentro
e fora do intervalo (— =, =)):

: o L
2671. f(x) = ¢, quando T<< XS
¢; quando 0 < x < =.
Examinar o caso particular em que ¢; = — 1, ¢ = 1.
e %<0,
2672. f(x) = ax quando T<< X<
bx quando 0< x < .
Examinar os casos particulares:a)a =b= 1;b)a ,
Elaa—0'h —1:"d) ea=1,5b=0.
2673. f(x) = 2 2674. f(x) = ™.
2675. f(x) = sen ax. 2676. f(x) = cos ax.
2677. f(x) = sen h ax. 2678. f(x) = coshax.
e —

2679. Desenvolver em série de Fourier a fungdo f(x) = :

no intervalo (0,2x).
2680. Desenvolver a fungdo f(x) = % , no intervalo (0, x), em

série de senos de arcos multiplos. Empregar o desenvolvimento obtido
Para a soma das séries numéricas seguintes:

1 1 1 1 1 1 1 1 )
R e s T e - ——— e — e — — — ...
) e b)1+:: 7 TR

1 1 1 1
el e e S e S
5 o 7 11 n 13
Desenvolver em séries incompletas de Fourier, no intervalo (0.
7), as fungdes seguintes: a) em séries de senos de arcos ml?ltlplos.
em séries de cossenos de arcos multiplos. Desenhar os gréficos das
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fungoes e os graficos das somas das séries correspondentes em seus
campos de existéncia. :

2681. f(x) = x. Achar, através do desenvolvimento obtido, a soma
da série G

Bk oic
I+;+§+...

2682. f(x) = x* Achar, através do desenvolvimento obtido
soma das séries numéricas: ’

1) 1-;-2—‘5-;-%-;—...;

a

1 1 1
2) | — — =t
2683. f(x) = .

1 quando 0 < x < %,
2684. f(z) — | &

0 quando %a.;x < m.

x quando 0 < x <X,
2685. f(x) — | 2

7 — ¥ quando -’25<x<r:.

_ Desenvolver no intervalo (0, x), em série de senos de arcos muil-
tiplos, as fungdes:

¥ quando 0 < x < g 2687. f(x) = x(x — x).
2686. f(x) =

0 quando =

S < &<m 2688 f(x) = scn—;— -
Desenvolver no intervalo (0, w), em série de cossenos de arcos
multiplos, as funcdes:
2689. f(x) =j 1 quando 0 < x< &,

| 0 quando % < x < .

Jir= ﬁ quando 0 < x <24,

2690. f(x) =
0 quando 2/ < x < m.
2691. f(x) = x sen x. '

T

l cos x quando 0 << x < 2
)

2092, (%) = -
l — CcOos x quando—:u < @,
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2693. Usando o desenvolvimento das fung¢des x e x* no intervalo
(0, =), em série de cossenos de arcos multiplos (ver N 2681, 2682),
demonstrar a igualdade

cos nx 312 — 6ty 4+ 2n?
—=

(0<x<m).
n=t n® 12
2694**. Demonstrar que se a funcdo f(x) é par e ao mesmo tempo
_f(i + :r] = wf(% = x], sua série de Fourier no intervalo (— =,
2

«) representa o desenvolvimento em série de cossenos de arcos mul-
tiplos impares; enquanto que a fungdo f(x) ¢ impar e f[% + x]=
=f [; — x| se desenvolve no intervalo (—m, n) em série de senos de
arcos multiplos impares.

Desenvolver, nos intervalos indicados, as seguintes fungdes em
séries de Fourier:

2695. f(x) = lxl (—1<z<<l).
2696. f(x) = 2x 0< z<1).
2697. f(x) = ¢~ (i< x<li).

2698. f(x) = 10 — x (5 < x < 15).

* Desenvolver as seguintes fun¢des em séries incompletas de Fourier
nos intervalos indicados: a) em série de senos de arcos multiplos e
b) em série de cossenos de arcos miuiltiplos:

2699. f(x) =1 (0< x<1).
SO — 1 | (0<x<]).
2701. f(x) = x* (0 < x < 2x).
2702. f(x) ={ ¥ quando 0 < x< 1,
; 2 — x quando 1 < x < 2.
2703. Desenvolver a fungdo seguinte em série de cossenos de
arcos muiiltiplos, no intervalo [%, 3}

1 quando L= g,
f(x) = -~
3 — z quando 2 < x < 3.




Capitulo IX
EQUA COES DIFERENCIAIS

§ 1. Prova das solugdes. Formagdo de equacdes
diferenciais das familias das curvas.
Condicdes iniciais
1°. Conceitos fundamentais. A equagio da forma
flx 2.9, ., y™) =0, (D

onde F ¢ uma fungio dada e ¥ = y(x) é a funglo procurada, chama-se equacdo diferen-
cial de n-ésima ordem. Qualquer fung3o y = ®(#) que transforme a equagdio (1) em
identidade, recebe o nome de solugdo desta equacio e o grifico desta fun¢do se chama

curva integral. Se a solugio é dada em forma implicita, ®(x, ¥) = 0, geralmente,

recebe o nome de infegral.
Exemplo 1. Verificar que a fungfio y = sen x € a solugdo de equagio

¥y +y=0
Solugdo. Temos:
¥ =cosx, ¥’ = — senx
e, portanto,
¥’ + ¥y = —sen x + sen x = 0.
A integral .
Dx, ¥.Ch....Ca) =0 (2)

da equagdo diferencial (1) que contém = constantes arbitririas independentes
Cy. ..., Cn € que é equivalente (no campo dado) i equacio (1), se chama integral geval
desta equagdio (no campo correspondente). Dando valores determinados as constantes
Cy, ..., Cn na relagdo (2), obtém-se uma integral particular da equacdo (1).
Reciprocamente, tendo-se uma familia de curvas (2) e excluindo os pardmetros

Cy, ..., Cn do sistema de equacgdes
n
N I I
dx dxn

obtém-se, no geral, uma equagdo diferencial da forma (1). cuja integral, no campo
correspondente, € a relagio (2).

Exemplo 2. Achar a equagdo diferencial da familia de parabolas

¥ = Cy(x — Cy>. 3
Solugfio. Derivando duas wvezes a expressio (3), temos:
¥ =2C(¥ — C)) e y*=2C,. (4

Excluindo das equagdes (3) e (4) os parimetros C, e C,, achamos a equagio diferen-
cial que procuramos

2yy"” = y™.
E facil verificar que a fungio (3) transforma esta equagdo em identidade.

‘.

*
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2¢. CondigBes iniciais. Se para a solugdo particular y = y(2) da equagio dife-
rencial . 1), (3)

, &Y, sdo dadas

¥ = f(x, . ¥, ...

é determinada no contorno do ponto (¥, ¥g Yor Yo s -
:d:m{diqaes iniciais (problema de Cauchy)

Y% = Yo ¥ (%) = o, -
e se conhece a solugdo geral da equagdo (3)
¥y = o(# Cy, v\ Ca)y
entdo as constantes arbitririas C,, ..., C, sio determinadas, caso seja possivel, pelo
sistema de equacdes
¥o = ¢(#: Cy1s «o- s Ca)s l

Yo = @ (# Cyps :-2 4. Cn)s

) yiﬂ—l](gu) = y&‘_”

o R Pl i C.)-]

Exemplo 3. Achar a curva da familia
y = Cg® + Cpe %,
onde y(0) = 1, »(0) = — 2.

Solug@io. Temos:
y' — Clgx —_ ZC,c“”.

Fazendo ¥ = 0 nas férmulas (6) e (7), temos:

1=C, +C; —2=C,—2C,
donde

e, portanto,

Com 0 G |
y =%,

Verificar se as fungdes seguintes sdo as solugbes das equagoes
diferenciais dadas:

2704 xv' =2y, y=5a%
05, ¥ =Py, g =

f c? — x?
2706. (x + v)dx + xdy = 0, L b e R

2707. ' 4+ y =0, y = 3sen x — 4 cos ¥.
2708, it 4+ w2x =0, x = C, cos !+ C;sen wl.
di?
c T L 2,7

2709. y' — 2y’ +y=0, a) y = xe, b) y= x%¢.

2710. " — (M +A) Y + MMy =0, y= Cle“"jt- Cpeh.

Demonstrar que as relagdes indicadas séo integra)_s para as equa-
¢Oes diferenciais dadas: i

2711. (x — 2y)y' =2x — y, x*—zxy+ y2=C%

2712, (x—yv+ 1)y =1, y =z + Cé".

2713. (x_y A= I) yn + xyf’ + yy" _ 23}' = 0,

y = ln(xy).
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Formar as equagdes diferenciais das familias de curvas

& TR dadas
(C, Cy, C,, €y sdo constantes arbitrdrias):

2714. y = Cx. 2718, vi= Cx*

2716. y® = 2Cx. 2717. x® + y2 = C2.

LAAE. Y — Ce”. 2719. x3 = C(x2 — 42).
»

27200 2 L = paeres 2721. Inf—: 1+ ay

(a é parametro)
2722, (y — 30)? = 2px 2723. y = Cye?* + C,e~.
(¥0» ¢ sdo paridmetros).
2724. y=C,cos2x+Cysen2x. 2725. y = (C, + Cqex) & + C,.

2726. Formar a equagdo diferencial de todas as retas do plano
XO0Y.

2727. Formar a equagdo diferencial de todas as parabolas com
eixo vertical no plano XO0Y.

2728. Formar a equagdo diferencial de todas as circunferéncias
no plano X0Y.

Achar, para as familias das curvas dadas, as linhas que satisfacam
as condigbes iniciais indicadas:

2729. x2 — y2=C, y(0) = 5.

2730. y = (Cy + Cyx) e*, y(0) =0, y'(0) = 1.

2731. y = Cysen(x — C,), y(m) =1, ¥'(n)=0.

2732. y = C1e™™ + Coe® + Cge®; 3(0) = 0, y'(0)=1, 3""(0) = — 2.

§ 2. Equagdes diferenciais de 1* ordem

1°. Formas de equacdes diferenciais de 1* ordem. A equacdo diferencial de 1°
ordem com uma fungdo ¥ incégnita, resolvida em relagdo a derivada y’, tem a forma

¥ = flx ). (1)

onde f(x, ¥) é uma funcdo dada. Em alguns casos é conveniente considerar como
fungdo incégnita a varidvel x e escrever a equagdo (1) na forma

¥ = g(x 9, (1)
1
onde g(x, ¥) = —— .
= y)
. dy ,_ dx : L "
Tendo-se em conta que 3’ = — e 3’ = S as equagdes diferenciais (1) e (1
dx Y
podem ser escritas na forma simétrica
Pz, y) dx + Q(#, ) dy = 0, (2)

onde P(x, y) e Q(x, ¥) sdo fungdes conhecidas.
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; : = ou
ges da equagio (2) entendem-se as fungdes da forma y = @(#) ©
P?r) sc':ll::g satisfa.zz% : esta equagdo. A integral geral das equagdes (1) e (17,
2 =c‘li' é{;agﬁo (2), tem a forma @(zx, y, C) = 0, onde C é uma constante arbitraria.
ou »

2°. Campo de diregGes. O conjunto de diregGes

tgﬂ.=f(xﬂy}

_se campo de diregdes da equagdo dEIEI'CIEl-
z::lalanﬁ-} e &, gfra.‘lmente, representado por meio
de um sistema de tragos ou setas com un

lo de inclinagdo o. I
énguAs curvas f(x, ¥) = k& em cujos pon:;s ta
inclinacdio do campo tem um valor constante
;ndchamam~se is6clinas. Construindo as iséeli-
: e o campo de diregdes, nos casos mais
:ii:lpleﬁ é possivel desenhar a.prong:a.damente
o campo das curvas integrais, considerando-se
estas ultimas como curvas gque tém a diregdo
dada do campo cm cada um de seus pontos

Exemplo 1. Construir, pelo método de is6-
clinas, o campo das curvas integrais da equagdo

y' = X.
Solugdo. Construindo as iséclinas x = &
(linhas retas) e o campo de diregdes, obtemos

-<
7T (L] T ORI et

7 T i P e

| R P [, T |

) A Sl O .

A

AR A e R A

j

aproximadamente o campo de curvas ini_:egrais
(fig. 105). A solugdo geral € a famfilia das }‘ S
g 22 FIG. 105
ol
' 2

Construir, pelo método de iséclinas, o campo aproximado das

‘curvas integrais para as equagdes diferenciais indicadas a seguir:

=

’ 2
2733. ' = — x. 2734.y':—f- 2735. ¥ = 1 + y%
e i b £ 2737. ¥ = x* + y2
CEC

deter-
5 chy. Se uma fungdo f(#, ) € continua em um campo
rnin.a.?i& E:?:Z“xd:: (i;ub {»_ y < B} e tem neste campo a derivada restrita fﬁx, y)i
entdo, por cada ponto (%, ¥, de U passa uma, e somente uma, curva integral y = @(*
da equagdo (1) (p(%,) = ¥o)- '
4°. Método das Iilin:n!l:ms: quebradas de Euler. Para a construgdo aproximada g:
curva integral da equagdo (1), que passa por um ponto dado My(#g, y,)d. esta cur
€ substituida por uma linha quebrada com vértices em My(x;, y), onde
=% + Axp, Y =¥ + By,
Azx; = h (passo do processo),
Ay, = hf(x, y) (G=0,12,..).

Exemplo 2. Para a equagio

SR
YTy

achar y(1) pelo método de Euler, se ¥(0) = 1 (A =0, 1).
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Fazemos a tabela:

iV
3 x " Ayy = -
(1] 0 1 0
1 0,1 1 0,005
2 0,2 1,005 0,010
3 0.3 1,015 0,015
ot 0,4 1,030 0,021
5 0,5 1,051 0,026
6 0,6 1,077 0,032
7 0,7 1,109 0,039
8 0,8 1,148 0,046
9 0,9 1,194 0,054
10 1,0 1,248 .

Assim, y(1) = 1,248. Para comparar, damos o valor exato de y(1) = 1" ~ 1284
Usando o método de Euler, achar as solugbes particulares das
equagdes diferenciais dadas a seguir, para os valores de x indicados:
2738. ¥ =y, y(0)=1; achar y(1) (4= 0,1).
2739. ¥y = x+y, y(1)=1; achar y(2) (k= 0,1).

2740. y' = — 1:: s y(0) =2; achar y(1) k= 0,1).
X
2741, 5 =y — 22, 5(0) = 1; achar y(1) (k=0,2).
y

§ 3. Equagdes diferenciais de 1* ordem com variaveis
separaveis. Trajetérias ortogonais

1°. Equagdes diferenciais de 1* ordem com varidveis separdveis. Chama-se equagio
com varidveis separdveis, a equagdo diferencial de 1* ordem da forma

¥ = f(2) gly) (n

X(x) Y(y) dx + X,(#) ¥, (y) dy = 0 (1)

(f. g, X, X,, ¥, Y, sio continuas).

Dividindo ambos 0s membros da equagdio (1) por £(y) e multiplicando por dx, temos
dy

—=— = f(#)dx. Dai, integrando, obtemos a integral geral da equagio (1) na forma
g

S ::—j:)— = S flx)dx + C. ' @

(Analogamente, dividindo os dois membros da equagdo (1) por X,(z) Y (y) e inte-
lgrando, obtém-se a integral geral da equagdo (1) na forma

S et ot iy R AL
X, () Y(y)

dy = C. 29
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Se para um valor determinado de y = y,, temos que g(3,) = 0, a fungdo ¥ = ¥,

bém 6 a solugio da equagdo (1), o que é ficil de convencer-se. Analogamente,
umre-tgs % — a e y = b serdo curvas integrais da equagdo (1'), se ¢ e b sic raizes
3";5 equagdes X, x) =0e¥Y(y) = 0, por cujos primeiros membros se dividiu a equacao
inicial.

Exemplo 1. Resolver a equagdo

y=-2. (3)
FY
Achar, em particular, a solugdo que satﬁf)u a zcondigao inicial :
Solugdo. Podemos escrever a e:ua.q;éo (3) da seguinte forma:
! AR BSE i
dx x
Dai, separando as varidveis, teremos:
dy dx
ol (e

e, portanto,

In|yl=—In|x|+InG,
onde a constante arbitréria In C; foi tomada em forma logaritmica. Depois de poten-
ciar, obtém-se a®solugdo geral

Sy 4)
X

onde C = 4 C,. Uj 9

Ao dividir por y poderiamos perder a solugdo y = 0, porém esta dltima estd
contida na férmula (4) quando C = 0.

Utilizando a condigdo inicial dada, temos que C = 2 e, portanto, a solugdo par-
ticular procurada €

2
= e T
x
2°, Algumas equagBes diferenciais que podem reduzir-se a equagles com varid-
veis separdveis. As equagdes diferenciais da forma

¥ =flax+by+¢c @#0)
(f é continua) se reduzem 2 equaglo da forma (1) por meio da substituicio u = & +
+ by + ¢, onde % é a nova fungdo procurada. ‘ :
3°. Trajetérias ortogonais sio curvas que cortam as linhas da fa:}:ﬂm dzda
®(x, ¥, 4) = 0 (¢ € um parimetro) formando angulo reto. Se F(x, y, y) =0 éa

' equagdo diferencial da familia, entdoc

1
.F(x, ¥, — —’-]= 0
i 4

¢ a equagfo diferencial das trajetérias ortogonais. _ _
Exemplo 2. Achar as trajetérias ortogonais da famflia das elipses
2® + 2y% = a’. (5)

Solugfo. Derivando ambas as partes da equagdo (J), achamos a equagdo dife-
rencial da .familia

x + 2yy’' = 0.
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Lo 1
Dai, substituindo y’ por — ;—, ,» 1 obtemos a equagdo diferencial das trajetériag
ortogonais

2
x———'?—=00uy'=3¥..
¥ x

Integrando, teremos que y = Ca? (familia das pardbolas) (ver a fig. 106).

Yk

FI1G. 106

4°. Formacdo das equacdes diferenciais. Ao formar a equagio diferencial nos
problemas geométricos, pode-se empregar com frequéncia o sentido geométrico da
derivada, como tangente do dngulo que forma a reta tangente A curva com a diregio
positiva do eixo OX; isto permite, em muitos casos, determinar imediatamente a
relagdo entre a ordenada y da curva procurada e sua abscissa # e 3’, isto é, obter
a equagdo diferencial. Em outros casos (ver problemas n°s. 2783, 2890, 2895), empre-
ga-se o sentido geométrico da integral definida, como Area de um trapézio mistilineo
ou o comprimento de um arco. Neste caso, diretamente da condi¢do do problema,
obtém-se uma equacdo integral simples (j4 que a fungio procurada encontra-se sob ©
sinal integral), mas que derivando seus dois membros pode-se transformar com faci-
lidade em equagdo diferencial.

Exemplo 3. Achar a curva gue passa pelo ponto (3: 2), para o qual o seg-
mento de qualquer uma de suas tangentes, compreendido entre os eixos das coorde-
nadas, divide-se ao meio no ponto de contacto.

Solugdo. Seja M(x, ¥) o ponto médio da tangente 4B, que segundo as condigdes
|é. por sna vez, o ponto de contacto (os pontos 4 e B sio os pontos de intersegdo
da tangente com os eixos OY e 0X). De acordo com as condigles, 04 = 2y e OB =
= 2x. O coeficiente angular da tangente & curva no ponto M(x, y) € igual a
2N o4 ¥

dx OB 2

—_—
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Esta é a equagdo diferencial da curva procurada. Transformando-a, teremos
dx dy

+.__=
x y

5 Vi Inzsr+ny=InC ou zy=C.
Empregando a condig¢do inicial, determinamos que C=23-2=6. Isto é, a curva

procurada € a hipérbole xy = 6.
Resolver as equagdes diferenciais:
2742. tg x sen?y dx + cos*xctgydy = 0.
2143, zy —y =¥
2744, xyy = 1 — 22 '
2745. v — xy’ = a(l + x%y) i
2746. 3% tg ydx + (1 — e7) sec®ydy = 0.
2747. y' tgx = y.
Achar as solugdes particulares das seguintes equagdes, que sa-
tisfacam as condigdes iniciais indicadas: 4 "
2748. (1 +¢*) -y-y =¢°; y=_1 quando x = 0. i
2749. Exy* + x)dx + (x%y — y)dy=0; ¥ =ﬂl quando x = 0.

2750. ¥ senx = ylny; y=1 quando % e

Resolver as seguintes equagdes diferenciais através da troca de
varidveis:

2751. ¥ = (x + y)%

2752. y' = (8x + 2y + 1)% Hi

2753. (2x + 3y — 1)dx + (4% + 6y — 5)dy = 0.

2754. (2x — y) dx + (4x — 2y + 3)dy = 0.

Nos ns. 2755 e 2756 passar as coordenadas polares:

o R El e

¥y
2756. (x2 + y?)dx — xydy = 0. )
de tangente, cujo
2757*. Achar a curva que tenha um segmento ¢
comprimento seja igual A distdncia do ponto de contacto até a origem
das coordenadas. W
2758. Achar a curva para a qual o segmento da no ’ -
quer ponto da mesma, cclnjmpreendido entre os eixos das coordenadas,
esteja dividido ao meio neste ponto. . 4
2759. Achar a curva cuja subtangente tehna um comprimento
constante a(a > 0).
2760. Achar a curva cuja subtangen
do ponto de contacto. .
i tro de gravi-
2761*. Achar a curva para a qual a abscissa do cen
dade da figura plana, limitada pelos eixos das coordenadas, por esta

te seja o dobro da abscissa
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mesma curva e pela ordenada de qualquer um dos seus pontos, seja
igunal a 3/4 da abscissa deste ponto.
2762. Achar a equagdo da curva que passa pelo ponto (3; 1),
para a qual o segmento da tangente compreendido entre o ponto
de contacto e o eixo OX esteja dividido ao meio pelo ponto de inter-
se¢do com o eixo OY.

2763. Achar a equag¢do da curva que passa pelo ponto (2;0),
sabendo-se que o segmento da tangente desta curva, compreendido

entre o ponto de contacto e o eixo OY, tem comprimento constante
e igual a 2.

Achar as trajetdrias ortogonais das familias de curvas dadas a

seguir (@ 6 um pardmetro) e construir estas familias e suas projecdes
ortogonais: '

2764. x* + y* = a’.

2765. y® = ax.
2766. xy = a.

2767, (x — a)® + y* = a>

§ 4. Equacdes diferenciais homogéneas de 1° ordem

1°. Equagdes homogéneas. Uma equagdo diferencial
P(x, y)dx + Q(», y)dy = 0 (n

& homogénea, se P(x, y) e Q(x, ¥) sdo fungdes homogéneas de mesmo grau. A equacio
(1) pode reduzir-se & forma
yi== i (1]
x

por meio da substituigdo y = xu, onde # é uma nova fungdo incégnita, se transforma

em equagdes com varidveis separadas. Pode-se também empregar a substituigdo
x = yu.

Exemplo 1. Achar a solug@o geral da equagdo
¥

S SR )
x
Solugdo. Fazemos a substitnigio y = ux; neste caso # + au’ = e*¥ 4 ©, ou
b d.
e au=2%.
X
C
Integrando, obtemos % = — InIn — , donde
x
y=—xInln £ -

x N
2°. Equagdes que podem ser reduzidas as homogéneas. Se

yrgf( 41”"'513"'{“"1]’
a¥ + by + ¢,
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a b
onde f é continua e & = o

# 0, supondo-se na equagldo (2) *¥ = u+ o

@y b

y = v + B, onde as constantes «e B sio determinadas pelo sistema de equagdes
ax + b+ ¢ =0, gy + B8 + 3 =0,

obtemos uma equagio diferencial homogénea quanto 4s varidveis u e v. Se 8 = li).
supondo-se na equagdo (2) ayx + by = u, obtemos uma equacio com varidveis

3 se-para.daﬂ.

Integrar as equagdes diferenciais:
’ 5 ’ x4ty

x

2770. (x — v)ydx — x*dy = 0.

2771. Achar, para a equagdo (x® + y?) dx — 2xydy = 0 a fami-
lia das curvas integrais e escolher as curvas que passam respectiva-
mente pelos pontos (4; 0) e (1; 1).

2772. ydx + 2V xy — x) dy = 0.

2773. xdy — yvdx = |22 + y2dx.

2774. (422 + 3xy + y?) dx + (4y% + 3xy + x%)dy = 0.

2775. Achar a solucio particular da equagdo (x®— 3y%) dx +
+ 2xydy = 0, com a condicdio de que y = 1 para x = 2.

Resolver as equagdes:

2776. 2x — v + 4)dy + (x — 2y + 5)dx = 0.

. 1 — 3x — 3y ,__'x+2y+1'

2777, v = S g 2778. vy i s

2779. Achar a equacgdo da curva que passa pelo ponto (1;0) e
que tem a propriedade de que o segmento, que intercepta sua tangen-
te com o eixo OY, é igual ao raio polar do ponto de contacto.

2780**. Que forma se deve dar ao espclho de um projetor para
que os raios de uma fonte de luz pontual reflitam-se formando um
feixe paralelo?

2781. Achar a equagdo da curva cuja subtangente é igual 4 mé-
dia aritmética das coordenadas do ponto de contacto.

2782. Achar a equagio da curva para a qual o comprimento do
segmento interceptado pela normal em qualquer um de seus pontos
no eixo das coordenadas, ¢ igual 4 distdncia deste ponto & origem das
coordenadas. _

2783*, Achar a equagio da curva para a qual a 4rea compreendida
entre o eixo das abscissas, a mesma curva e duas ordenadas, uma das
quais é constante e a outra variavel, é igual a razdo entre o cubo da
ordenada variavel e a abscissa correspondente.

2784. Achar a curva para a qual o comprimento do segmento do

eixo das ordenadas, interceptado por qualquer uma de suas tangen-
tes, é igual 4 abscissa do ponto de contacto.

22— 35
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§ 5. Equagdes diferenciais lineares de 1* ordem.
Equagdao de Bernoulli

1°. Equagdes lineares. A equagdo- diferencial da forma

¥ + Plx)y = Q(x) (1)
de 1° grau em relagdo a y e y’, onde P e () sio continuas se chama linear.
Se a funcdo Q(x) = 0, a equagdo (1) toma a forma
¥+ Plxly=0 (2)
e recebe 0 nome de equagdo diferencial linear homogénea. Neste caso, as varidveis se
separam e a solugdio geral da equacio (2) é

-—E P(z) dx
y=2Ce (3)

Para resolver a equagio linear nio homogénea (1), emprega-se o chamado método
de variagdo da constante arbitrdria. Este método consiste em, primeiramente, achar
a solugdo geral da equagdo linear homogénea correspondente, isto € a expressdo
(3). Depois, supondo que nesta expressdo C € a funcdo de x, procuramos a solucgdo
da equagdo ndo homogénea (1) na forma (3). Para isto, colocamos na equagdo (1) v
e ¥', deduzidas de (3), e da equagdo diferencial assim obtida determinamos a funcio
C(x). Desta forma, obtemos a solugdo geral da equagdo nio homogénea (1) na forma

_Sp(z}d;
y=C(x)e
Exemplo 1. Resolver a equagido
¥ =tgx-y 4+ cos x. 4

Solug@o. A equagdo homogénea correspondente &
y—tg x-y=0.
Resolvendo-a, teremos:
1

Cos x

y=C-

Considerando C como fungio de x e derivando, achamos:

1 dC sen x

i,

cosx dx cos® ¥
Colocando y e ' na equagio (4), obtemos:
1 dc sen x

~C=tgx- + cos x, ou Er—.mszx,

cosx dx cos® x cOos x ) dx

donde
C(x) = Sms8 T e + b gen 2+ + C;.
2 4
Portanto, a solugdo geral da equagdo (4) tem a torma

1

cos ¥

y=(%x+-}s&n2z+cl]-

Para resolver a equagdo linear (1) pode-se empregar também a substituicdo
i 5)
Y= uy, (

A
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nde u e v sdo fungdes desconhecidas de x. Neste caso, a equagdo (1) toma a forma
o
[ + P(x) ul v + v'u = Q(2). (6)

# + Plx)u=0, (7)
mos 1 e depois, de (6) achamos v e, finalmente, de (5) achamos y.

de (7210?{:!1.:1;.“&950 de Bep:ncnul]i. A equagdo de 1* ordem da forma

¥ + P(x)y = Q(») »%

' 1, chama-se equagdo de Bernoulli. Esta equagio se reduz a linear
::;kr;s ﬁaos:b:t?:ui;ao I= yl-—:gPode-se empregar também diretamente a substituigdo
_ v, ou o método de variagdo da constante arbitraria.
Exemplo 2. Resolver a equagdo

Ex{ge-se que

4
'=—9y+x If;
x
1
Solugdo. Esta ¢ uma equagio de Bernoulli (n: — E] - Fazendo
y = uv,
teremos 3
u’v+v’u=iuv+zm ou v[u'———u]—i—u’n:xl/;:_.r. (8)
& X
Para determinar a fungdo % exigimos que se verifique a relagio
u — i u =0,
x
dond
onde Wt x‘
Colocando esta expressio na equagdo (8), temos:
vt = xluad,

donde achamos v: .
P = [i In| # E + C] »
2

e, portanto, obtemos a solugdo geral na forma

1 2
y=x‘{~£ln|x|+c .

Achar as integrais gerais das equagoes:

oRs. 2.2 o o 2786. L 4+ 2 — 2.
x x dx z

2787%. (1 + y¥)dx = (J1+ y?seny — xy)dy.

2788. y*dx — (2xy + 3)dy = 0. stk
Achar as solugdes particulares que satisfagam as condigdes indi-

cadas:
2789. xy' + y — ¢ =0;
279%. ' — > Y . _1—-x=0; y=0 quando x=0.
1= a?

2791. ' — ytgx ———; y =0 quando x =0.

Cos x

y = b quando x = 4.

22x
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Achar as solugdes gerais das equagdes:
G2 T Y |

2792. Fifap T xy2.

2793. nyf-"i —y2 4+ x=0.

2794, ydx + [x —% x"y] P i)

2795. 3xdy = y(1 + x sen x — 333 sen x) dx.

2796. Sdo dadas trés solugdes particulares Y, Y1» ¥s de uma
equacdo linear. Demonstrar que a expressio

Myt
oo 1

conserva um valor constante para qualquer . Que sentido geomé-
trico tem este resultado? :

2797. Achar as curvas para as quais a 4rea do tridngulo formado
pelo eixo OX, a tangente e o raio vetor do ponto de contacto, &
constante,

2798. Achar a equagio da curva para a qual o segmento inter-
ceptado pela tangente no eixo das abscissas & igual ao quadrado da
ordenada do ponto de contacto.

2799. Achar a equagio da curva para a qual o segmento interccp-
tado pela tangente no eixo das ordenadas & igual & subnormal.

2800. Achar a equagdo da curva para a qual o segmento inter-
ceptado pela tangente no eixo das ordenadas & proporcional ao
quadrado da ordenada no ponto de contacto.

2801. Achar a equagdo da curva para a qual o comprimento da
tangente ¢ igual a distancia desde o ponto de intersecio desta tangente
com o eixo OX até o ponto M(0, a).

§ 6. Equagdes diferenciais exatas.
Fator integrante

1°. EquagBes diferenciais exatas. Se Para a equagdo diferencial

P(z, y)dx 4 Q(x, y) dy — 0 (n
€ vilida a igualdade :—'-P B 3—9 » @ equagdo (1) pode ser escrita na forma dU(x, y)=0
g £
e se chama equagdo diferencial exata. A integral geral da equagdo (1) é U(x, ¥) = C.
A funclo U(x, y) ¢ determinada pelo método indicado no cap. VI, § 8, ou pela
férmula

x ¥
U= S P(z, y)dx + SQ(%- y)dy
. Yo

(ver o cap. VII, § 9).
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Exemplo 1. Achar a integral da equagdo diferencial
(322 + 6xy%) dx + (642 + 4y3) dy = 0.

; : 3 932 + 6xy%) _
Solugfo. Esta é uma equagio diferencial exata, ji que ———— =

oy
M = 12 zy e, portanto, a equagio tem a forma dU = 0.

ox
Neste caso

EE:[ 322 4 62y e z—U=53’}'+4}'3;
Y

ox
T S (352 + 6798 dx + p(y) = 22 + 3382 + 9(y).

£ 3 ‘(9) = 632 + 45° (pel
= = = ¥ a
Derivando U em relagdo a y, achamos 2 6x%y + @ (:v) i 'y i (f;e
i : y) = 4 = y% 4 C,. Definitivamente, obtemos x, y) —
mngzﬁo%;asf.i_!_?y&}i Cy J: ;oq;‘gllto ,yxa + .g‘a.r’y’ + y4 = C é a integral geral pro-
acdo dada. \ :
curagg dl?aag;f-uintegrante. Se o primeiro membro da equagdo (1) ndo é uma diferencial
exata .e sdo vialidas as condigBes do teorema de Cauchy, existe uma fungdo
= w(x, ¥) (fator integrante) tal, que o
w(Pdx + Qdy) = dU. (

Dai obtemos que a fungdo p satisfaz a equagido
[ 0
—(uP) = — (u2).
oy ox
O fator integrante p € facilmente encontrado em dois casos:

i S (_a_f iy .a_Q} — F(x), entdo p = p(%);
Q \ oy ox
epP

e [__ il EQ] = F,(3), entfio p = p(y).
P\ oy ox 43 e
Exemplo 2. Resolver a equagio [ny + 2%y + -—5-] dxz + (s + y®) dy = 0.
37 2 Ager | _32) =
Solug3o. Temos Pszy+x’y+?. Q=2+ 9" e o oy on
o(uP) __ a(uQ) ot
@

S 2% 4 2 4 2 — 24 = 1 e, portanto, p = p(x). Como o
22 -+ Ju"

._a'_P + d_“' , en

oy dx

tio
i&-_—l(g__ig dx=dx e np=2z p=_¢.
@ Q oy ox
Multiplicando a equagdo por p = &%, obtemos:

s‘[zxy + 2%y + 'yi] dx + ¢*(3* + yN) dy =0
3

3 1
que € uma equagdo diferencial exata. Integrando-a, teremos a integral gera
2
y‘z[xl P¢ _‘%.) = C.
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Achar as integrais gerais das equagdes:
2802. (x + y)dx + (x + 2y)dy = 0.
2803. (x* 4 y2+ 2x)dx + 2xydy = 0. _
2804, (x® — 3xy%2 4 2)dx — (3x2y — y?) dy = 0.

MIRAEE S L g sy 0 — 3
2805. xdx = ydy we 2806. pr o+ 2
2807. Achar a integral particular da equagio

dy = 0.

[x+e%) dx + e%[l -—i] dy =0,
y

que satisfaca a condigdo inicial y(0) = 2.

Resolver as seguintes equac¢des que admitem o fator integrante
das formas p =p(x) ou p =p(y):

2808. (x + y¥)dx — 2xy dy = 0.

2809. y(1 + xy)dx — xdy = 0.

2810. L dx + (y® —Inx) dy = 0.
x
2811. (xcosy — yseny)dy + (xseny + ycosy)dx =0

§ 7. Equagdes diferenciais de 1* ordem,
nao resolvidas em relagdo a derivada

1°. Equagdes diferenciais se 1 ordem, de grau superior. Se a equagdo

flz,2,9) =0 (n

¢, por exemplo, de segundo grau em relagdo a y’, resolvendo-a (1) em relagio a »’,
obtemos duas equagdes:
¥ = filx, ), ¥ = fi(x, ¥). {2)
Desta forma, por cada ponto My(x,, ¥,) de um determinado campo do plano pas-
sardo, em geral, duas curvas integrais. A integral geral da equagdo (1) tem, neste caso,
p forma

D(x, ¥, C) = @,(x, . C) Dy(x, . C) = 0, (3

londe @, e @, sdo as integrais gerais das equagdes (2).

Além disso, pode existir para a equagdo (1) uma integral singular. Geometrica-
mente, a integral singular representa a envolvente da familia de curvas (3) e pode
ser obtida eliminando-se C do sistema de equagdes

(% 5.0 =0, @+ C) =0 )
¢ eliminando-se p = y’ do sistema de equagdes
F{#,9.0) =0, Fp(x v p)=0, (5

Convém assinalar que as curvas determinadas pelas equagdes (4) ou (5) nao sdo
sempre solugdes da equagdo (1); por isso, em cada caso concreto € necessario tirar @
[prova.

§ 7. EQUAGCOES DIFERENCIAIS DE 1a ORDEM NAO RESOLVIDAS - =343

Exemplo 1. Achar as integrais geral e singular da equagdo
.ryf‘ + 2xy" — y = 0.
Solug@o. Resolvendo em relagdo a y’, temos duas equagdes homogéneas

Pl 2 il e gl 548
y = 1+V1+x.y 1 Vl+x’

determinadas no campo

#(x +y) >0,
cujas integrais gerais sdo

(rez-of=< (fre2z+q)=<

@x+y—C —2Va* +zy =0, (2x+y—C) + 2Va® + 2y = 0.
Multiplicando-as entre si, obtemos a integral geral da equagdo dada
2xr + ¥y — C)* — 4(2* + ay) =0

ou

ou
(y — C)* = 4Cx
(familia de parabolas).
Derivando a integral geral em relagdo a C e eliminando C, achamos a integral
singular
¥+ x=0.
(A p.rova mostra que ¥y + ¥ = 0 € a solugdo da equagdo dada).
A integral singular também pode ser achada derivando-se xp? + 2xp — y = 0
em relagdo a P e eliminando p.
2°. Resolug@io da equagdo diferencial pelo método de introdugdo de um pari-
metro. Se a equagdo diferencial de 1* ordem tem a forma
¥ =9 ¥)
as varidveis y e » podem ser determinadas pelo sistema de equagdes
L i dp dp
g NGy i dy
onde p = 3’ desempenha o papel de pardmetro.

Analogamente, se ¥ = @(x, ¥'), as varidveis » e y sfo determinadas pelo sistema
de cquagdes

' xﬁ?(}”?)l

e oy dp
ox * dp dx g

P = y = q(x p).
Exemplo 2. Achar as integrais geral e singular da equagdo
22

2 ’
= — z .
y 2 B d 2

Solugdo. Fazendo a substituigio y° = p, voltamos a escrever a equagdo na forma

T S
2

%
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Derivando em relagdio a x e considerando p como fun¢io de », temos

dap dp
Pt e USSR SR Sl
. de # xd.v+x

d, d,;

ou d_P (20 — #) = (2p — %), ou d_p = 1. Integrando, obtemos p = x 4 C. Colo-
x £

cando-a na equagdo primitiva, teremos a solugdo geral:

y=(r+ Oz + 0+ 2

ou

P
y=?+0x+c’.

Derivando esta solugdo geral em relagdo a C e eliminando C, obtemos a solugio sin-
2
gular: y = -z- . {A prova demonstra que y = i € a solugdo da equagdo dada).
4
Se igualarmos a zero o fator 2p — z, no qual se fez a simplificagdo, obtemos
2
P = % e, colocando este valor de p na equagio dada, obtemos = y o ., isto e, a
mesma solugdo singular.

Achar as integrais geral e singular das equagdes (nos n’s. 2812 —
— 2813 construir o campo das curvas integrais):

2BIZ. ° o 2l s 0 2813 4yt s D 0.
x
2814. ¥y — (ay + 1)y +x=0. 2815. yy'* — 2xy + y = 0.
2816. Achar as curvas integrais da equagio y'* + ¥2=1, que
passam pelo ponto M[O; El]

Resolver as seguintes equagoes, introduzindo o pardmetro y’ = p:
2817. x=seny +1Iny. 2818, y =y .
2819. y=3"+2Iny. 2820. 4y = 22 + 3.

2821, & = ZHA .
! =

§ 8. Equacdes de Lagrange e de Clairaut
1°, Equag@io de Lagrange. A equagio da forma

¥ = xp(2) + $(2), (D

onde p = y’, recebe o0 nome de equardo de Lagrange. Através da derivagdo e tendo
em conta que dy = p d#, a equagdo (1) se reduz & linear em relagiio a » e da:

P dx = @(p) dx + [x9'(p) + P'(p)] dp- &)

§ 8, EQUACOES DE LAGRANGE E DE CLAIRAUT 345

Se p == @(2), das equagdes (1) e (2) se obtém a solugdo geral em forma paramétrica:
x = Cf(p) + &(p), ¥ =1I[Cf(P) + g2 o) + ¢(2),

onde p € um pardmetro e f(#) e g(p) sdo determinadas fungdes conhecidas. Além disso,
o existir solugdo singular, que se procura de forma comum.

2°. Equagdo de Clajraut. Se na equagdo (l) @(p) = p, obtém-se a equapdo de
Clairawt
y = zp + Y(2).

A solugio geral desta equagfo tem a forma de y = Cx + {(C) (famflia de retas).
Além disso, existe solugdo singular (envolvente), que se obtém como resultado da eli-

minagdo do pardmetro p do sistema de equagdes

x = —{(p).
{ y = px + Y(P).
Exemplo. Resolver a equacgio
¥ =2y'x + 2, 3

'

1 : St
Solugiio. Fazemos »' = p, entio y = 2px + —; derivando e substituindo dy
b

por p dx, obtemos:

pdx = 2pdx + 2xdp — /4
PR
ou
dx 2 1
—_— — — —
dp b2 b

Resolvendo esta equagio linear, teremos:
1
s ;; (ln 2 + C).

Portanto, a equagio geral serd

Para achar a integral singular, segundo a regra geral, formamos o sistema.

1 1
=2pr 4+ —, 0=2%x— —-
J" Px p ?2

Dai
1 v 2
T s ?
€, portanto,
y= = Zﬁ:’.

Colocando y na equagdo (3), nos convencemos de que a fungdo obtida ndo na
solugdo e de que, portanto, a equagdo (3) ndo tem integral singular.
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Derivando em relagdo a x e considerando p como funcio de x, temos

dp dp
-_:2 — — — e
7 de 2 xd4'+x

d, d,
ou d_P (20 — 2) = (2p — #), ou é—P = 1. Integrando, obtemos p = x 4+ C. Colo-
x x

cando-a na equagdo primitiva, teremos a solu¢fio geral:

2
y=(z+0)=—x(x+<:)+%
ou

22
y=?+C.¥+C’.

Derivando esta solugio geral em relagdo a C e eliminando C, obtemos a solugdo sin-
2
gular: y = -Z_ . (A prova demonstra que y = i € a solugio da equagio dada).
%
Se igualarmos a zero o fator 2p — x, no qual se fez a simplifica¢do, obtemos
= % e, colocando este valor de p na equagido dada, obtemos = y = , isto e, a
4
mesma solugdo singular.

Achar as integrais geral e singular das equagdes (nos n°. 2812 —
— 2813 construir o campo das curvas integrais):

2812, 37" 2L s 0 2813. 4y° — 9x = 0.
x
2814. yy'— (xy+ 1)y +x=0. 2815. yy* —2xy + y =0.
2816. Achar as curvas integrais da equagio y'° + ¥2=1, que
passam pelo ponto M{O; El]

Resolver as seguintes equagdes, introduzindo o parametro y’ = p:
2817. x —seny’ + Iny'. 2818. y = y'*¢”.
2819. y =y +2Iny'. 2820. 4y = x2 + y'".

2821, & = LHAL.
. =

§ 8. Equagcdes de Lagrange e de Clairaut
1°. Equacdo de Lagrange. A equagio da forma

¥ = x9(p) + Y(p). )

onde p = 3’, recebe 0 nome de equacdo de Lagrange. Através da derivagio e tendo
em conta que dy = p dx, a equagdo (1) se reduz 4 linear em relagio a » e da:

P dx = @(p) dx + [x9(p) + §'(p)] dp- @

§ 8, EQUAGOES DE LAGRANGE E DE CLAIRAUT 345

Se pF @(p), das equagdes (1) e (2) se obtém a solugdo geral em forma paramétrica;

x=Cf(p) +&p), y=I[C/p) +g@le®) + $(@2)

onde p é um parametro e f(p) e g(p) sio determinadas fungGes conhecidas. Além disso,
o existir solugdo singular, que se procura de forma comum.

2°, Equaglo de Clajraut. Se na equagio (1) @(p) = p, obtém-se a equagdo de

Clairaui
y = xp + $(p).

A solugio geral desta equagdo tem a forma de y = Cx + ¢(C) (familia de retas).
‘Além disso, existe solugdo singular (envolvente), que se obtém como resultado da eli-

minagio do parimetro p do sistema de equagdes
F = =),
{ y = px + Y(p).
Exemplo. Resolver a equagdo
y=2y'x%+ i 3)

rl

Solugdo. Fazemos y’ = p, entdo y = 2px + ;t-: derivando e substituindo dy

por p dx, obtemos:

d
pdx =2pdx + 2z dp — ;f
ou
fﬁ-:.—ix-!-—l-
dp ? P

Resolvendo esta equagdo linear, teremos:
1
Gl (Inp + C).

Portanto, a equagio geral serd

Para achar a integral singular, segundo a regra geral, formamos o sistemna,

1 1
= 2 — 0=2x— —-
P eeis g .

Daf
1 ” 2
T 2 ?
€, portanto,
y= =4 2)&;.

Colocando y na equagdo (3), nos convencemos d_e que a f_‘mci‘} obtida ndo € a
solugdo e de que, portanto, a equagdo (3) nfo tem integral singular.




348 - CAPITULO IX., EQUAGCOES DIFERENCIAIS

Achar as solugdes das seguintes equagdes, para as condigges
iniciais indicadas:

2876, y» =2+ 1. »¥ =0 quando x = 1.
x ;
2877. &*Yy' = 1; y =1 quando x = 1.

2878. y'ctgx+y=2; y=2 quando x = 0.
2879. ¢'(y' 4+ 1) =1; y =0 quando x — 0.

2880. v 4+ y = cos x; =% quando x = 0.
2881. v — 2y = — a2; =-}!- quando x = 0.
2882. ¥ +y=2x; y= — 1 quando x =0:

2883. xy' = y; a) y =1 quando x=1; b) ¥=0 quando x =0

2884. 2xy" = y: a) y = 1 quando x = 1; b) y = 0 quando x — 0

2885. 2xyy" + 2 — y2=10; a) y = 0 quando x = 0; b) v == 1,
quando x = 0; ¢) ¥y = 0 quando » = 1.

2886. Achar a curva que passa pelo ponto (0; 1) e que a substan-
gente seja igual & soma das coordenadas do ponto de contacto.

2887. Achar a curva, sabendo que a soma dos segmentos inter-
ceptados pela tangente nos eixos das coordenadas é constante e
igual a 2a.

2888. A soma dos comprimentos da normal e da subnormal &
igual a unidade. Achar a equagio da curva, sabendo que esta passa
pela origem das coordenadas.

2889*. Achar a curva para a qual o Angulo formado pela tangente
com o raio vetor do ponto de contacto, é constante.

2890. Achar a curva sabendo que a A4rea compreendida entre
os eixos das coordenadas, esta curva e a ordenada de qualquer
ponto nela situado € igual ao cubo desta ordenada.

2891. Achar a curva sabendo que a 4rea do setor limitado pelo
eixo polar, a prépria curva e o raio polar de qualquer um de seus
pontos é proporcional ao cubo deste raio.

2892. Achar a curva para a qual o segmento que intercepta a
tangente no eixo OX ¢ igual ao comprimento da prépria tangente.

2893. Achar a curva para a qual o segmento da tangente compre-
endido entre os eixos das coordenadas se divide ao meio pela paré-
bola y%2 = 2x

2894. Achar a curva para a qual a normal em qualquer um de
seus pontos € igual a distdncia deste ponto até a origem das coor-
denadas

2895*. A drea da figura limitada por uma curva, pelos eixos das
coordenadas e pela ordenada de qualquer um dos pontos da curva
€ igual ao comprimento do arco correspondente da mesma. Achar
a equagdo desta curva, sabendo-se que ela passa pelo ponto (0; 1).

§9. EQUACOES DIFERENCIAIS DIVERSAS DE la ORDEM 349

2896. Achar a curva para a qual a édrea do tridngulo que for-
mam o eixo das abscissas, a tangente 2 curva e o raio vetor do ponto
de contacto é constante e igual a a® :

2897. Achar a curva sabendo que o ponto médio do segmento
interceptado no eixo OX pela tangente e a normal & mesma, ¢

constante (a; 0).

a do diferencial de 1% ordem, sobretudo nos problemas de fisica,
sdo ﬁA:qfl:gll::ros ecqa.;?z em que é conveniente empregar o cham_ado método d_as_d_;‘  fe-
renciais e que consiste em que as relagdes aproximadas entre os incrementos :I.I!.fmlta-
mente pequenos das grandezas dadas e pr&curad_a.s. corretas com uma aproximacio
até de infinitésimos de ordem superior,’sé.o substituidas pelas relagdes corresponden-
tes entre suas diferenciais, o que ndo influe no resultado. :

Problema. Em um depésito hd 100 litros de solugdo aquosa que contém 10 kg
de sal. A 4dgua é despejada neste depésito com uma velocidade de 3 litros por minuto
e se expulsa a mistura com a velocidade de 2 litros por minuto, sendo que a.é;:_oncgn«
tragdo é mantida homogéneahmex?endo—se a dgua. Quanto sal haverd no depdsito de-

i ida uma hora ] I
i sgﬁugmgg; o nome de concentragio ¢ de uma substincia dada & quantidade
da mesma, contida em uma unidade de volume. Se a concentragio é homogénea, a
quantidade de substincia em um volume ¥ serd igual a ¢V. ks

Seja a quantidade de sal que ha no depésito, depois de transcorrer { minu rs-a.
igual a ¥ kg. A quantidade da mistura que ha no ;lepﬁsﬂ:o neste instante se
(100 + ) litros. e, portanto, a concentragido ¢ = —iaa-:_—; kg por litro.

Dura 3 de tempo df, do depdsito saem 2 d¢ litros de mistura, que con-
tém 2 ¢ d:l;;:gc::lz sp;:.‘l‘;’O Por isso,p: variagdo dx do sal do depdsito caracteriza-se pela re-
e 2x

— dx =2¢dt, ou —dx=—4di.
100 4 ¢

Esta €, precisamente, a equagdo diferencial procurada. Separando as varidveis e inte-
ndo, teremos:
& Inx¥=—21In(100 +1¢) +InC
ou
C

(100 + 22

A constante C € determinada a partir da condigfo de que quando f = 0, x = 10,
isto € ,C = 100 000. Depois de uma hora no depésito haverd
x =MO—% 3,9 kg de sal.
160%

2898*. Demonstrar que a superficie livre de um liquido pesado
que gira em torno de um eixo vertical, tem a forma de um parabo-
16ide de revolucio. : "

2899*, Achar a dependéncia que existe entre a pressdo do ar e
a altura, sabendo-se que esta pressdo é igual a 1 kgf por 1 cm? ao
nivel do mar e de 0,92 kgf por 1 cm? a 500 metros de altura.

2900*. Segundo a lei de Hooke, um corddo elastico de compri-
mento /, sob a a¢io de uma forga de dilatagio F, sofre um acréscimo
do comprimento igual ‘a A/F (k — const). Em quanto aumentard
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0 comprimento deste corddo pela agio de seu préprio peso W, 5.
ele estd pendurado por um de seus extremos? (O comprimento inicia]
do cordao € de /).

2901. Resolver este mesmo problema com a condi¢do de que ngo
extremo livre de corddo haja um peso P. Ao resolver os problemas
2902 e 2903 empregar a lei de Newton, segundo a qual a velocidade
com que esfria um corpo é proporcional & diferenga de temperaturas
do corpo e do meio ambiente.

2902. Achar a dependéncia entre a temperatura T e o tempo ¢,
s€ um corpo aquecido até T, graus é introduzido num meio cuja
temperatura ¢ constante e igual a a graus.

2903. Dentro de quanto tempo a temperatura de um COTpo aque-
cido até 100° baixara até 30°, se a temperatura ambiente & igual a
20° e durante os primeiros 20 minutos o corpo esfriou até 60°;

2904. O efeito retardador do atrito sobre um disco que gira
dentro de um liquido € proporcional & velocidade angular de rotacao.
Achar a dependéncia desta velocidade angular em relagdo ao tempo,
sabendo-se que o disco, que comegou a girar com uma velocidade
de 100 r.p.m., depois de um minuto passa a girar com a velocidade
de 60 r.p.m.

2905%. A velocidade de desintegracio do ridio & proporcional a
quantidade do mesmo. Sabe-se que passados 1600 anos resta a metadc
das reservas iniciais de rddio. Achar a porcentagem de ridio que
estard desintegrado ao passarem-se 100 anos.

2906*. A velocidade de saida da 4gua por um orificio que se
encontra verticalmente a uma distincia % da superficfe livre do Ii-
quido é determinada pela férmula

v = cf2h,

onde c¢x0,6 e g € a aceleragdo da forga de gravidade.

Quanto tempo levard para sair a dgua que preenche uma caldeira
semiesférica de 2 m de didmetro, se sai por um oriffcio redondo,
localizado no seu fundo e que tem 0,1 m de raio?

2907*. A quantidade de luz absorvida ao passar por uma camada
delgada de 4gua é proporcional & quantidade de luz que incide
sobre a mesma € 3 espessura desta camada. Se ao atravessar uma
camada de 4gua de 3m de espessura é absorvida a metade da quan-
tidade inicial de luz, que parte desta quantidade chegara até a
profundidade de 30 m? ;

2908*. A resisténcia do ar durante a descida de um corpo em
péra-quedas é proporcional ao quadrado da velocidade do movi-
mento. Achar a velocidade limite de queda.

2909*. O fundo de um depésito de 300 litros de capacidade,
estd coberto por uma mistura de sal e de uma substincia indis-
solivel. Supondo que a velocidade com que se dissolve o sal ¢
proporcional 4 diferenca entre a concentragio num instante dado e
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do da solugdo saturada (i kg de sal para 3 litros de
oncentfﬁ;;:‘ quantidage de dgua pura dada dissolve ];3~kg de fsal
qtci achar que quantidade de sal conterd a solugao no fim

ac

agua) €

r minu
a‘ - . - .

o 1213;.3*??; forca eletromotriz e de um circuito com intensidade

de corrente 7, Resisténcia R e indutdncia L, ¢ igual éd_queda de
. . e + i
tensio R7, mais a forga eletromotriz de auto-indugio L T Deter

minar a intensidade da corrente 7, no instante f, se ¢ = E sen of
(E ¢ @ sdo constantes) e ¢+ = 0, quando 7= 0.

§ 10. Equagdes diferenciais de ordens superiores

1°. Caso de integragdio imediata. Se
- ¥ = f(2),
temos
¥ =Sd,¢s Sf(x) dx + Cja™ 1 4 Cpax™2® 4+ ... + Cp.

fi VeIes

2°. Caso de redugdio a uma ordem inferior. 1) Se a equagio diferencial nao
contém 7 de forma explicita, por exemplo,
F(x ¥, 9" =0, ‘
entdo, fazendo 3’ = p, obtemos uma equagio de ordem inferior em uma unidade
Flx. p,. 20 =0.
Exemplo 1. Achar a solugo particular da equagdo
2" 4y +x=0,
que satisfaga as condigdes
=0, 3" =0, quando » = 0.
Solugfo. Fazendo 3’ = p, temos ¥** = p’, donde
2 +p+2x=0
Resolvendo esta equagdo como linear em relagio a fungdo p, obtemos:
-

P""=C1_7'

Da condigio y’ = p = 0, quando # — 0, temos que 0= C, — 0, isto é C; =0
Portanto

x
P = 2
ou
oo ) o 8
dx 2
donde, tornando a integrar, obtemos:
2t
y=——+4 C’.

4
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Fazendo y = 0 quando ¥ = 0, achamos C; = 0. Portanto, a solugdo que Procuramos g
y=— l a2,
2) Se a equagdo diferencial nfio contém i de forma explicita, por exem plo,

Fly. ¥ y5") = 0,
entdo, fazendo y’ =pey ' =p d—p- obtemos uma

¥
dy
Exemplo 2. Achar a solugiio part:cular da equagio
yye — %

com a condigdo de que y = 1, y’ = 0, quando *»=0,
Solugdo. Fazemos y* = £, neste caso y’*

equacdo de ordem inferior em
uma unidade

ap

=P — e a equagdo se transforma
dy

na seguinte:

#L s

Obtemos uma equagdo do tipo de Bemoul.h em relagdo a p(y € considerado argu
mento). Resolvendo-a, achamos:

=4 3VC, + 5
Da condigio y* =p = 0, quando ¥ = 1, temos C,
2=ZyVy* — 1
d

dx

= — l. Portanto,

ou

Integrando, temos:

arccasii x=C,,

Fazendo ¥y = l e » = 0, obtemos que C, = 0, donde -l- = CO0S ¥, Ou y = sec ¥

¥y

Resolver as equagdes:

2911y =1 o2 ——2;—3—

2913. ¥ = 1 — /", 2914. xy"” + y' = 0.
2915, yy't = 3t 2916. yy'* + y'* = 0.

2917. (1 + 20y + y'"+ 1 =0. 2918. y'(1 + y'*) = ay".

2919. x%y” + xy' = 1, 2920. yy' = 32y’ + 3"

2921. yy" — 3(1 + y’) = o. 2922,y — — yi

2923. (x + 1)y — (x+2)y’ + 2+ 2 — 0.
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2925, y° 4 — (y )2 = xy”’.

2926, xy'"' + ¥y =1+ x. 2927. y" + ' =1 :

" Achar as solugdes particulares para as condiges iniciais indicadas:
- 2028. (1 + 2?)y'—2xy"'=0; y=0, ¥ =23 quando x = 0.
2029. 1 + y*=2yy""; y=1, y'=1 quando x = 1.

30. yy'' + " =9"; y=1, 5" =1 quando x= 0.

| 2031. xy"' = ¥'; y =0, ¥y’ =0 quando x = 0.

: Acha.r as integrais gerais das equagdes:

2932, xy' = Vy’ + 7y — iy

2933'yy _y't_I_,y’I y*-{-y. e 2 3

2934. y* —yy" = ¥ty 2935, yy"' + ¥ —y ' Iny=0.
Achar as solugdes que satisfagam as condig¢des indicadas:

1
2936_3’”3,321; y=l’y'=lqua_ndo x=_2,_,
02937, vy' +y ' =1; y=1y"=
- 2938. xy”" ={ 1+ y*;y = 0quando x =1; y = 1 quando x=¢=.
(e T
LI!::zgsg-y"(1+1nx)+%'y'=2+lnx; y=;y e

1 quando x = 0;

quando

: LAl
. 2940. vy’ =.—_[l+ln—-;y=%, "= 1 quando x= 1. )
=10y = ! =2 quando % = 0.
2941. ¥ y+y(y——f) 0; y=2, ¥
2942, 3y' "—y—{-y + 1 =—2; %'=0 quando x = 0.
2043, 40 4 " 2”"--0, y=1, %" =1 quando x = 0.
. 2944. yy' +y +yy”"=0; y=1 quando =0 e y=0
- quando x — — 1.

2945, 2y" + (y*—6x) -y =0; y=0, y' =2 quando x = 2.
. 2946. ¥’y 4+ yy"'—3y"=0; y=1, y' =2 quando x = 0.
2947. 2yy’—.3_-y"’= 4y%; y =1, ¥’ =0 quando x= 0.

2948. Zyy" + y’ ¥y =0; _;y“ 1, y’l—- 1 quando x = 0.
2949. 3" = ¥’ —-y y=-—=, y'=2 quando x — 1. 5

—2yy™=0;y =1, y’' =¢ quando X5 Tl

2950. y_y”+ - e”'y
- s = = do x = 0.
2951. 1 4 yy +y *=0; y=0, % 1 quan i
2952. (1 + yy)y"' = (E -[-_y")y'; y =1, }:'=I quan:llo x:(l).
2953. (x + )y + x2y"=3"; y=—2, y'=4 quando x= 1.
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Resolver as equacgdes:
2954. v — xy'"' 4yt
2956. y''" = 4y".
2957. yy'y'' =y 4+ y’*. Destacar a curva integral que passa
pelo ponto (0; 0) e que € tangente nele A reta y + x — 0, '

2958. Achar as curvas de raio de curvatura constante.

2959. Achar a curva para a qual o raio de curvatura & popor-
cional ao cubo da normal.

2960. Achar a curva para a qual o raio da curvatura é igual a
normal.

2961. Achar a curva para a qual o raio de curvatura é duas vezes
maior que a mnormal.

2962. Achar as curvas para as quais a proje¢do do raio de curva-
tura sobre o eixo OY é constante,

2963. Achar a equagdo do cabo de uma ponto pénsil, supondo-se
que a carga ¢ distribufida uniformemente pela projegio deste cabo
sobre uma reta horizontal. O peso do cabo é desprezado.

2964*. Achar a posi¢do de equilibrio de um fio flexivel, que nio
estira, preso por seus extremos a dois pontos, e que tem uma carga
constante ¢ (incluindo o prdprio peso do fio) por unidade de com-
primento.

2965*. Um corpo pesado sem velocidade inicial resvala por um
plano inclinado. Achar a lei de seu movimento, se o Angulo de incli-
nacao € igual a « e o coeficiente de atrito é p.

ey oy — g

IndicagBo. A forga de atrito é pN, onde N € a reagdio do plano.

2966.* A resisténcia .do ar durante a queda dos corpos pode ser
considerada proporcional ao quadrado da wvelocidade. Achar a lei
do movimento, se a velocidade inicial ¢é igual a zero.

2967*. Uma lancha a motor, de 300 kgf de peso, se move em li-
nha reta com uma velocidade inicial de 66 m/s (—). A resisténcia da
agua € proporcional A velocidade e igual a 10 kgf, quando a velo-
cidade é de 1 m/s (—). Dentro de quanto tempo a velocidade da
lancha serd igual a 8 m/fs (—)?

§11. Equagoes diferenciais lineares

1° EquagBes homogéneas. As fungdes v, = @,(#), ¥; = 94(%), ..., ¥n = Pn(%)
chamam-se linearmente dependentes em (a, b), quando existem constantes Cy
C,, ..., Cp tais, que sem ser todas iguais a zero, temos

C¥y+ Caa+ ... + Cayn =0 quando a < 2 < b;

em caso contrdrio estas fungdes recebem o nome de linearmente independentes.
A solugiio geral da equagdo diferencial linear homogénca

¥ 4 Py(#) ¥ | . 4 Pa()y =0 (1)
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com coeficientes continuos Py(x) (i = 1, 2,....n) tem a forma
¥y = Cyy + Coyy + ... + Cayn,
onde ¥y ¥z .- » ¥ SA0 solugdes linearmente independentes da equagdo (1) (sisfema

damental de solugdes). . ) ;
~ 2°, Equagdes n@o homogéneas. A solugio geral da equacdo diferencial linear

ndo homogénea

¥ 4 Py(a) " - .+ Pal#) y = f(#), ()
sendo os coeficientes Pg(x) e 0 segundo membro f(x) fungdes continuas, tem a forma
y=%+Y,

onde y, ¢ a solugdo geral da equagdo homogénea correspondente (1) e ¥, uma solugdo
particular da equagdo néo homogénea dada (2). ]

Se um sistema fundamental de solugdes ¥;, ¥s .--, ¥n da equagio homogéna (1)
¢ conhecido, a solucdo geral da correspondente equagdo nio homogénea (2) pode ser
encontrada pela férmula

¥ = Cy(#) ¥y + Co2) 32 + ... + Ca(®) ¥n,

onde as func¢des Cy(#) (i = 1,2, ..., n) sdo obtidas do sistema de equagdes:
Ci(#) 31 + Cal#) 2 + o+ Cp(#) y2 = 0,
Ci(#) ¥1 + Ci#) vz + .o+ Cal®) yn = 0,

.............. (3)

iy P+ DD 4 .+ Chm D =0,
iU ¥ + G TV 4 . 4 G ST = £(9)

(método de variagdo das consiamies arbitvdrias).
Exemplo. Resolver a equagio

Xy” + yi' Sk xg’ (‘1]
Solugdio. Resolvendo a equagio homogénea

'+ =0
obtemos
y=Cylnx + C, (3)
Portanto, pode-se fazer
yp=Inx e y,=1

€ procurar a solugio da equagio (4) na forma
¥y = C;(x) In x + C,(#)-
Compondo o sistema (3) e tendo-se em conta que a forma reduzida da equagdo (4)
¢ 9 + 2 — % obtemos
JH
Ci(¥)In x + C3(x) - 1 =0,
1 ,
Cilx) — 4+ Ci{x) 0= x.
x
Daf, ‘ !
a3 x x
C = o4+ A € Cofr) = — —lnax+ — + B
1(%) 3 (%) 3 9
€, portanto
%3
= — 4+ A4Alnx 4+ B,
9

onde 4 e B sio constantes arbitrérias.

23+
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2968. Investigar a dependéncia linear dos seguintes sistemas de
funcdes:

a) x, x4+ 1;

d) x, x4+ 1, x4 2;

g) sen x, cos x, 1;

b) x%, — 2x2%;
e padiats
h) sen? %,iicos?ix, 1.

2969. Compor a equacdo diferencial linear homogénea, conhe-
cendo-se seu sistema fundamental de solugdes:

a) y, = sen %, Yy = COS %;

C) OJ 1; X,
f} gz, 521‘, c.’ix;

b) v, = ¢, Y2 = xe*;
€) Y = x, ikl
d) y, = ¢, s —4& SEN A Ay —E" COS A

2970. Conhecendo o sistema fundamental de solugées de equacio
diferencial linear homogénea

V1= %, Y= %%, Y3 = 2%,

achar sua solugdo particular y, que satisfaca as condig¢des iniciais
Ye-1=0, yi1=—1, y7 1 =2.

2971*. Resolver a equagio

e 2 r
y +;y +y=0,

conhecendo sua solugio particular y; — - ".

2972. Resolver a equacao

x(lnx—1)y" —xy" 4+ y =0,
conhecendo sua solugdo particular y, = x.

Resolver as seguintes equagdes lineares ndo homogéneas pelo mé-
todo de variagdo das constantes arbitrdrias:

2973. %, y'" —y! = 3x%. 2974%, 22y’ 4 xy’ — y = 12
2975. """ + vy’ = sec x.

§ 12. Equacdes diferenciais lineares de 2° ordem
com coeficiente constante

1°. EquagBes homogéneas. A equagio linear homogénea de 2* ordem com coefi-
cientes constantes p e g, sem o segundo membro, tem a forma
¥+ 0y +ay=0. (
Se k, e k, sdo as rafzes da equagdo caracterfstica
p(k) =4 + pk + ¢ =0, @)
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a solugdo geral da equagio (1) ¢ escrita em uma das trés formas seguintes:
N y= Gle"" + C,a*”, se ky, e ky slo reais e k) # ky;
k% A
2) y = e*¥(Cy + Co¥), s By 27 i
3) y = e*¥(Cicos Bx + C, sen Bx), se ky=a+Bi e kly=a—f (P # 0).
2°. EquagBes nio homogéneas. A solugdo geral da equagdo linear ndo homo-

génea

¥+ py’ + gy = f(#¥) (3)
pode ser escrita em forma da soma
y=%+1+Y,

do membro, que
d ¢ a solugdo geral da correspondente equagdo (1) sem o segun
:::;eg;rmina pelas férmulas 1) —3), e ¥ é uma solugdo particular da equagdo

da.da.&(f;tnm Y pode ser encontrada pelo método dos coeficientes indelerminados nos

seguintes casos simples: :

1. f(¥) = ¢°Py(x), onde Pg(x) é um polinémio de grau . .

ndo € a raiz da equaglo caracteristica (2), isto €, @(a) 7 0, se considera

Y =S;%ﬂ(x}, onde On(x) :?.un polindmio de grau » com coeficientes mdetemm:‘:.dos.

Se a 6 a rafz da equagdo caracteristica (2), isto é, @(a) = 0, se considera
Y = xTe%%Q,(x), onde 7 é o grau de multiplicidade da raiz a (r = 1 ou r = 2).

2. f(x) = e**[Pn(#) cos bx + Qm(#) sen bx].

Se @ (a + bi) 7 0, se considera

Y = £9%[Sy(x) cos bx + T (%) sen bx],

onde Sy(x) e Ty(x) sio polinémios de grau N = mdx {n, m}.

Se, ao contririo, @(a + bf) = 0, se considera

Y = 2Te%%[Sy(x) cos bx + Tn(#) sen bxj,

a de multiplicidade da taiz @ -+ bi (para a equacdo de 2* ordem r = 1).
oudeb;oéc‘;meral, pampresolver a equagdo (3) se emprega o método de variagdo das
constantes arbitrdrias (ver o § 11).

Exemplo 1. Achar a solugdo geral da equagdo 29" —y! — y = 4xe®®.
Solugdo. A equagdo caracteristica 2k* — % — 1—=0 tem as rajzes k, =1 e

ky = — — . A solugdo geral da correspondente equagdo homogénea (de primeira
2
x
A = 4xe% =
forma) ¢€ = Cque* 4 C 2 . O segundo membro da equagdo dada f(#) 2
= 8“)5',.(;:;? Portré.nto, Y’sz e**(A% + B), jaquen=1ler=0 Derivando Y ‘duas
vezes e colocando as derivadas na equagido dada, obtemos:

287 (44% + 4B 4 44) — 2*(24x + 2B + A) — ¥ (4% + B) = 4xe*.

Simplificando por é?* e igualando entre si os coeficientes que correspondem a.s primei-
ras poténcias de » e os termos independentes de ambos 0s membros da igualdade,

B 28
temos 54 — 4 e 74 + 5B =0, dondeA=? e B=——-

25
Desta forma Y = €% [i 5 — E_B_] , a solugio geral da equagio dada é

3 25

1
C_?:'Fﬁ“ ix—_z_g.].
Y = Ce® + Cpe 3 P

Exemplo 2. Achar a solugdo geral da equagio y’* — 2y° + y = #¢™.
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Soluglio. A equag¢io caracteristica 42 — 2k + | = 0 tem uma raiz cujo grau da
multiplicidade é duplo, & = 1. O segundo membro da equagio é f(z) — xe%; nesto
caso, @ = len = 1. A solugdo particular é ¥ = 2%%(4x 4 B), jA que a coincide com
@ raiz & = 1, cujo grau de multiplicidade € igual a dois e, portanto, » — 2.

Derivando ¥ duas vezes, colocando as derivadas na equagio e igualando os coef;.
cicntes, obtemos A = —;- » B = 0. Portanto, a solugdo geral da equagio dada s

escreve da forma
¥ = (Cy 4+ Cs3) e® + % T,

Exemplo 3. Achar a solugdo geral da equagdo 3 4 y = » sen x.

Solugfio. A equagdio caracteristica A* 4 1 = 0 tem as raizes k, = i o ky = —
A Bsolut;a]o geral da correspondente equa¢do homogénea serd [(ver 3), onde o — 0
ef=1]:

Yo = C, cos x + C, sen x.

O segundo membro tem a forma

J(x) = e®*[Py(x) cos bx + Qm (2) sen bx),

onde @ = 0, b= 1, Pa(x) =0, Q,(x) = x. A ele corresponde a solugio particular

Y = x[(Ax + B) cos ¥ + (Cx + D) sen z]
(neste caso N =1, a=0,b=1,r = 1).

Derivando duas vezes e colocando as derivadas na equagdo, igualamos entre si
os coeficientes dos membros da igualdade que correspondem a cos », ¥ cos x, sen x
€ x sen x. Como résultado, obtemos quatro equagdes 24 + 2D = 0, 4C =0, — 28 |
+2C =0, — 44 =’l,dasquaissedebermina.mA = —14B=0,C=0,D=1/4.

i x x
Por isso Y = — — cos ¥ + — sen ».

A solugdo geral serd J

x x
y=C1cosx+C,5enx—Tc05x+—-senx.

3% Principio de superposic@o de solugdes. Se o segundo membro da cquagio
(3) € uma soma de varias fungdes:

S(x) =A%) + folx) + .. + fal®w)
e Y; (i = 1,2, .., n) sdo as solugBes correspondentes das equagdes |

Y+ t+ey=flx» (=12 ..,n),
a soma

y=¥; ¥y 4 ..+ ¥y
¢ a solugdo geral da equagido (3).

Achar a solugdo geral das equagdes

2976. y'' — 5y’ + 6y = 0. 2977. ¥'" — 9y = 0.

2978. y' — y' = 0. 2979. y'" +y=0.

2980. y'' — 2y’ 4+ 2y = 0. 2981. y'" + 4y' + 13y + 0.
2982. ' 4+ 2y’ +y=0. 2983. y'' — 4y’ + 2y = 0.
2984. v — ky=0 (k£ 0). 2985. y=y" 4+ ¥
2986. X =2 — 3,

'’
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Achar as solugdes particulares que satisfacam as condigdes in-

2987. y' — 5y +4y=0; y=35, y' =8 quando x=0.
. 2088. ¥ + 3y +2y=0; y=1, 3y = —1 quando x = 0.
2089, ¥’ +4y=0; y=0; ¥ =2 quando x =0.

0 2990. ¥y’ + 2y =0; y=1, y =0 quando x = 0.

. 2091, ' =2; y=a, y =0, quando x = 0.

a?
. 2992. y'+3y = 0; y=0quando x =0 e y=0 quando x=3.
;j"._‘. 2993, y''+n?y =0; y =0 quando x = 0 e y = 0 quando x = 1.

2994, Indicar a forma das solugdes particulares das seguintes
a¢des ndo homogéneas:

a) y' — 4y = x%¥; b) y'/ + 9y = cos 2x;

)y ' —4y +4y= sen 2x + €¥;

d) v’ + 2y + 2y =¢"senx;

e) ¥’ — Sy + 6y = (x* + 1) & + xe*%;

f) 3 — 2y’ + 5y = xe® cos 2x — x%" sen 2x.

Achar as solugdes gerais das equagdes:

2995. y'' — 4y’ + 4y = x%. 2996. vy’ — v + y = 2* 4 6.
2997. ¥’ + 2y + y = e*. 2998, v’ — 8y’ + 7y = 14.
2999, /' — y = €. 3000. y'* + y = cos x.

3001. y' + y' —2y=8sen2x. 3002. y' + y' — 6y = xe*
3003. y'' — 2y + y=senx + senh x.

3004. ¥ + ¥y’ = sen? x. 3005. y''—2y'+5y=e"cos2x.
| 3006. Achar a solugio da equagdo y'’ + 4y = sen z, que satisfaz
. as condigdes y = 1, ¥’ = 1 quando x = 0.

: Resolver as equagdes:

i 3007. % + w?x = A sen pf. Examinar os casos: 1) p £ o]
) p=a.

i 3008. v'' — 7y’ + 12y = — . 3009. y'' — 2y = x?— 1
3010. v’ — 2y + y = 2¢%, 3011. y'' — 2y’ = ¥ 4 5.
3012. ¥ — 2y’ — 8y = ¢ — 8 cos 2x. i
3013. ¥’ + ¥ = 5x + 2. 3014. vy’ — y'=2x—1 — 3¢
3015. ¥’ + 2y + y=¢€" + €.

3016. y'' — 2y’ + 10y = sen 3x + €7,

3017, ¥’ — 4y’ + 4y = 2¢* + 3 -

3018. y* — 3y’ = x + cos x.
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3019. Achar a solugdo da equagdo ' — 2y’ = ¢2* 4 y2 _ |
satisfaz as condigbes y = o y' = 1 quando x = 0.

Resolver as equagdes:

3020. y" — y = 2xsen x. 3021. y"" — 4y = ¢** sen 2x
3022. ¥y’ 4+ 4y=2sen2x — 3cos2x + 1. -
3023. "' — 24" 4 2y = 4¢” sen x.

3024. '’ = x4+ .
3026, ¥y’ — 2y — 3y=2x(1 + &¥).

3027. "' — 2y = 3x+2x¢*. 3028. y'' — 4y' + 4y = xe®.
3029. ' + 2y — 3y =2xe¥ + (x + 1) €~

3030*. y'' 4+ y = 2x cos x cos 2x.

3031. y'' — 2y = 2x€*(cos x — sen x).

Empregando o método de variagdo das constantes arbitrarias

resolver as equagoes:

3032. y' 4+ y = tg . 3033. 9" 4+ y = ctg x.

rr ’ ‘2 e
3034. ' — 2y +J’=—;' 3035._‘},’"-}-2}!'—]—_\;:‘ :
E3
3036. " - 3 == mrreis 7 g g Wy SR SA
\ i cos ¥ se€n x
3038. a) ' — y=tghx; b) ¥’ — 2y = 4x%*.

3039. Dois pesos iguais pendem no extremo de uma mola. Achar
a equlatgo do movimento que efetuard um destes pesos, se o outro
se soltar.

Solugdo. Suponhamos que o aumento de compri i

primento que experimenta a mola
sobgﬁag&o de um dos pesos, em estado de repouso, € igual a @ e que a massa deI:- é
m. ignamos por # a coordenada deste peso, tomada em diregdo vertical a partir
da posigdo de equilibrio quando hd apenas um peso. Neste caso,

mEE g — bz + @)

—_ — k({x 4+ a),

de? o3

onde, evidentemente, &k = e e, portanto, ﬁf- S # A solugdo geral €
a di® a

# = Cq cos Ti‘_'_c’ sen _:'t. As condigdes iniciais nos dio v=a e 2 L0
quando ¢ = 0; daf C; = a e Cy = 0, portanto i

x = a cos V—g‘-
a

3040*. A forga que dilata uma mola ¢ proporcional ao aumento
do comprimento da mesma e igual a 1 kgf, para um aumento de
comprimento de 1 cm. Na mola estd suspensa uma carga, cujo peso
¢ de 2 kgf. Achar o perfodo do movimento oscilatério que receberd
esta carga se a estirarmos um pouco para baixo e a seguir solta-la.

» (il_],n

3025. y"' + 9y = 2x sen x + x¢%*.
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3041*. Uma carga de peso P = 4 kgf estd suspensa numa mola
que se dilata em 1 cm. Achar a lei do movimento desta carga, se

" o extremo superior da mola efetua oscilages harménicas verticais
'y — 2 sen 30 cm e no momento inicial a carga estava em repouso

(a resisténcia do meio é desprezada).
3042. Um ponto material de massa m é atraido por dois centros.

" A fora de atragdo de cada um é proporcional a distincia (o coefi-
" ciente de proporcionalidade é igual a k). Achar a lei do movimento

deste ponto, sabendo-se que a distincia entre os dois centros é 2b,
que no momento inicial o ponto em questdo se encontrava no seg-
mento que une entre si tais centros, a uma distidncia ¢ do ponto
médio do mesmo e que sua velocidade era igual a zero.

3043. Uma cadeia de 6 m de comprimento desliza sem atrito
desde um suporte para baixo. Se o movimento se inicia no momento
quando estd suspenso 1 m de cadeia, quanto tempo levard para
esta deslizar por completo?

3044*. Um tubo comprido e estreito gira com uma velocidade
angular constante « em torno de um eixo vertical, perpendicular a
ele. Uma bola que se encontra dentro do tubo desliza por ele sem
atrito. Achar as leis do movimento da bola em relagio ao tubo,
considerando que:

a) no momento inicial a bola se encontrava a uma distidncia a
do eixo de rotagdo e sua velocidade neste momento era igual a zero;

b) no momento inicial a bola se encontrava no eixo de rotagdo
e tinha uma velocidade inicial ;.

§ 13. Equagdes diferenciais lineares de ordem superior
a 2* com coeficientes constantes

1°. Equagdio homogénea. O sistema fundamental de solugdes yy, ¥3 -, ¥n da
equagdo linear homogénea com coeficientes constantes

¥+ ayY) + .+ pyy + @ay =0 (n
é composto A base do cardter que tém as raizes da equagdo caracleristica
A" 4+ ﬁh‘ql + .. + GpyR + G0 = 0. (2)

Isto é: 1) se k é uma raiz real da equagdo (2) de grau de multiplicidade m, a esta cor-
respondem m solugdes linearmente independentes da equagdo (n:
yy =¥, yy = 2et%, ., ypm = ™1 " i
2) se a -+ B; é um par de raizes complexas da equagdo (2) de grau de multiplici-
dade m, a elas correspondem 2m solugdes linearmente independentes da equagdo (n:

Y= e™ cos Bx, ¥y = e sen Px, ¥y = xe™ cos Bx, ¥, = xe=* %

X sen P, ..., Ygm-1 = #™ 1™ cos Bx, Ygn = "7 ¢* sen Bx.
2°. Equagiio ndio homogénea. A solugio particular da equagdo nio homogénea
$(M) 4 g yn-1) 4 .+ ap ¥ + any = () (3

€ procurada baseando-se nas regras do § 12, 2° e 3°.
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Achar as solugtes gerais das equagdes:

3045. y''' — 13y 412y’ = 0. 3046. y'"' — 3y’ = 0.

3047. y''' 4 y = 0. 3048. Yy — 24" = 0.

3049. y'''—3y"'4+3y'—y=0. 3050. y'V + 4y = 0.

3051. y'V - 89" 416y =0.  3052. y™ + ¢ = 0.

3053. y'V — 2y + y = 0. 3054. y'V — aly =0 (a £ 0).
3055. y'V — 6y"" +9y = 0. 3056. y'V -+ @%y'' =0 (a + 0).
3057. yWV + 2y 4+ " = 0. 3058. ¥V + 2y" + y = 0.

3059. y™ + %y‘""’ +-"*[§-1—_—-2-D—-y‘"” + ... +%y’ +y=0.

3060. y'V — 2y + 5" = €% 3061. yV — 25"’ + ¥’ = 13,
3062. ¥y — y = x°— 1. 3063. yY + """ = cos 4x.
3064. y'’ + 3" = 2%+ 1 + 3xe”.

3065. v''" + v + ¥ + y = xe’.

3066. y''* + y. = tg wsec x.

3067, Achar a solugdo particular da equagdo

y!f!+zy!F +2yl+y=x’
que satisfaz as condigGes iniciais y(0) = y"(0) = 3" (0) = 0.

§ 14. Equagdes de Euler
A equagdo linear da forma

(ax + b)"y(™) + A (ax + B)"2y(8-1) 4 .. + Ay (62 + B)y + Apy = f(2), (1)

onde a, b, 4,, ..., An_,, An sdo constantes, chama-se equagdo de Euler.

Para o campo ax + b > 0, introduzimos uma nova variivel independente ¢,
supondo

ax + b = e'.
Entio
2
9= ae! 2 S o iy A i .
dt de? dit
a3 as
' =lale ¥ (——J-,—— —_ 3_3’_ -+ _d_y , ete.
, dar di? di
¢ a equagdo de Euler se transforma em uma equacdo linear com coeficientes constan-
tes. Quando ax + b < 0, fazemos ax + b == — ¢
Exemplo 1. Resolver a equagdo %y’ 4 zy’ + y = L.
Solugdo. Fazendo » = ¢f, obtemos:
Ay L S ey E,-ac(;‘_"l_., ).

dr dt dx? an 5

Portanto, a equagdo dada toma a forma
dly
di?

o1,
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y=C,cost+ Cysent+ 1

y = C, cos (In %) 4+ C, sen (In z) + |
Para a equagdo homogénea de Euler

() APy e L A g2y Agy =0, (2)

wando x > 0 pode-se procurar uma solugdo na forma
y = zX (3)
ando em (2) ¥, ¥ ..., y(®), determinadas pela relagio (3), obtemos a equagio

acteristica, da qual e-se achar o expoente k. A T
Se k éc:m r:ll.iz re:.lod da equagdo caracteristica, de grau m de multiplicidade, a
2 correspondem m solugdes linearmente independentes

yy=xF yy=2tInz, y= #%(n %)% ..., ¥m = (o ™1

e oL @ i é um par das raizes complexas de grau m de multiplicidade, a elas cor-
respondem 2m solugdes linearmente independentes

¥y = 4% cos(f In x), vy = #* sen(f In %),
¥y = % In x cos(@ In %), y¢ = ¥* In x sen(p In %).

Yam—y = #* (In )™} cos(B In ), Yem = #* (In x)™1 sen(B In x).

Exemplo 2. Resolver a equagdio x*y” — 3xy" + 4y = 0.
Solugdo. Fazemos
y=zt; y' =kat, v = k(k — DI

Substituindo na equagio dada, depois de simplificar por #¥, obtemos a equagio
kY — 4k +4=0.
= ky =2,

portanto, a solugdo geral serd
o y = Clx" -+ C‘S" In ».

Resolver as equagoes:

3 52 4591
3068. x i +3xdx+y
3070. 2%y + xy' + 4y = 0.
3071. x3y"' — 3x%y'' 4 6xy’ — 6y = 0. !
3072. (sx + 2) yn + Tyt R ) 3073. yu 1 _Jj"_ I

x?
3074. y"' + —1'—‘- + % == 0, 3075. x2y"' — 4xy' + 6y = x.

3076. (1 + )2y — 3(1 + 1)y + 4y + (1 + 2

3077. Achar a solugdo particular da equagdo

2ty — xy +y=2x%,

..', que satisfaca as condigdes iniciais: y=0, y'=1 quando x = L.

A

3069. x?y" — xy — 3y = 0.
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§ 15. Sistemas de equagdes diferenciais

Método de eliminagfo. Para achar, por exemplo, a solu
mal de duas equagdes diferenciais de 1% ordem, isto €, de um sistema da forma

d dz
- =flx3 3, — =gx 2,
dx dx

resolvido em relagdo is derivadas das fun

Determinando 2 da primeira equagio do sistema (1) e colocando a expressio obtida

d
x-—:q;{;, ¥, EE) (3

na equagdo (2), obtemos uma equagdo de 2* ordem com uma fungdo incégnita y,
Resolvendo-a, achamos:
¥y =4g(x, C, Cy),

onde C, e C, sdo constantes arbitrarias. Colocando a fun
minamos a funcio

(1)

¢do (4) na férmula (3), deter-
# sem necessidade de novas integragdes. O conjunto das férmulas
(3) e (4), onde y na férmula (3) foi substitufdo por ), d4 a solugdo geral do sistema (1.
Exemplo. Resolver o sistema

lﬁ+zy+.1,=1+4,,
dx

dz 3
—_— Gty — = = a2
ld; i 2

Solugfio. Derivamos a primeira equagiio em relagdo a #:

a2 d dz
o] + 2 l -+
da® dx dx

Da primeira equagio determinamos z — & [l + 4x — %Jf- — Zy] e entio, da
4

segunda equagdo teremos: iz-:i.:’—f x + l‘—-—s—y—»l E‘?- Colocando o0s
ax 2 4 2 4 dx

valores de z e de gi— na equagfo obtida depois de derivar, chegamos 4 equagio

de 2 ordem com uma incégnita y:

a2l A MY

dx? dx

[Resolvendo-a, achamos

Y =Cie? | Cpe=™ | 2% | »z,
e entdo

z:l(1+4, _Q._2y]a_clg“+£!g—_3=__ix!-
‘| ; d - §

£ 2
Pode-se proceder de forma andloga no caso de sistemas de maior niimero de equagdes

¢do de um sistemng nor-

(1)

¢Oes ¥y e z procuradas, derivamos uma delas
em relacio a x. Temos, por exemplo:
dty of ef of
e T 2
dx? ax+€iyf Beil )
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‘Resolver os sistemas:

Y =z, I%=y—!—52,
i 3079.

3078- ;ii:_y. l£+y+32=0'
ax dx
5’—’=—3y--—z,

3080. | :‘
¢4
= =y — 2
dx o

dx

’.‘.‘.ﬁ: -—=y+z,
dt e dt
dy

d ay &

3081.¢( = =z, 3082. ¢ = x-{—.

dz
.di= it —-‘=x+y.
\, dt & dt
i”.:y—}-z : f:l—l—?.y—}-z=senx,
& x

3083. ‘Z 3034.1 N
— = Z. — — 4y — 2z = cos x.
dx x+y+ ax
hay 3y + 4z = 2z,

3085. ‘:‘+ i y=0, z=0 quando x = 0.
_z_ R St
dx Y 3
dx
— —4x—y+36t=0,

3086. ) ¥ x=0, y=1 quando { = 0.
ﬂ+2x—y—%~2cz‘=0;
dt
& _ P
dx =z

3087.
dr
l;-_—z‘y‘ d. ax dy dz

dx g s a'd A

3088*. a) x3+3xy'=2y=— s b) il ek =

dx . dy Lk dz :
C) y-——z—z—x x—y

destacar a curva integral que passa pelo ponto (1; 1; —2).
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ay d*y
HELL b ——— l —_ - pT
dx—l- ’ a2y o 4=,
I 3090. ¢
4 ¢4
— 4+ —y=1n x. — ¥ — 32 =
dx o at Y dx® Y ® %*:

3091**. Um projétil sai do canhido com velocidade inicia] o
formando um é&ngulo « com o horizonte. Achar a equagio do movyi.
mento deste projétil considerando a resisténcia do ar Proporcional
a velocidade.

3092*. Um ponto material M é atraido Ppor um centro O com uma
for¢a proporcional A distincia que os separa. O movimento comega
no ponto A, a uma distincia a do centro, com velocidade incial Yoi
perpendicular ao segmento OA. Achar a trajetéria do ponto M.

§:16. Integracdo de equagdes diferenciais através
de séries de poténcias

Se nio € possivel integrar uma equacdo diferencial através de fungdes elementa-
res, pode-se procurar a solugdo, em certos casos, na forma de séries de potencias.

o
¥ =2 Calz — ™ (1
=0
Os coeficientes indeterminados Ca(n =0, 1,2, ..) sio encontrados colocando-se a
série (1) na equagdo e ignalando os coeficientes que correspondem & poténcias iguais
do binémio x — x, em ambos os membros da igualdade assim obtida.
Pode-se também procurar solugdo da equacio

¥' =f(x ), onde y(x,) = 5, (2)
em forma de série de Taylor
= ™"
y =3 L0 (e 3
iy N T

onde y(x) = 3y ¥'(%) = f(# ¥,) € as derivadas ¥(M(x) (n =2, 3,..) sdo achadas
sucessivamente através da derivagdo da equagdo (2) e pela substitnigdo de x pelo
nimero .

Exemplo 1. Achaf a solugdo da equacgio

1
Se ¥ = ¥ ¥ = ¥3 quando x = 0.
Solucdo. Fazemos

oy

“"3‘3}‘;0,

¥Y=26c tcx+ i + cax™ + ...,
donde, derivando, obtemos:
Y =2-1c34 32637 + oo + n(n — 1) cpa™ 2 4 (n + 1) ey a1 4
+ (1 + 2) (7 + 1) epipx™ + -
Colocando y e y’* na equacido dada, chegamos a identidade
[2-1c3 4 32600 ... + nin — 1) cpa®2 + (n + 1) neg 2™ 4
F (-t 2) 8+ Densad™ + ] — 26+ 647 4 ... + opa™ + 1= 0.

i potenciaej
| teremos: i 10
D eg=—2—; 43¢, — ¢, =0; = :
:.z:ﬂ; 3.283_00':0] Gy = 3.2; 4 3‘5‘ (= &g Wlla
Sitpdoptlag m= 0 iy = 2 etc.
Ty s
Em geral
fo faktl T = a ?
S e S AT 3R (B - 1)
c“H:O {k;]
. Portanto, 43 48 F T L___+}+
’=c°(1+2-3+2-3-5-6 R R PR
xsl:+l 4
7
ik + +—~—--—-x i ] B 1}+---)!()
e FlR 3042647 A LG L 3R(BR
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o primeiro membro da igualdade obtida os termos que tenham x com igual

kg n‘gualando a zero os coeficientes que correspondem a estes potencias,

maeﬂcgﬂ?mjz?d: oa::riztéypc; de D’Alembert é ficil certificar-se que a série (4) € conver-

a — 00 < x < - oo.
gentiixlf::pio 2. Achar a solugio da equagdo

yi=x 4 ve= 0= L

Solugdo. Fazemos it Ll
il .22. 2?4+ 10_ 234 ..
it ittt 31
Temos ¥, = 1, ¥, = 0 + 1 = 1. Derivando os dois membros d:fffgla';ivo J‘:,"—;”z '{;é‘;‘
a.chamoiuconsécuotivamente pr=149, y5=1+ 1=2, 9" = 3%, 3 ,
Portanto

2 Bl
A L g e R S
R T TR

No exemplo examinado pode-se escrever a solugdo encontrada na forma definitiva

y=1+ %+ 2(eF— 1— 3 ou y=2% —1— & g
iferenciais de ordens

- roced esma forma no caso de eq_uaf;,ées di i

supm]?j:e‘; S?&pmvest?;a:;olga convergéncia das séries obtidas, em ge;a[. ;a-o complexa
e n%o & considerada obrigatéria na resolugdo dos problemas deste paragraio. -
i %) es

Achar, através de séries de poténc&as, d:;s solugdes das seguint
0 icoes iniciais indicadas.
eéquacoes com as CODdeO'ES inicials 1'[1- £ Il
; Ngos n%. 3097, 3098, 3099 e 3101 investigar a convergéncia das

solugGes obtidas. i
3093. y' — y + x2; y= — 2 quando x = 0.
3094, ¥ =2y + x — 1; y = 3y, quando x = L.
3095.7 ' = y2 + a®; ¥ :_15 quando x = 0.

3096. y' — x2 — y2; y =0 quando x = 0. ;
3097. (1 — x)y' =14+ x—y; y=0quando x=0;
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3098*. xy'" 4+ y=0; =0, ¥ =1 quando x = 0.
3099, W ey =0; g=1, % =0 quando x = 0.

3100*. y”+%y‘ +y+0; y=1, 5 =0 quando x = 0.

3101*, y”+-i-y’+yt0; y=1, ¥ =0 quando x = 0.

dx dx
3102. — ost—=0; =g — =10 do £ = 0.
75 + x cos Fiom ke quando 0

§ 17. Problemas do método de Fourier

Para achar a solugfo de uma equacgido diferencial linear homogénea em derivadas
parciais pelo método de Fourier € preciso, inicialmente, procurar as solugdes parti-
culares desta equagio de tipo especial, cada uma das quais representa em si o pro-
duto de fungdes que dependem de um sé segmento. No caso mais simples tem-se um
conjunto infinito destas solugdes ugn (# = 1, 2, ...), linearmente independentes para
qualquer nimero finito entre si e que satisfacam as condigdes de limite dadas. A so-
lugdo u procurada € representada em forma da série destas solugdes particulares

a0
" = E Cn“ﬂ- (l)

n=1
Ficam por determinar os coeficientes C,, que sdo encontrados a partir das condigdes
iniciads.
Problema. O deslocamento transversal # = u(x, f) dos pontos de nma corda,
cuja abscissa € x no instante ¢, satisfaz a equacdo
% - *u

bW g

onde a? = ) (T, € a tens@io ¢ p a densidade linear da corda). Achar a forma

2

e

que terid esta corda no instante f, se seus extremos .= 0 e ¥ = 1 estdo fixos e no
4h .

instante inicial { = 0 a corda tinha a forma da pardbola u = 1—’ #(I — x) (fig. 107)

e seus pontos tinham uma velocidade igual a zero.

U A

)
) lh-np- H:S—-
L)

FIG. 107

Solugdo. De acordo com as condigdes do problema, deve-se achar uma solucdo
% = u(x, t) da equagdo (2) que satisfaga as condigGes do limite:
#(0,8) =0, ull,t) =0

"
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e as condigdes iniciais:

4k
u(zx, 0)= — z(1 — %),
(£ O = — 2(1— 2 W
ui(x, 0) = 0.
Procuramos as solugdes, diferentes de zero, da equacio (2) de tipo pec't_al
u — X(x) T(f). Colocando esta expressio na equacio (2) e separando as varidveis,

obtemos: e X(®) ; W
2T  X(x)

Como as varidveis # e t sio independentes, a identidade (5) sé serd possivel no
caso em que o valor total da relagdo (5) seja constante. Designando esta constante
por meio de — 22, achamos duas equagdes diferenciais ordinirias:

T + (@2 - T() =0 e X(x) + 32X (s) = 0.
Resolvendo estas equagdes obtemos.
T(t) = A cos aM + B sen all,
X(#) = C cos Ax + D sen Ax,
onde A, B, C, D sio constantes arbitririas. Das condigdes (3) temos: X(0) =0 e

X(I) = 0, portanto C =0 e sen M = 0 (jA4 que D ndo pode ser igual a zero ao mes-

mo tempo que C). Por isso, g = BB ikive b € v ndmiero iutéiro. E. tholl’ con
1

vencer-se que ndo se perde a generalidade se tomarmos para k unicamente os vg.lores
positivos (kA = 1,2, 3,...). Para cada valor de A, corresponde uma solugio particular

k krx
Uy = r.dk cos —kaﬂ t 4 By sen —“:: r) sen s

que satisfaz as condigdes do limite (3). Compomos a série

0 kari kart knx
u=E[A;,ccs A+ Bysen “]se

k=1

cuja soma, evidentemente, satisfaz a equagfio (2) e as condigdes do limite (3).
Devemos escolher as constantes Ay e By de modo que a soma da série satisfaga
as condigdes iniciais (4). Como

aD
u air [— Ay sen

n ———

i

) i e H
entdo, fazendo ¢ = 0, obtemos:
krx 4k

oo
u(x, 0) = EA,, sen = = % — x)
k=1

¥

k
kart (A k‘m‘]sen r;x

du(x, 0) 2. kar

k
B, sen —= =0,
at & '

Portanto, para determinar os coeficientes 4, e By € preciso desenvolver por senos

4h Oulx, 0
em série de Fourier a fungfo u(x, 0) = b3 #(l — x) e a funglo —{E‘J_t-)_ =0
De acordo com as férmulas ja conhecidas (cap. VIII, §4, 3° temos:
1

k 2h
VU e R R A B
1 £ 1 k3
0

24—35
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se k é impar; e Ay = 0, se k é par;

[
Re o iSo-senfde =0, By =0.
1 1 I
0
A solugdo procurada sera
(2n 4+ 1) ant
32k I (2n + 1)z
= — ST -
el (2n + 1)3 i

3103*. No instante inicial { = 0 uma corda presa em seus extre-
mos x—0 e x— 1, tinha a forma da sinuséide # = Asen'f‘;f,
sendo as velocidades de seus pontos iguais a zero. Achar a forma
desta corda mo instante {.

3104*. No instante inicial ¢ = 0 foi imprimida aos pontos de uma
corda retilinea 0 << x <</ uma velocidade de Z—’: — 1. Achar a forma
que terd esta corda no instante /, se seus extremos x =0 e x = 1
estio fixos (ver o problema 3103).

3105*. Uma corda, cujo comprimento € I = 100 cm, presa por
seus extremos ¥ — 0 e x = 1, estd, no instante inicial, estirada no
ponto x = 50 cm a uma distincia 2 = 2 cm e depois é solta sem
golped-la. Determinar a forma desta corda num instante / qualquer.

3106*. Ao vibrar no sentido longitudinal uma vareta reta, del-
gada e homogénea, cujo eixo coincide com o eixo OX, o deslocamento
1 — u(x), t) de sua se¢do transversal, de abscissa x, no instante ¢,
satisfaz a équacgio

Pu 5 Pu

ar? oxt
onde a2 = = (E é o médulo de elasticidade e p, a densidade da va-

P

reta). Determinar as vibragdes longitudinais da vyareta eldstica
horizontal, cujo comprimento é I — 100 cm, que estando presa por
um dos seus extremos, ¥ — 0 € estirando-se por outro lado x = 100
no comprimento Al=1cm, a seguir é solta, sem ser golpeada.
3107*. Para a vareta reta homogénea, cujo eixo coincide com ©
eixo OX a temperatura # = u(x,¢) de sua se¢do de abscissa x, 1o
instante #, quando nio existem fontes de calor, satisfaz a equagao
da condutibilidade térmica

Pu _ o P
ot ox®
onde a é uma constante. Determinar a distribuicdo da temperatura

numa vareta de = 100 cm de comprimento, para qualquer instante
t, se € conhecida a distribugido inicial da temperatura

w(x, 0). = 0,01 x(100 — x).

Capitulo X
CALCULOS APROXIMADOS

§ 1. Operagdes com nuimeros aproximados

1°. Erro absoluto. O erro absoluio de um nimero aproximado a, que substitue
um nimero exato 4, denomina-se o valor absoluto da diferenca entre eles. O niime-
ro A, que satisfaz a designaldade

|4 —al< A (1)

recebe o nome de /imité do erro absoluto. O niimero exato A se encontra entre os li-
mites ¢a — A < 4 < a+ A

2°. Erro relativo. Entende-se por erro relativo de um nimero aproximado a,
que substitue um nimero exato A(4 > 0), 4 razdo do erro absoluto a e o numero
exato 4. O numero 8, que satisfaz a desigualdade

Jd =l s @)

chama-se limite do erro relativo do niimero aproximado a. Como praticamente 4 * a

]
como limite do erro relativo se toma com frequéncia o nimero § = — -
a
__ 3°. Namero de cifras decimais exatas. Diz-se que nm niumero aproximado e po-
sitivo &, escrito em forma decimal, tem n cifras decimais exatas em sentido estrito,

se o valor absoluto do erro deste niimero nio excede em ~2£ da undiade decimal de

ordem enésima. Neste caso, quando » > 1, pode-se tomar como limite do erro relativo
O niamero
1 1 yn—1
¥ —[_— '
2R\ 10

onde %k € a primeira cifra de valor do nimero a. Ao contririo, se sabemos que

1 —1
3 < ____(—1 ]" » O nifimero g terd n cifras decimais exatas em sentido estrito.
2(k + pl 1o

Em particular, o nimero a terA com certeza » cifras exatas em sentido estrito, se

Bg._lﬁ(.L".
21 10

Se o erro absoluto de um nimero aproximado @ ndo excede a uma unidade de
Gltima ordem decimal (como ocorre, por ex., com 0s niimeros que surgem nas medi-
¢0es com precisio de até a unidade respectiva), diz-se que todas as cifras decimais
deste miimero aproximado sio exafas em sentido amplo. Quando o niimero aproximado
tem mais cifras de valor, este, se € o resultado final de célculos, se arredonda geral-

24*
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men;ce de tal forma, que todas as cifras restantes sio exatas no sentido estrito ou
amplo.

Futuramente iremos supor que ao, escrevermos os dados iniciais, todas as cifras
serdo exatas (sempre que nio se diga o contririo) em sentido estrito. Quanto aos re-
sultados dos cédlculos intermediarios, estes poderio ter uma ou duas cifras de reserva.,

Observamos que os exemplos deste parigrafo, como regra, sio os resultados fi-
nais de calculos e, portanto, as respostas sio dadas em nuimeros aproximados que
s6 contém cifras decimais exatas. Nas introdugdes posteriores fazdo-se somente obser-
vagdes breves.

4°, Soma a substracdo de nimeros aproximados. O limite do erro absoluto da
soma algébrica de varios niimeros € igual 4 soma dos limites dos erros absolutos des-
tes niimeros. Por isso, para que na soma de uma quantidade reduzida de niimeros apro-
ximados, cujas cifras decimais sejam todas exatas, figurem apenas cifras exatas (pelo
menos no sentido amplo), € preciso igualar todos os termos, tomando como modelo
0 que tenha menos cifras decimais e deixar em cada um deles uma cifra de reserva.
A seguir, somam-se 0s niimeros assim obtidos, como exatos, e se arredonda a dltima
cifra da soma.

Se é preciso somar numeros aproximados nio arredondados, deve-se fazer o
seu arredondamento, conservando em cada um dos termos uma ou duas cifras de
Teserva e, a Sseguir, reger-se pelas regras supra citadas, mantendo na soma as cifras
de reserva correspondentes, até terminar as operagdes.

Exemplo 1. 215,21 4 14,182 4 21,4 = 215,2(1) 4 14,1(8) 4+ 21,4 = 250,8.

O erro relativo de uma soma de termos positivos ndo excede ao erro relativo maxi-
mo destes termos.

O erro relativo de subtragdo ndo & ficil de calcular. Principalmente quando se
trata de achar a diferenga entre dois nimeros préximos.

Exemplo 2, Ao subtrair-se os niimeros aproximados 6,135 e 6,131, com quatro
cifras decimais exatas, obtemos uma diferenga de 0,004. O limite de seu erro absoluto
€ igual a

0,001 + i 0,001
2 4

3 e 0982
0,004 1

|-

portanto, nenhuma das cifras da diferenga é correta. Por isso deve-se evitar sempre
que possivel a diferenga de nimeros aproximados, préximos entre si, transformando
caso necessirio, a expressio de tal forma que esta operagdo desaparega.

5°, Multiplicacfio e divisfo de nlimeros aproximadoes, O limite do erro relativo
do produto e quociente de niimeros aproximados é ignal 4 soma dos limites dos erros
relativos destes niimeros. Partindo disto e aplicando a regra do nimero de cifras exa-
tas (3°), na resposta se conservard apenas um nimero determinado de cifras.

Exemplo 3. O produto dos nfimeros aproximados 25,3 - 4,12 = 104, 236. Su-
pondo que todas as cifras dos fatores sejam exatas, obtemos que o limite do erro re-
lativo do produto seja

Fu i 00141 0,01 = 0,003.
2.2

Donde o ntimero de cifras exatas do produto serd igual a trés e o resultado, se
é definitivo, deve ser escrito: 25,3 - 4,12 = 104, ou mais exatamente, 25,3 -4,12 =
= 104,2 4 0,3. .

6°. Elevaglio a poténcias e extragfo de raizes de niimeros aproximados. O li-
mite do erro relativo da m-ésima potencia de um numero aproximado a, ¢ igual ao
multiplo m-ésimo do limite do erro destc mimero.

O limite do erro relativo da rafz m-ésima de um nfimero aproximado a ¢ igual

1 : : ;
a — parte do limite do erro relativo do nimero a.
m
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7°. Célculo do erro resultante de diversas operagdes ccm niimeros aproximados.
Se Aa,, ..., Aay sZo os limites dos erros absolutos dos nfimeros aproximados a,, ... @,
o limite do erro absoluto AS resultante
S = f(ay, -.-» an)
pode ser valorizado aproximadamente pela férmula

AS = o Aay,.

Aa; + ... +|£
Oan

oa,
Neste caso, o limite do erro relativo para S serd igual a
85=£=l£{ -‘33.1 g&:.wAal+_+|amf Aa..
|51 9ay| 171 dag| |/l day n

Exemplo 4. Calcular § = In(10,3 + q,p'i,i}; 0s numeros aproximados 10,3 e
4,4 tém todas as cifras exatas.

Solugdio, Inicialmente calculamos o limite do erro absoluto AS em sua forma geral:
S=In(a+ }b), AS =—i-: X |Aa+ —lib-] Temos Aa = Abﬁl; V4.4 =
a+ )b 2 Vb 20
= 2,0976.--; deixa.mos 2, 1,j4 que o erro relativo do numero aproximado}/4,4 é

1 1 1
igual a & — *— = —; o erro absoluto serd, emtdo, ®2.— =—; isto &, podemos
240 80 80 40
estar seguros quanto as fragdes decimais. Portanto,

. 1_(1 PR IR H__l_]s_‘:' & 0,005,
10,3 + 2,120 2 20-2,1 12,4-2,0 4,2 2604
Quer dizer que as fragdes centesimais sio exatas. b
Vamos agora calcular com uma cifra de reserva:
1g(10;3 + ¥4,9) = 1g 12,4 = 1,093; In(10,3 + ¥4,4) = 1,093 - 2,303 = 2,517.
Obtemos a respota: 2,52.
8°. Determinac#io dos erros tolerdveis em nimeros aproximados, quando se fixa

© erro que pode tero resultado das operagdes que com eles se efetuam. Aplicando as
férmulas do ponto 7°, quando se ddo os valores de AS e de 85 e considerando iguais

entre si todas as diferenciais parciais | — | Aag ou as grandezas CE —‘-3-‘—”-. calcula-
day; dag| 1/

mos os erros absolutos tolerdveis Aa,, ..., Aay ou, correspondentemente, os erros

relativos 8ay, ..., 83, dos mimeros aproximados a, ..., a5, que intervem nas opera-

¢les (principio de efeitos iguais).

Observamos que em determinadas ocasides nfo € conveniente empregar o prin-
cipio de efeitos iguais no cdlculo de erros tolerdveis dos argumentos das fungdes; ja
que este pode apresentar exigéncias praticamente impossiveis de serem satisfeitas.
Nestes casos, recomenda-se redistribuir os erros da forma mais racional, se for pos-
stvel, de modo que o erro total nio exceda A quantia dada. Isto é, o problema colo-
cado €, falando a rigor, indeterminado.

Exemplo 5. O volume de uma “cunha cilindrica”, isto €, de um corpo cortado
de um cilindro circular por um plano, que passando pelo didmetro da base, igual a

2
2R, forma com ela um é4ngulo a, é calculado pela férmula V = v R3tgx. Com

que precisio deve-se medir o raio R & 60 cm e o 4ngulo de inclinagfio o, para que o
volume de cunha cilindrica possa ser conhecido com uma exatidfio de 1% 7
Solugcfo. Se AV, AR e E: s30 os limites dos serros absolutos das grandezas R, V
€ o, o limite do erro relativo do volume ¥V, que se calcula, serd
sv BV _AR . 2a 1
v R sen 2a 100
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3AR 1
: £

2Ax 1
ly n =
R 200

= — . Dai
sen 2o 200
R I 60 cm
600 600
sen 2o 1 ;
— radianos & 97.
400 400

Desta forma, garante-se a precisfo de 19 exigida, se medirmos o raio com uma

precisio de até 1 mm e o dngulo de inclinagdo «, com precisdo de até 9°.

Fazemos

AR

= 1l mm;

3108. Como resultado de medigdes, obtiveram-se os seguintes
numeros aproximados exatas, com todas as cifras escritas em sentido
amplo:

a) 12°07°14"’; b) 38,5 cm; c) 62,215 kg.

Calcular seus erros absolutos e realtivos.
3109. Calcular os erros absolutos e relativos dos ntimeros apro-
ximados, com todas as cifras escritas exatas no sentido estrito:

a) '241,7;7b) '0,035;"c) 3,14.

3110. Determinar o nimero de cifras exatas* e escrever na forma
que corresponde os seguintes niimeros aproximados:

a) 48 361 -com precisio de 1% ; b) 592,8 com precisido de 29 ;

c) 14,9360 com precisio de 1%. :

3111. Somar os seguintes numeros aproximados, com todas as
cifras escritas exatas:

a) 25,386 + 0,49 + 3,10 + 0,5; b) 38,1 + 2,0 + 3,124; c) 1.2
% 102 -+ 41,72 + 0,09.

3112. Efetuar a diferenga dos seguintes ntimeros aproximados,
com todas as cifras escritas exatas:
a) 148,1 — 63,871; b) 29,72 — 11,25; c) 34,22 — 34,21
3113*. Calcular a diferenca entre a drea de dois quadrados, cu-
jos lados, segundo as medigdes, sao iguais a 15,28 cm e 15,22 cm
(com precisio de até 0,05 mm).

3114. Calcular o producto dos seguintes numeros aproximados,
com todas as cifras esécritas exatas:

a) 3,49 - 8,6; b) 2571 4 1,743; c) 002 - 16,5.
Indicar os limites provaveis dos resultados.

3115. Os lados de um retingulo sio iguats a 4,02 m e 4,96 m (com
precisio de até 1 cm). Calcular a 4rea deste retingulo.

3116. Calcular o quociente dos seguintes numeros aproximados,
cujas cifras escritas sdo todas exatas:

a) 5,684:5,032; b) 0,144:1,2; c) 2,16: 4.

* As cifras exatas se entendem no sentido estrito.

=

i

P
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3117. Os catetos de um tridngulo retingulo sio iguais a 12,10
cm e 25,21 cm (com precisdo de até 0,01 cm). Calcular a tangente
do angulo oposto ao primeiro cateto.

3118. Calcular as poténcias indicadas dos seguintes niimeros
aproximados (as bases das poténcias sido exatas em todas as cifras
escritas):

a) 0,4158%; b) 65,2%; ¢) 1,52

3119. O lado de um quadrado € igual a 45,3 cm (com precisdo
de até 1 mm). Achar a 4rea deste quadrado.

3120. Calcular a valor das seguintes raizes (os mimeros subradi-
cais sao exatos em todas as cifras escritas):

a) J2715; b) V65.2; ¢ VBLL

3121. Os raios das bases e a geratriz de um cone truncado sdo
iguais, respectivamente, a R = 23,64 cm 4 0,0l cm; r = 17,31 cm +
0,01l cm; /= 10,21 cm #+ 0,01 cm; o nimero n = 3,14. Calcular,
com estes dados, a superficie total deste cone truncado. Achar os
valores dos erros, absoluto e relativo, do resultado.

3122. A hipotenusa de um tridngulo retdngulo ¢ iguala 15,4 cm4
+ 0,1 cm; um dos catetos é igual a 6,8 cm + 0,1 cm. Com que
precisdo se podem calcular, com estes dados, o outro cateto e o ingulo
agudo a ele adjacente? Achar seus valores.

3123. Calcular o peso especifico do aluminio, se um cilindro feito
deste metal, com 2 cm de didmetro e 11 cm da altura, pesa 93,4 g.
O erro relativo das medicgoes lineares ¢ igual a 0,01 e o da deter-
minac¢do do peso, 0,001.

3124. Calcular a corrente, se a forca eletromotriz € igual a 221
volts + 1 volt e a resisténcia, 809 ohm -+ 1 ohm.

3125. O periodo de oscilagio de um péndulo de comprimento

1 é igual a
T = 2= vi.
g

onde g é a aceleragdo da gravidade. Com que precisio deve-se medir
o comprimento do péndulo, cujo perfodo de oscilagbes é, aproxima-
damente, de 2 s, para se ter o periodo de oscilagdes com um erro
relativo de 0,5%,? Com que precisio devem ser tomados os valores
de © e de g?

3126. E preciso medir, com uma precisio de 1%, a 4rea da super-
ficie lateral de um cone truncado sendo que os raios das bases tém,
respectivamente, 2 m e 1 m ea geratriz 5 m (aproximadamente). Com

que precisdo devem ser medidos os raios e a geratriz e com quantas
cifras deve-se tomar o 'niimero =?
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3127. Para determinar o médulo de elasticidade pela flexdo de
uma vareta de se¢do retangular, emprega-se a férmula
1 pp

Bimbiti
4 d%s

r

onde / € o comprimento da vareta; b e d, a base e a altura da secdo
transversal da mesma; s, a flecha de flexdo e P, a carga. Com que
precisdo deve-sé medir o comprimento / e a flecha s, para que o
erro de E ndo exceda a 5,5%, com a condigio de que P & conhe-
cido com uma precisdo de até 0,1% e as grandezas d e b com pre-
cisdo de até 19%; 1250 cm e s~2,5 cm?

§ 2. Interpolagdo das fung¢des

1°, Férmula de interpolagiio de Newton. Sajam #,, #,, ..., ¥, 0s valores de tabela
do argumento, cujas diferencas h = Axj(Ax; = 24, — x4; i =0, 1,..,n — 1) sio
constantes (infervalo da tabela) e y,, ¥, ..., yu 0s valores correspondentes da funcio
y. Neste caso, o valor da fun¢dio y, para um valor intermediirio do argumento x,
€ dado, aproximadamente, pela férmula de interpolagdo de Newton

LY —D..(qg— 1
}'“}’,‘%Q'A}'.“l-i%—)ﬁ'y,-l---. o f(q’ ) (q ” -+ }A’J’.. (1)

onde ¢ = ’—:i' e Ay, =¥y — ¥ A%, = Ay, — Ay,...s80 as sucessivas dife-

rencas finitas da fungfio y. Para x = (i = 0, 1, ..., ), 0 polindmio (1) toma os
valores correspondentes da tabela y¢(i =0, 1,..., n). Como casos particulares da
férmula de Newton, obtemos: para n = 1, a interpolagdo linear e para n = 2, a infer-
polagdo quadrdtica. Para facilitar o uso da férmula de Newton, recomenda-se compor
com antecedéncia a tabela das diferengas finitas,

Se y = f(x) é um polindmio de n-ésimo grau, entio
A™yg = const e A"y =0

e, portanto, a férmula (1) ¢ exata.
No caso geral, se f(#) tem uma derivada continua f("1)(x) no segmento [a, b],
que contém os pontos x,, #,, ..., ¥5 € #, 0 erro da férmula (1) sera igual a

- —D(p—i+1
R.M=y_2q(q ). (P L (5 AP

il

i=0

= jn+l ?(‘1 T 1) see (ﬂ’ =) ﬂ‘_‘_lta}' t2>
(» 4+ 1)1

onde { € um certo valor intermedidrio entre #; ({ = 0, 1,..., %) e +. Na pratica se
usa uma férmula aproximada mais cdmoda

Antly,
—_— = 1)...(qg — n).
Ra(x) = PR 1)19(9 ) e lg —m)
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Se é possivel tomar gualquer nimero #, este deve ser escolhido de tal forma, que
a diferenca A™tly, =~ 0 dentro dos limites da precisio dada. Em outras palavras, as
diferencas A"y, devem ser constantes em ordens decimais dadas.

Exemplo 1. Achar o sen 26°15’, usando os dados de tabela sen 26° — 0,43837;
sen 27° = 0,45399; sen 28° = 0,46947.

Solugdio. Compomos a tabela

i e ¥ Ay Aty
0 26° | 0,43837 | 1562 | — 14
1 27° | 0,45399 | 1548

2 | 28° | 0,46947

onde b= 60", ¢ = et o2 =l-
60 4

Aplicando a férmula (1) e utilizando a primeira linha horizontal da tabela, temos

L. [i & 1]
sen 26°15 = 0,43837 + % 0,01562 + % (= 0,00014) = 0,44229.

Achamos o valor do erro R,. Aplicando a férmula (2) e considerando que y =
= sen x, entdo | y(™ | < 1, teremos: N

i ok [ N
el ALy L L e
31 180 128 57,333 4
Isto &, todas as cifras dadas para sen 26°15’ s3o exatas,

Através da férmula de Newton pode-se também achar o valor correspondente do
argumento x, partindo de um valor intermedidrio dado da fungdo y (interpolagdo
inverse ). Para isto, inicialmente, determina-se o correspondente valor de g, pelo
método das aproximagdes sucessivas, supondo que ;

g0 =Y "%

Ay,
e
gt g _ZOE0 =D Ay g = 1) g — w o+ 1) AT,
2 Ay, nl Ay,
(i=012..).

Por g se toma o valor comum (com precisio dadal!) de duas aproximagdes sucessivas
g™ = g™, Daf x = z, + ¢ * h.

Exemplo 2. Usando a tabela, calcular aproximadamente a raiz de equagiio
senhx = 3.

x y~sen hx Ay Aly
2.2 4,457 1,009 0,220
2,4 5,466 1,229

2,6 6,695
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Soluglio. Fazendo y, = 4,457, temos
_ 53— 4457 _ 0,543

q{o) —_— = -4
1,009 . 0,538;
£y ) g1 — @ 3 7
g = g0 4 % Ay _ o535 4 09380462
Ay,
x 3220 _ o538 1 0
e T T + 0,027 = 0,565;
Ui 0,565 - 0,435 0,22
’I ) » I3 0
q® = 0,538 + . = 0,538 4 0,027 = 0,565.

2 1,009
Desta forma, pode-se tomar
#=22+4055-02 =224 0,113 = 2,313.
mu?;uzéggl:ie l;t:p;l:tf;n vclelof;gmge. No caso geral, o polindémio de #-ésimo
mula de interpolagdo de Lagrange SRR il o vk s ke

_=x)(xr = x) .. (x — #n) (x — %) (¥ — %) ... (x — xn)

y
Ry G RT — b = ) b ) R ) v
X9 (x —x) (x — 2) ... (¥ —2e,y) (¥ — 2psd) .. (7 — %n)

(% — %) (% — xp) - (Fp — Zpy) (¥ — Xksy) - (% — %n) e+ .

(¥ — o) (¥ — %) oo (¥ — 2ny)
(¥n — %) (¥ — %)) ... (¥n — ¥n_y)
3128. Dada a tabela de valores de x e y:
P Ad i Bt e (O T I o LN
P SO YR BT OV R
Compor a tabela das diferengas finitas da fungido y.

3129. Formar a tabela das diferen a
gas da fungdo y = x® —
+ x t_d; para os valores_ QE e 1 T T 9,9 1 l.yCertJi:ficar?sfc-l'_
que31c:;0 ‘s [3:75 diferengas finitas de 32 ordem sdo iguais entre si i
. Utilizando a constancia das difer A :
mar a tabela das diferencas da fungdo y =e I:c%as—dﬁ):a :r;i:l;n_,i_fgi—

para os valores inteiros de i i
7y x compreendidos no intervalo 1< x<

3131. Dada a tabela:

Yn.

lg 1 = 0,000,
lg 2 = 0,301,
lg 3=10,477,
lg 4 = 0,602,
lg 5=0,699.

Calcular, através da i 2 i
Ve s da interpolagdo linear, os nimeros: lg 1,7; 1g2,5;

..i funcdo dada pela tabela
x

" fungio dada pela tabela
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3132. Dada a tabela:

sen 10° = 0,1736, sen 13° = 0,2250,
sen 11° = 0,1908, sen 14° = 0,2419,
sen 12° = 0,2079, sen 15° = 0,2588.

Completé-la, calculando pela férmula de Newton (para n = 2)

" os valores dos senos de meio grau.

3133. Formar o polindmio de interpolagdo de Newton para a

v 0 O O e Y
y|1|4315|40|35

3134*. Formar o polindmio de interpolagio de Newton para a

Stz A ke 1.8 1 10
v | 3 1 |27 |% |8
Achar y para x = 3.5 Para que x serd y = 20°?
3135. Uma fungdo é dada pela tabela
20 =il Bimd B Lol
y | 25| -8]| D =23
Formar o polindémio de interpolagdo de Lagrange € achar o valor

de y para x = 0.
3136. Determinam-se empiricamente as grandezas de alonga-

" mento de uma mola (¥ mm) em dependéncia da carga (P kgf) que

sobre ela atua:
e 10115120125\30135\40

P l 2 | 105 | 172 | 253 | 352 | 473 | 619 | 793
Achar a carga que produz um alongamento de 14 mm da mola.
3137. Dada a tabela das grandezas de x € ¥
S S R 8 G T
T B o) T o
Calcular o valor de y para x = 0,5e x=2:2) usando a interpolagdo
linear; b) pela férmula de Lagrange.

§ 3. Célculo das raizes reais das equagdes
e dos sistemas das equagdes

1°. Determinagio das aproximagdes iniciais das rafzes. A determinagio aproxi-

mada das raizes de uma equagio dada
fx) =0 (1

divide-se em duas etapas: 1) @ separagdo das raizes, isto é, a determinagdo dos inter-
valos, 0s mais estreitos possivel, entre os quais estd compreendida uma, € somente
uma, raiz da equagdo (1); 2) o cdlculo das raizes com grau de exatiddo prefixado.
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Se a fungdo f(x) é determinada e continua no segmento [a, b] e fla) - f(8) < 0,
neste segmento [a, b] havera pelo menos uma rafz E da equagdo (1). Esta raiz serj
indubitavelmente tinica se S(x) >0 ou f/(x) < 0 para a < ¥ < b,

Para achar aproximadamente a raiz E se recomenda construir o grifico da funcio
¥ = f(x) em papel milimetrado, As abscissas dos pontos de intersegiio do grifico com
© eixo OX serdio as rafzes da equagdo f(x) = 0. As vezes é mais cémodo substitu;r
esta equagdo por sua equivalente ?(#) = {(x). Entdo, as raizes da equacdo sdo acha-
das como abscissas dos pontos de intersecdo dos graficos y = ?(x) e ¥ = U(2).

2°. Regra das partes proporcionais (método das cordas). Se no segmento [a, )
Se encontra uma raiz £ da equagio f(x) = 0, onde a fungdo f(x) & continua neste seg-
mento [a, 8] e f(a) f(b) < 0, a0 substituir a curva y == f(x) pela corda que une os pon
tos (a; f(a)) e (b; f(b)), obtemos a primeira aproximagido da raiz

€l=d—-—-._...a___(b__a}. (2;1

S(&) — f(a)

Para obter a segunda aproximagdo ¢y, aplicamos a férmula (2) a um dos segmentos
[a. ¢] ou [¢;, 8] em cujos extremos a fungdo f(x) tem valores de sinais contrdrios. .
mesma forma se constroem as scguintes aproximagdes. A sucessio dos nimeros c,
% = 1,2, ..) converge A raiz E, isto &,

]Im C,' = E_
"= o0

O cdlculo das aproximagdes c,, ¢y, ... ,em geral, deve continuar até que cessem de va-
riar as cifras decimais que se conservam na resposta (em correspondéncia ao grau de
exatidio dadcl). Para as operagles intermedidrias deve-se tomar uma ou duas cifras
de reserva. Esta indicagfio tem cardter geral.

Se a fungdo f(x) tem uma derivada J'(#) continua e diferente de zero no segmento
[, b]. entdo, para achar o valor do erro absoluto da ralz aproximada ¢n, pode-se empre-
gar a férmula

| flcn) | s
o4

IE—cenl =
onde p = min | f*(x) |.
agi<a

3°. Método de Newton (método das tangentes). Se f* (*) % 0 e f”(x) # 0 para
asx < b, sendo f(a) f(b) < 0, fla) f“(a) > 0, as aproximagdes sucessivas Xy (n =
= 0, 1, 2, ...) da raiz £ de equaglio f (2) = 0, sad calculadas pelas f6rmulas.

Fo=a, xmeman,— L) oy, )
f'(-"n—l)
Quando sio vilidas estas suposigdes, a sucessiio g (n = 1,2,..). 6 monétona e

lim n, = E,
n-»oo

Para achar o valor dos erros pode-se usar a férmula

£ < |ff~‘u}| .
[

| #n —

onde ® = min If"(:) l .
aTIgh
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Na pritica é mais cdmodo o emprego de férmulas menos complexas
Xg =8, ¥p = Xp_; —af(xp_)(n =12, .., (3)

» que ddo, aproximadamente, a mesma exatidio que a férmula (3).

onde & = 7@
(@

Se f(b)f"’(¥) > 0, nas férmulas (3) e (3°) supSe-se x, = b. .
4°. Método de iteragio. Suponhamos que a equagio dada tenha-se reduzido A
E x* = (), (4)
* 1 é uma constante) para @ € ¥ < b. Pa.rtin::lcu' do valor inicial
3:d:,.lvpimn‘u;.t‘: a.o(’scgmenbo [a, b], formamos a sucess3o dos nimeros x,, x,, ...

segundo a lei:

x = @lxg), xp = @(xy). ... ¥n = @(¥p_y), ... (5)

Seas xa<b(n=12.) o limite

E = lim x,
L R #]

serd a unica rair da equagdo (4) no segmento [a, b], isto €, x, sdo as aproximagdes

. iz E. .
:\u:fl:)r?:ag:or:; eraro absoluto da enésima aproximac¢io de x, é dada pela férmula

x — %
1E = xn|< LEnei = Eal
1—vr,
Por isso, se xp e ¥py; coincidem com uma exatiddo de até g, o limite do erro absoluto
€

1 —r

Para transformar a equacgdo f(») = 0 na forma (4), substitue-se esta dltima pela
equagdo equivalente

de x, serd

x = x — Af(x),

d
onde o numero A 3 0 € escolhido de tal forma, que a fungdo o [ — Af(#x)] = 1 —

— Af’(#) seja pequena em valor absoluto num entorno do ponto x, (por ex., pode-se
1 — Af'(xg) = 0). .
BuporE):lel::plo 1. éwﬁzr a equagio 2x — Inx — 4 = 0 4 forma (4), se a aproxima-
¢do inicial da raiz x, = 2,5. :
Solug3o. Temos f(x) =2x —Ilnx — 4; f'(2) =2 — —. Escrevemos a equa-
L

x
i lores conve-
¢do equivalente ¥ = » — A(2x — ln_x —4) e ns qualidade de um iosz va 1res
nientes de A tomamos 0,5, nimero préximo a raiz da equagio 1 — [ -

=
re=2,5

= 0, isto é.—l =~ 06

A equm;io‘ inicial se reduz & forma
x=5—052x — Inx — 4)

1
=2 4+ —In ».
* 2

Exemplo 2. Calcular com precisdo de até 0,01 a raiz de § da equagdo preceden-
te, compreendida entre 2 e 3.
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Célculo da raiz
1, supondo x, =
reserva.

pelo método de iteragfio. Aproveitamos o resultado do exemplo
2,5. Fazemos os cilculos segundo as féormulas (3) com uma cifra de

g % 02,5~ 2,458,

Fiime 20y % In 2,458 & 2,450,

oy i % In 2,450 & 2,448,

=24 % In 2,448 = 2,448.

Isto €, E & 2,45 (o processo de aproximagGes ulteriores pode ser dado como terminado,
j4 que a terceira cifra decimal (os milésimos) fora fixada).
Avaliamos o erro. Neste caso,

1 1
(*) =2+ —Inzx e @'(a) = —.
? = ?'(#) 7

Considerando que todas as aproximagdes xp se encontram no segundo segmento [2, 4;
2, 6], obtemos:
1
& = mix ‘()| = —— = 0,21.
G e £y

Portanto, o limite do erro absoluto

da aproximagio x,, de acordo com a observagio
feita anteriormente, &

0,00
P ok = 0,0012 = 0,001.
1—0.21

Desta forma, a raiz exata £ da equagfio encontra-se entre os limites
2,447 < E < 2,449;

pode-se tomar £ & 2,45, e todas as cifras deste niimero aproximado serfo exatas em

sentido estrito.
Calculo da raiz pelo método de Newton. Temos

S =25 —tx—4, p=2-L, frn=lt.
r o

No segmento 2 < » < 3 temos: L(x) >0 e f(x) > 0; f(2)f(3) < 0; £(3) f43) > 0.
Portanto, as condigdes do ponto 3°, para g = 3, sdo validas.

Tomamos
il
o 2 g s
3

Fazemos os cdlculos pela férmula (3"), com duas cifras de reserva:
#=3—06(2-3—In 3 — 4) = 2,4592;

xy = 2,4592 — 0,6(2 - 2,4592 — In 2,4592 — 4) = 2,4481;

x3 = 2,4481 — 0,6(2 - 2,4481 — In 2,4481 — 4) = 2.4477;

g = 2,4477 — 0,6(2 - 2,4477 — In 2,4477 — 4) = 2,44675.

Nesta etapa suspendemos os cilculos, ja
fmais. Damos a resposta: a raiz £ — 2,45,
Omitimos a avaliagdo do erro.

que as cifras dos milésimos nio mudam
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siso calcular,
2 istema de duas equagdes. Vamos supor que € preciso
cmi:;ncgud;e:?:a;};io dado, as raizes reais de um sistema de duas equagbes com
duas incégnitas
{f(x. ¥ =0 ©
(x5 =0,
vam tem a aproximacgdo inicial de uma das solugdes (E,
e} dest.(;s s?;;;gatzmié ::I; (;'ue= e;:, emborag’ e p sdo diferencidveis em um certo entorno
n ., ¥ = X, .
, que contem o ponto (g, 7). | i
i p?i];t:. (:l;rg:)rdt?la;io inicial pode ser obtida, por ex., graficamente, Construlidg
(num mesmo sistema de coordenadas ca.rtﬁia.n_as) as curvas f(x, ¥) = 0 e @(x, ¥) =
e determinando as coordenadas dos pontos de intersegio destas curvas.
a) Método de Newton. Vamos supor que o determinante funcional
;e
o(x )

i inici = = Neste caso,
roximidades da aproximagdo inicial ¥ = x, ¥ = ¥,
nﬂ;?:) s:néat:;l: &?;Igw‘bon, a primeira aproximagio do resultado do s:stema.d(b') tenl:.laa_
Erma x = %y + o, ¥y = Yo + Bo onde &, € B, € a solugdo do sistema das duas eq
¢Oes lineares

S(#o, ¥o) + xofi (% %) + BoSfy %o Yo) = 0,
{‘P'(xu- ¥o) + 2@z(%o, ¥o) + BoPyl#o o) = 0.
Pelo mesmo método obtemos a segunda aproximagdo:
xg = & + o, ¥: = + B
onde «, B; € a solugdo do sistema de equagdes lineares
Sz ) + o fi(x ¥1) + Bufy(F. ¥1) = 0,
{‘P'(”le 1) + @hlx. ¥) + Bipyxn ¥1) = 0.

E assim obtém-se sucessivamente a terceira e demais aproximagdes.

iteragdo i des (6), pode-se empre-
. Para a resolugéio do sistema de equagdes (6),
gar :]mjgtﬁ?:: :“It:‘t;;a.gio. transformando este sistema na forma equivalente

{ = TFlx, ¥); ™
y=@(x ¥
e supondo que F e @ sdo diferenciaveis e

| Falx, 9) | 4+ | Osx. S v <l |Fy®nn|+|@=nN|<sr<l 8

em um determinado entorno bidimensional U da aproximagdo inicial (xg, ¥,), qQue
contém também a solugdo exata (&, m) do sistema.

ara a solugdo
cessdo aproximacdes (#n, ¥n) (B = 1, 2, ...) que converge p ;
do sigt:;a A g::so gue é o mesmo, para a solugdo do sistema (6), forma-se segundo
a lei:

x; = F(%o ¥)» Y1 = P(%0: Yo)
%y =F(xy 1), 2= Plxy Yo
x3 = Flxg, ¥, Y3 = P(xs ¥d),
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Para transformar o sistema de equagdes (6) na forma (7), _c:umprindo a condigdo
(8), pode-se recomendar o seguinte método. Examinamos o sistema de equagBes

{ aj(# ¥) + Po(x, ) =0,
Yf(x, ) + do(x, y) =0,
equivalente ao sistema (6) com a condigdo de queia., B| # 0. Tornamos a escre-
vé-lo na forma: Y, 8
x =z +af(x y) + Be(x ¥) = F(%, 3),
y=y+ vf(x 3) + d(%, ¥) = (», 3)-
Escolhemos os pardmetros «, B, vy, 8 de tal forma, que as derivadas parciais das fun-
¢bes F(x, y) e @(», y) sejam iguais ou préximas a zero na aproximagdo inicial, isto
¢, achamos «, B, vy, 8 como solugdes aproximadas do sistema de equagdes
1+ afz(% ¥o) + Bezl%e ) =0,
“—f;(*n' ¥o) + B‘P;("oﬂ Yo = 0,
Yfal%e Yo} + 39ilxo, 3,) =0,
1+ vfy(%0 ¥a) + B@y(%s %) = O-
Escolhendo desta forma os pardmetros a, f, v, 8 e partindo da suposi¢do de que
as derivadas parciais das fungdes f(¥, ¥) e @(#, y) variam nio muito rapidamente num

entorno da aproximagdo inicial (#, %,), a condigfo (8) se cumprira.
Exemplo 3. Reduzir o sistema de equacgdes

M+ —-1=0,
{ #—x2=0
4 forma (7), se a aproximacdo inicial da raiz € z, = 0,8; y, = 0,55.
Solugdo. Temos f(#, y) = 42+ »* — L, @(#, 3) = 2 — ¥;
fil%g o) = 1,6; fyl#e. 7o) = L1 o@zlx 20) = 1.92; (% 50) = — L.
Escrevemos o sistema, equivalente ao de partida,
{a’.(xs_l.yl_ 1) + B(#® — ) =0, (cz. B‘:,éo]
Y2+ — 1)+ 8 —9) =0 "\[y, 3

na forma
%= % +a(a + 97 — 1) + B(=* — ).
y=y+y(*+ 3 — 1)+ 3 — ).
Escolhemos em qualidade de valores numéricos convenientes de &, B, v, 8 a solugio
do sistema de equagdes
1+ 16+ 1,928 =0,
Lle — B =0,
16y + 1,928 =0,
1+ 1,1y —8=0,
isto é, supomos a=~ — 0,3, = —0,3, y= — 0,5, 8§ =04
Neste caso, o sistema de equagles
{ r=2—03(24 9= 1) — 0,3(2*—9y).
y=9—05+ 9 — 1) + 0,4(»* — ),

equivalente ao de partida, tem a forma (7) e num entorno suficientemente pequeno
do ponto (¥,; ¥,) serd valida a condigdo (8).
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Separar, pelo método de provas, as rafzes reais das seguintes

equacoOes e através da regra das partes proporcionais, calcul4-las
com aproximagdo de até 0,01.

3138. x* — x4+ 1 =0.
3140. x* — 45 — 1= 0.
Partindo das aproximagGes iniciais obtidas graficamente, cal-

cular pelo método de Newton, com precisio de até 0,01, as raizes
reais das equagdes:

3141. %3 —2x — 5 = 0.
3143. 2% — 4x.

3139. x* 4 0,5x — 1,55 = 0.

3142. 2x — In x — 4 = 0.
3144. Igx = 1.

x

Utilizando as aproximagdes iniciais, encontradas graficamente,
calcular pelo método de iteragdo, com precisdo de até 0,01, as rafzes
reais das equacdes:

3145. x®* — 5x + 0,1 = 0.

3147. 2° — x — 2 =0.

Achar graficamente as aproximagdes iniciais e calcular, com
precisdo de até 0,01, as raizes reais das seguintes equagdes e sistemas:

3148. 23 — 3x + 1 = 0. 3149. x® — 222 4 3x — 5 = 0.

3150. »* + x2 —2x —2=0 3151. x-Inx — 14 = 0,

3152, x® +3x —0,5=0. 3153. 4x — Tsenx = 0.

3154. ¥ +2x — 6 = 0. 3155. &% + 7% — 4 = 0.

2 i o 2 PO A
T et et R gy Wl % o e G
22— y=0. y—lgzx—1=0,

3158. Calcular com precisio de até 0,001 a raiz positiva minima

da equagio tg x = x.

3159. Calcular com precisio de até 0,0001 a raiz da equagdo
% st hrgi=—1,

3146. 4x = cos «x.

“§4. Integragdo numérica das fungdes

1°. Férmula dos trapézios. Para calcular aproximadamente a integral
b
S Sx) dx
a
if(x) € uma fungdo continua em [a, b]), divide-se o segmento de integragdo [a, b] em

gt i 2 b —
#n partes iguais e escolhe-se o intervalo de cdlculo h =

n.
¥ = %+ ih(xy=a, 2 =0, 1=0,1,2, .., %) sio as abscissas dos pontos de divi-

. Vamos supor aque

25—35
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sdo e que y; = f(#) sdo os valores correspondentes da fungdo subintegral y — f(),
Entdo, pela férmula dos trapézios, temos R

5 ;
Sf(x)dx%h[}—"?}-’: +J"1+..’P'z+ +J’ug1] (n
a

com um erro absoluto de
B2
Ry — (b — a)- M,
n 2 2

onde M, = max | f/(#) | quando a<x<b.
Para conseguir a exatiddo dada e, ao calcular a integral, determina-se o intervalo
do calculo h, partindo-se da desigualdade

12¢

e Sl 2O ATy
(b — a) M,

(2)

isto €, h deve ser da ordem V'::. O valor de & asim obtido € arredondado para o lado
menor, de forma que

seja um nimero inteiro que nos dé o numero de divisdes n. Depois de determinar £
e n pela férmula (1), calcula-se a integral, tomando os valores da fung¢do subintegral
com uma ou duas cifras decimais de reserva.

2°, Férmula de Simpson (férmula parabdlica). Se » é um numero par, entio
nas anotagdes 1° é valida a férmula de Simpson:

b
h :
S flx)dx = ; (o +90) + 40+ 93+ . +9a) + 20+ 3 + - + ¥a-2)] (3

com um erro absoluto de
4

180

Rp< (b —a)M,, (4
onde M, = mdx ij(z)| quando asx<b.
Para assegurar a exatidio dada g, ao calcular a integral, o intervalo de calculo
h & determinado partindo-se da desigualdade
x|

o (b —a)M,<e, (3)

isto €, o intervalo k terd a ordem V: O nimero k é arrendondado para o 1ado menor

de forma que #n = seja um numero inteiro par,

Observagdo. Como ndo € facil a determinagio do intervalo de cdlculo A e do nu-
mero n a ele relacionado, por meio das desigualdades (2) e (5), na pratica, em geral,
h é determinado aproximadamente. Depois de obtido o resultado, duplica-se o ni-
mero #, isto €, divide-se por dois o intervalo k. Se o novo resultado coincide com ©
anterior, dentro das cifras decimais mantidas, entdo o cdlculo termina. Em caso con-
trario, repete-se o método e assim sucessivamente.
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Para calcular aproximadamente o erro absoluto R da férmula da quadratura de

simpson (3), pode-se empregar também o principio de Runge, segundo o qual
p I B=F| )
15
onde X e & sdo os resultados obtidos nos cilculos pela férmula (3), para os intervalo
h e H = 2h, respectivamente.
3160. Sob a agdo de uma forca varidvel F, dirigida ao longo do

eixo OX, um ponto material se desloca por este eixo desde a

osicdo x = 0 até a posicdo x = 4. Calcular, aproximadamente, o
trabalho A da forca F, se ¢ dada a tabela dos valores de seu
moédulo F:

% |00 |05 [ 1,0 | 15 | 20 [ 2,5 [ 3,0 |35 | 40
F | 1,50 0,75| 0,50 | 0,75| 1,50| 2,75| 4,50| 6,75 | 10,00

Efetuar os célculos pela férmula dos trapézios e pela de Simpson
1

3161. Calcular aproximadamente S (3242 — 4x)dx pela férmula dos

0
trapézios, tomando-se # = 10. Calcular esta integral com exatidao e
achar os erros absoluto e relativo do resultado. Determinar o limite
superior de A do erro absoluto do célculo efetuado para n = 10
aplicando a férmula do erro que se dd no texto.
1
3162. CalcularS '%?—1’ pela férmula de Simpson, com exatidio
g
0
de até 1074, tomando-se # = 10. Determinar o limite superior de
A do erro absoluto, aplicando a férmula do erro dada no texto.
Calcular com precisdo de até 0,01 as seguintes integrais definidas:

1 1 1
3163.S s 3164. S AN E S ...
ui+x Dl-i—x‘ ul-l-x“
2 2 2
3166. S xlg xdx. 3167 S‘g—”dx 3168. S sl 5
x x
1 1 0
™ 2 ;
3169. S - a0 3170. S oot PR 1 S ‘;"” dx.
x
0 1 g o s
1
3172. S g—wdx.
0

25+
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3173. Calcular com precisio de até 0,01 a integral imprépria

oo
S - ixx“’ usando a substitui¢do x = —: . Verificar o calculo, aplicando
1

b

a férmula de Simpson para a integral S—l—j—f?, onde b é escolhido de

+oo

forma que S LIRS T )

1 4 2% 7.

b
3174. A figura plana limitada por uma semionda da sinuséide
y = sen x¥ e o eixo OX gira em torno deste eixo. Calcular pela for-
mula de Simpson, com precisio de até 0,01, o volume do corpo de
revolugio que se forma.

3175*. Calcular pela férmula de Simpson, com precisio de até
yl

W= 1 situada no

0,01, o comprimento do arco da elipse f; L

primeiro quadrante coordenado.

§5. Integracdo numérica de equagdes diferenciais ordinarias

1°, Método das aproximacgdes sucessivas (método de Picard). Vamos supor que
¢ dada a equagdo diferencial de 1* ordem

y' =flx ) (n

com a condi¢gdo inicial ¥ = ¥, quando x = x,.
A solugdo y(x) da equagdo (1) que satisfaz a condigdo inicial dada, pode ser expres-
sa, no geral, na forma

y(#) = lim y,(x), (2)
1= 00
onde as aproximagdes sucessivas de y;(x) sdo determinadas pelas férmulas
¥ol#) = .

x
Yi(#) = ¥ + S [ ¥4 (x) dx
xy
=0, 1, 2,108
Se o segundo membro f(x, ¥) € uma fungio determinada e continua no entorno
R{|lx — xpl<a, |y — 3l<b}
e satisfaz neste entorno a condigdo de Lipschitz
1f(# ) — f(# v |SL|y, — 3.l

(L é uma constante), o processo das aproximagdes sucessivas (2) é certo que conver-
gerd no intervalo | x — x|=<h;
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k.= min (a, i)
: R M

M = max| f(x, ¥)].
R

onde

Com isto, o erro
|2 — %™

Ry = |y(x) — ynlx) | < ML AT

somente se
| — x5l <h.

O método das aproximagdes sucessivas (méfodo de Picard), pode ser também
aplicado, com pequenas modificagdes, aos sistemas normais de equagdes diferenciais.
Quanto As equagdes diferenciais de ordens superiores, estas podem ser escritas em for-
ma de sistemas de equagdes diferenciais.

2°, Método de Runge-Kutta. Vamos supor que no segmento dado sp<a<X
seja mecessario achar a solugdo y(x) do problema (1) com uma precisdo dada e.

Para tantc, inicialmente, escolhemos h = 2 "% intervalo de cdleulo), divi-
n

dindo o segmento [#, X] em #» partes iguais, de forma que ht < e. Os pontos de
divisio #; sdo determinados pela {érmula

zp=x,+th (=012 ..,%).

Os valores correspondentes de y; = ¥(#;) da fungio procurada, segundo o método de
Runge-Kufta, sio calculados sucessivamente pelas férmulas

Yisp = ¥ + Aye
1 i i i
Byy = — (0 + 2687 + 2 + WD),

onde

#P = fxe v b

(i)
i h k
ké"=1[x;+?, Wi ]b.

()
i h p3
k’=f(x¢+7,y;+ ;]k, 3
B = fla 4+ b v+ A A

O método de Runge-Kutta tem uma ordem de exatiddo de k% Podemos obter
uma avaliagio aproximada do erro do método de Runge-Kutta no segmento dado
[#4 X1, partindo do principio de Runge:

ol iJ’zm—‘;m1
B 15 .

onde n = 2m, Y;n € Vi, sdo os resultados dos cdlculos efetuados pelo esquema (3)
com intervalos k e 2h.
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O método de Runge-Kutta pode ser também empregado para resolver sistemag
de equagdes diferenciais

y=flx.y.2, 2F=q¢xy2 4)

com condigdes iniciais dadas: y = y,, ¢ = z,, quando x = x,.

3°. Método de Milne. Para a resolugdio do problema (1) pelo método de Milne
partindo dos dados iniciais y = y, para ¥ = 1,, achamos por um procedimento quai:
quer os valores sucessivos

V=), ya=¥(x) ¥ = y(xy)
da fungdo procurada y(x) (por ex., pode-se empregar o desenvolvimento da solugdo

¥(#) em série (cap. IX, §16) ou achar estes valores pelo método das aproximagdes

sucessivas, ou empregando o de Runge-Kutta, etc). As aproximagdes yg e y,(i — 4,
3, ..., n) sdo encontradas sucessivamente pelas férmulas:

i = Yeg + ‘-: S A g I

= ’ h
Yi= Yi-a + 3 (e + 4fi-1 + fiza) I

onde
Jo=Mx 3) e fi = (%0, 7).
Para controle, calculamos a grandeza

o= 15—l 0
29

Se g ndo € superior a uma unidade da ultima ordem decimal 10~™ quc se conser-
va na resposta para y(x), na qualidade de y; tomamos ¥; e passamos a calcular o va-
lor seguinte y,;,,. repetindo, para tanto, o processo indicado. Se, ao contririo, g >
> 10-™, € necessdrio comegar de novo, diminuindo o intervalo de cilculo. A grandeza
do intervalo inicial é determinada aproximadamente da desigualdade A% < 10-™.

Para o caso de solugdo do sistema (4), as formulas de Milne sdo escritas em sepa-
rado para as fun¢des y(x) e z(x). Mantém-se-a mesma ordem de calculo.

Exemplo 1. Dada a equagdo diferencial y° = y — x, com a condigdo inicial y(0) =
= 1,5. Calcular com precisdo de até 0,01 o valor da solugdo desta equagdo para o va-
lor do argumento ¥ = 1,5. Fazer os célculos combinando os métodos de Runge-Kutta
e Milne. - '

Solugdo. Escolhemos o intervalo inicial do célculo %, partindo da condigdo de que
M < 0,01. Para evitar uma anotagdo complexa de h, tomamos k = 0,25. Neste caso,
todo o intervalo de integragdo, desde x=0 até x = 1,5, se divide em seis partes iguais
de 0,25 de comprimento, por meio dos pontos x; (i =0, 1, 2, 3, 4, 5, 6); os valores
correspondentes da solugdo de ¥ e da derivada y’ sdo designados por y; ¢ ¥;.

Os trés primeiros valores de y (excluindo o inicial) sdo calculados pelo método
de Runge-Kutta (pela®f6rmula (3)); os outros trés valores; y,, ¥s € ¥, pelo método de
Milne (pela férmula (3)).

O valor y, serd, evidentemente, a resposta do problema.

Efetuamos o cilculo com duas cifras de reserva por um esquema determinado
que compreende duas tabelas, 1 e 2. No final da tabela 2 obtemos a resposta.

Célculo do valor de y,. Temos
fz.9)=—x+4y x=0 y,=15 k=025
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- 1
iay, —— @8 + 228 + 28 4 2" =

= 4 (0,3750 + 2 - 0,3906 + 2 -0,3926 + 0,4106) = 0,3920;
6

&% = flzg y0) 5 = (—0 + 1,5000)0,25 = 0,3750;

] 0)
A0 — f(,..;. % Yo+ _"-iz_] h = (—0,125 4 1,5000 + 0,1875) 0,25 = 0,3906;

N k k{o‘j

_;_,g" =flnt 5 %t —?2—] h = (— 0,125 + 1,5000 4 0,1953) 0,25 = 0,3926;

A = flao + By + A h = (—0,25 + 1,5000 + 0,3926) 0,25 = 0,4106;

gy = ¥+ By = 1,5000 + 0,3920 = 1,8920 (as primeiras trés cifras deste nimero

~ aproximado sdo garantidas).
" Da mesma forma sio calculados os valores de ¥, e ¥,. Os resultados sdo apresen-

- tados na tabela 1,
Tabela 1. Célculo de y,, y, € ¥, pelo método de Runge-Kutta.

flx.y)=—x4+y; B=025
4 ! (s .. yit
TT 5+ ¥
Valer e 2 M
de 7 ¥i ¥i =iz ¥1) afh o) g
: L
0 0 1.5000 1,5000 0.3750 1.5625 0,3906
1 0,25 1,8920 1,6420 0,4105 1,7223 0,4306
2 0,50 2,3243 1,8243 0,4561 1,9273 0,4818
3 0,75 2,8084 2,0584 0,5146 2,1907 0,5477
A
Flize -+
Valer 2
> A ) KD | faerh, yeta)] Ay Vit
3
Mt 5
0 1,5703 0,3926 1,6426 0,4106 0,3920 1,8920
1 1,7323 0,4331 1,8251 0,4562 0,4323 2,3243
2 1,9402 0,4850 2,0593 0.5148 0.4841 2,8084
3 2,2073 0,5518 2,3602 0,5900 0,5506 3,3590
Cilculo do valor de y,. Temos f(3,%) = — s+ ¥ h=025 zx=1;

Yo = 1,5000, y, = 18920, y, = 2,3243, y, = 2.8084,
yo = 1,5000, y;= 1,6420, y; = 18243, yj = 2,0584.

Aplicando a férmula (5), achamos:
-2 4h . : ’
R Bt Rk e e

*—'2—’33 (2+1,6420 — 1,8243 + 2-2,0584) = 3,3588;

= 1.5000 4+
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Ja=/flxy Fu) = — 1 + 3,3588 = 2,3588;

= e 4 i

Yo =24 -;[9., + 4y3+ y3) =

S L e 0’:5 (2,3588 + 4 -2,0584 + 1,8243) = 3,3590;
_18.—=3 _ |3.3588 3350 00002 _ . 1 _
N 200 ot 30 ey S < - 0,001;

portanto, nio é neccessdrio revisar o intervalo de cilculo,

Obtemos y, = y, = 3,3590 (as primeiras trés cifras desta aproximagdo sio ga-
rantidas).

Analogamente, efetuamos o cdlculo dos valores de y5 e ¥, Os resultados si,
incluidos na tabela 2.

Assim, finalmente, temos:
¥(1,5) = 4,74.

4°. Método de Adams. Para a resolugiio do problema (1) pelo método de Adams,
partindo de dados iniciais y(x,) = y,. achamos por um procedimento qualguer os se-
guintes trés valores da fungio procurada y(x):

N=2x) =¥(x+ ), 3= (%) = y(x, + 2h), y3 = y(xs) = y(x, + 3k

(estes trés valores podem ser obtidos, por ex., por meio do desenvolvimento de y( 1)
em série de poténcias (cap. IX, § 16), ou achando-os pelo método dasaproximagdes
sucessivas (ponto 1°) ou empregando o método de Runge-Kutta (ponto 2°%), etc).

Através dos nimeros %y, #;, &3, ¥5 € ¥, ¥;. ¥p ¥a calculamos as grandezas g,
91, 93 45, Onde

Go = hys = hf(x,. 35), g, = hy] = M(x, )
9 = hyy = M(xy ). g3 = hys = hf(x5. ¥3).
Compomos, a seguir, a fabela horizontal das diferengas finitas da grandeza g

I ) (Pewomn 07 O (1R B nu el s i (ol
*o Yo Ay, S(%o. ¥4) 90 Ag, Ag, Agy

* b4 AJ":._ Slx. 1) @ Ag, Ag, Aqy

3 bt ‘dyl, | S(x2. y3) qa Ag, Agy A%y

*3 Ya aJ’: Sflxs. 33 9a A_?_a_ A?g,

Xa Y Ay, S(xs: 24 Lt Ag, =
% | s Ays | S(xs. ) | 45
s Ya |

O método de Adams ccnsiste em continuar & tabela horizontal de diferencas,
através da férmula de Adams

1 5 f ] :
Ay, = — Ayn_ — A, — A%gn,_ .. 7)
Yn 9n+2 9n1+12 Qn:+8 In—3a (

Tabela 2. Célculo de y,, ¥, ¥ pelo método de Milne. f(r, ) = — % + 3

(Os dados iniciais sio em cursivo)

5
e
882" b Fh &
‘8 v = l:_g
o
w w o
°
g 48 | 45 | 23§
Eﬁ* k
=
£ -3 o
X = Ly =
= e~ ) «
I Il
» ~
2|8 | EBlE
= o ! 5
S 7 v |
i,
w & i
& 5 =118
o — o [] - g‘
c = > S cifu i
] o
U { i -1
— = = e
=1
—— a 2] =
- U o e
na = P - -
~ ~ o~
& =——| 2 o =
- “wsy - -
A — = Ll ~ N
“'* = o3 o~ L)
= = —
o ~ o
3 2 g
2 = ] \ s
(R =) L) -
=
e
f b ] o
" § ' L] 0
= o %, S
[ ] :} — — o3 -
= ——
-
15|38 ==
& [ 2 e B
- -~ ~ ™~
A Pl 8 R g Q bl
L] [ ™ 3 > ‘ — -
(<) ) < i
<
k. o - ~ = - L) A
L
>




394 CAPITULO X. CALCULOS APROXIMADOS

Assim, utilizando os nfimeros ¢;, Ag, A%, Adg, situados diagonalmente na
tabela de diferengas, através da férmula (7) e nela fazendo = = 3,

{:3.1(111]311}05

1 5 3
Ny, = g5 + _2.. Ag, + l_zAﬁql P = Alg,. Achando o valor Ay, caleulamos Py ==

— ¥3 + Ay, Conhecendo 7, e y, calculamos g, = hf(#,, y,), incluimos y,, Ay, e
f, na tabela diferencas e a completamos depois com as diferengas finitas Ag,, Aiq
A*g,, situadas junto com g, em uma nova diagonal paralela & anterior. 2
Depois, empregando os nimeros desta nova diagonal, através da férmula (7
e nela fazendo n = 4, caleulamos Ay,, y5 e g5 e obtemos a diagonal seguinte: g., Ag
A?g,, Adg,. Com a ajuda desta diagonal calculamos o valor de y, da solucio y(x) i)mm::
rada e assim sucessivamente.
Para calcular Ay, a férmula de Adams (7) parte de suposi¢do de que as teréeiras
liferencas finitas A3 sdo constantes. Em correspondéncia, a grandeza % do intervalo
nicial do cdlculo € determinada da desigualdade A% < 10™ (se deseja-se obter o valor
He y(x) com precisio de até 10 ).
Neste sentido, a férmula de Adams (7) € equivalente 4s férmulas de Milne (5)
¢ de Runge-Kutta (3).

A avaliagdo do erro para o método de Adams € complexa e praticamente intitil
a que, em geral, fornece resultados exagerados. Na pratica, segue-se a marcha das
terceiras diferencas finitas, escolhendo o intervalo ktdo pequeno que as diferencas
pizinhas A3; e A3 ; se ressaltam entre si como méaximo em uma ou duas unidades
He ordem dada(sem contar as cifras de reserva).
Para elevar a precisdo do resultado, a férmula de Adams pode ser completada
tom termos que contenham as diferengas quartas e maiores que a grandeza g. Ao
fazer isto, cresce o nimero dos primeiros valores da fun¢do ¥ que se necessitam para
tomecar a preencher a tabela. Ndo iremos expor aqui as férmulas de Adams para
se obter precisdes elevadas.
Exemplo 2. Calcular pelo método combinado de Runge-Kuta e Adams, para
* = 1,5 e com precis@io de até 0,01, o valor da solugio da equagdo diferencial y* =
— ¥ — #x, com a condigdo inicial de que y(0) = 1,5 (ver 0 ex. 1).
Solucao. Empregamos os valores de ¥;, ¥, ¥, obtidos ao resolver o problema 1.
Seu calculo é dado na tabela 1.
Os valores seguintes de y,, ¥s, ¥; sdo calculados pelo método de Adams (ver as
tabelas 3 e 4).

[Tabela 3. Tabela principal para o cilculo de y,, ¥, e ¥, pelo método de Adams.
fle, )= — 2+ y; k=025
(Os dados iniciais sdo dados em cursivo)

Valo- ! » -

Prg % yi Ay | vi=f(x, i) qi=yih Agq Algg Agy
0o |o 1,5000 Y[l 7.5000 | 0,3750 | 0,0355 | 0,0101 0,0029
1 025 | 18920 1,6420 | 04105 | 0,0456 | 00129 | 0,0037
2 | 050 | 23243 1,248 | 0,4561 | 0,0585 | 0,0166 | 00047
3 | 075 | 28084 |0,5504| 2,0584 0,5146 | 0,0751 | 00213 |
4 | 100 | 33588 10,6356 | 2,3588 | 2,3588 | 0,5807 | 0,0964 |
5 | 1,25 | 3,9944 |0,7450| 2,7444 | 06861 1
6 | 150 ] 4,7394 |

Resposta: 4,74

§5. INTEGRAGAO NUMERICA DE EQUACOES DIFERENCIAIS 395

Tabela 4. Tabela auxiliar para cilculo pelo método de Adams.

. 1 5 3
Ay; = ¢ + 5 Agy, + 7 Algy_q +E Agy 4

5
v“!": de q ‘ -;- Agia 13 AMi-a % Adge_, Ay
1
8 0,5146 0,0293 0,0054 0,0011 0,5504
sy
4 0,5897 0,0376 0,0069 0,0014 0,636
5 | 0,6861 0,0482 0,0089 0,0018 0,7450

O valor y; = 4,74 serd a resposta do problema.
Nos casogﬂde resolugio do sistema (4), a férmula de Adams (7) e 0 esqucma_de
calculo exposto na tabela 3 sdo utilizados em separado para cada uma das fungdes

y(x) e z(x)-

Achar trés aproximagdes sucessivas das solugGes das equagoes
diferenciais e dos sistemas seguintes:

3176. y' = x2 + y%; y(0) = 0.

3177. ¥ + x+y+ 2 2 =y — z; y(0) =1, 2(0) = — 2.

3178. v = — y; »(0) =0, y'(0) = 1.

Calcular aproximadamente pelo método de Runge-Kutta, supondo
que o intervalo % = 0,2, as solugdes das seguintes equagoes diferen-
ciais e sistemas, para os intervalos indicados:

3179. v = y — x; y(0) = 1,5 (0<x<1).

3180. y' = X — y2; y(1) =1 (1<x<2).

x

3181. ¥ =z + 1, ¥ =y—ux; y0) =1 20 =1 (0§xé1).

Empregando o método combinado de 'Runge-Kutta e Milne ou
de Runge-Kutta e Adams calcular, com precisao de até 0,01 os
valores das solugbes das equagdes diferenciais e sistemas dados a
seguir, para os valores do argumento indicados:

3182. y = x+ y; y =1 quando x = 0. Calcular y quando
=05,

3183. ' = 22+ y; y =1 quando x =0. Calcular y quando
x = 1.

3184. y' =2y — 3; y = 1 quando x = 0. Calcular y quando
ey ) et

Yy =—2x4 2y + 2,
i Z2=x+2y+3z; y=2, z= — 2 quando x = 0.
Calcular y e z quando x = 0,5.

Yy =—3y—z
3186'{z’=y——z;y=2, z = — 1 quando x = 0.
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Calcular y e z quando x = 0,5.

3187. ¥ ' =2 —y; y=2, ¥ = — 1 quando x = 0.
Calcular y quando x = 1.

3188. »*y'' +1=0; y=1, ¥ =0 quando x = 1.
Calcular ¥ quando x = 1,5.

3189. %-}—fcosu =0; =0, 2" =1 quando {=0.
Achar (xm) e &'(m).

§ 6. Calculo aproximado dos coeficientes de Fourier

Esquema de 12 ordenadas. Sejam yg = f(xg)(n = 0, 1, ... ,12) os valores da fun-
¢do ¥ = f(¥) nos pontos equidistantes ¥, = T do segmento [0, 2x] e ¥, = y,,
z 5

Compomos as tabelas:

Yo Y1 Y3y Ya Va Vs Ve
Y11 Yo Yo Vs V2

Somas (Z) g Wy Uy Uy Wy Ug T
Diferengas (A) v, U Uy U U
Wp th Sg Sy st e ik
Ug Us Uy Vg Uy
Somas 5y (5165 Sy Somas G; Gy Og
Diferencas | #, # &, Diferengas | T; Ty

Os coeficientes de Fourier a,, by (m =0, 1, 2, 3) da fungd =
achados aproximadamente pe!asnfér'r‘m(ﬂ.as: R R gRA ), podem ter
ba, = So + 51 + S5 + Sa, 6b; = 0,30, + 0,866 o, + a3,
6a, = t, + 0,866 ¢, + 0,5 t,, 6by = 0,866 (7, + 7,).
6ay, = 59 — 53 + 0,3(s; — s4), 6by = o, — 0Oy, (1)
Gay = 1y — 15,
V3 ks 1 1
onde 0,866 = — & 1 — — — —*
g B T

Temos:

3
a
S®) & 2 4 37 (an cos nx + by sen n3).
2 #i=1
Empregam-se també m outros esquemas. Para facilitar o cdlculo usam-se modelos

Exemplo. Achar o polinémio de Fourier 1 =
Pl ol po para a fungdo y = f(») (0<»<2m),

Yo

Y1

Ya

Vs

Ya ¥s Ve

Ys

Yo

Yo

Yu

38

38

12

14 4 — 18

—23

—27

—24

32
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Solug@o. Compomos as tabelas

38 38 12 4 14 4 =18
32 8 —24 —27 -23

wl|38 70 20 —20 —13 —19 —18

v 6 4 28 41 27
38 70 20 —20 o (7] 4 28

“l —18 . —19 —13 27 41

s 20 31 7 =20 o 33 45 28

t 56 89 33 L =21 —37
Pelas féormulas (1) temos:
w—9.7; a, — 24,9 a; = 10,3 a, = 3,8;
b, = 139; by=—84; by=08.

Portanto,
(x) =~ 4,8 + (24.9cos » + 13,9 sen #) + (10,3 cos 2» — 8,4 sen 2%) +
+ (3,8 cos 3x + 0,8 sen 37).

Empregando o esquema de 12 ordenadas, achar os polinémios
de Fourier para as seguintes fungdes dadas no segmento [0, 2x] pelas
tabelas de seus valores, correspondentes aos valores equidistantes

do argumento (Y, = ¥12):

3190. y, = — 7200 y; = 4300 yg = — 7400 y, = 7600
y,=—300 y,=0 ¥ = — 2250 y;p = 4300
Yy = 7000 ys = — 5200 yg = 3850 ¥yp = 250

3191. y, =0 yg=9,72 4= 1,42 Yy = 3,60
3, = 6,68 ¥, = 8,97 ¥, = 6,81 Vo — 4,88
Js = 9,68  y; =818 3, =622 Vi = 3,67

3192 y, = 2,714 y3=1273 5 =0370  y, = —0,357
Y, = 3042 y,=0788 7y, =0540  y,=— 0,437
Yy = 2,134 y5=0,495 s = 0,191 Y11 = 0,767

3193. Calcular os primeiros coeficientes de Fourier pelo esquema
de 12 ordenadas para as seguintes fungdes:

a) f(x) = _2:_9 (x® — 3ma? + 2n%2) (0 <x<2m),

b) f(x)=1—:; (x — m)? (0 <x <2m).




RESPOSTAS

Capitulo I
1. Solugdo. Como a = (@ — b) + b, entdo |a| < |a — b| + |b]. Donde |a — b | =
2|a[—‘|b[ e |la—b|=|b—a|=|b|—|a| Portanto, [a—b|=|a|— |b]|.
Além disso, |a — b| =|a+ (=b)| < |a|+|—=b]| =]a|+|b]|. 3.2a) =2 < v < 4;
) ¥< =3 x>1; 0 —1<5<0;d) 5>0 4.-24; —6:0:0; ;6. 5. 1;
1:; V14 22|22 VT + 2% VT + 2% 6. m:; =: 0; 7. f{x)=~£x+-l—-

2 3 3

S.f{x)zgx‘z——-]gax—!-i_ 9. 0,4. 10.%(:&4—[:!). 1 ey S e 4 oo
b) —w<x<+ o0 12 (—o0, —2), (—2,2), (2. +00). 13.3) —0o < ¥ < —
— V2, ¥2<x<+00; b) =0, |2]|= V2. 14. — 1 < » < 2. Solugdo. Deve
ser 24 x— 2220, ou 22 — x — 2 <0, isto é (¥ + 1) (¥ — 2) < 0. Donde, ou
2+ 120, x—-2<0, isto é, —1<axr=<2; ou »+1<0, x—2=0, istc; é
< — 1, x =22, ogque nio € possivel. Assim, — 1< » << 2. 15.—2<x<l)j
16 - o <ar< — 1,021 17. —2<x<2 18. —l<ax< 1 2 < x< +oo.

1
19. —— <2< 20. 1<2<100. 2. kr < # < ke 4 = (k=0, 41, +2, ..)
3 2 ] : i
22. o(x) = 2x% — 5x* — 10, Y(#) = — FPx 4+ 62 23. a) Par; b) impar; c) par;
d) impar; e) impar. 24. Indicag¢do. Emprega-se a identidade f(») = bt [f(#) + f(—2)] +
2
1
- Z[f(x) — f(—=x)]. 26. a) Periédica, T = E m; b) periédica, T = .2_1': ; c) perio-
3 A
dica, T = m; d) periodica, ¢ = w; e) aperiédica. 27. y = i z,se0 x<c; y=0,
c

b 1 be
se ¢ =a; S=— ;5 = L
=r=19a' S m 22, e 0 s <¢; S bx -E—-,sec{xsa.zs.m=g,x
quando O < v < lj; m = q;l; + go(# — ) quando §; < x < ! ;

H 1 1+f,,M-=qf+qf +
+gslxr —h —L)quando , + h<ax< L+ L+ =1 29.@({4';[,7}):2’;;14;{?(;)2}':

= 243 30. 2 31. (7 + 2)% 37.—12"'-; 0; ;.38.a}y=0quand0x=— 1, y>0
quando ¥ > — 1, y < 0Oquando ¥ < — 1;b) y=0quando ¥y = —lex =2,y >0
quando — l < 2 <2, y<Ogquando —wo <s< —le2<x< +o00; ¢) y>0
lquando — o0 < ¥ < + 00; d) ¥y =0 quando # =0, ¥ = — }"Eex:l@.y}ﬂ

quando — 3 <x <0 e V3 <% <+ o, y <0 quando litoec w3 e
ﬂ<x<v3;ejy=0quandox=1,y>0qnando—oo<x<—le | ey,
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< + o0, ¥ <0 quando 0<x<2 1. 39. a) x=-;—(y—3)(—-oo-cy{+ao);

h]x=]’y+lex=JVy+1(—lsy<+oo):c)x=71—y3(-oo<yc+oo};
d) =2 10”(—w<yq+oo);c]x:;tgy(—g-cy{%]. 40. =y

guando — 00 < ¥ < 0; x= V¥ quando 0 < y < + 0. 4l.a) y = w°, u =27 —35;

b) ¥y = 2%, u = cos %, c) y=Ilgu u=1tge, v= -;-', d) ¥y = arcsen u, u = 3".

= i) a) 'y = sen® x;b)y:arctg]f'fg_x; c)y=ﬂx’-— ) se 'x|i=le
y=0,8|x|>1 43.2) y= —cos 22 Y < |#| < V2r; b) y =1g (10 — 10%),

T Tl b c)y=%quandov—oo<:x<ﬂ e y=x quando 0 < » < + co.

47. Indicagdo. Ver o apéndice VI, fig. 1. 51. Indicagio. Completando quadrados no
trinémio de segundo grau, teremos ¥ = ¥, + a(x — xz,)% onde ;= — bf2a e
9, = (4ac — b%/4a. Donde o grafico procurado € a parabola y = ax®, deslocada ao
Jongo do eixo OX na grandeza x, e ao longo do eixo OY na grandeza y,. 53. Indicagdo.
Ver o apéndice VI, fig. 2. 58. Indicagdo. Ver o apéndice VI, fig. 3. 61. Indicagdo.

Este grafico € a hipérbole ¥y = b , deslocada ao longo do eixo OX na grandeza x, e a0
x

longo do eixo OY na grandeza ¥, 62. Indicagdo. Separando a parte inteira, teremos

P= % —_ EX[:: 4 %] (comparar com n° 61). 65. Indicagdo. Ver o apéndice VI,
fig. 4. 67. Indicagdo. Ver o apéndice VI, fig. 5. 71. Indicagdo. Ver o apéndice VI,
fig. 6. 72. Indicagdo. Ver o apéndice VI, fig. 7. 73. Indicagdo. Ver o apéndice VI,
fig. 8. 75. Indicagdo. Ver o apéndice VI, fig. 19. 78. Indicagdo. Ver o apéndice VI
fig. 23. 80. Indicagdo. Ver o apéndice VI, fig. 9. 81. Indicagio. Ver o apéndice VI,
fig. 9. 82. Indicagdo. Ver o apéndice VI, fig. 10. 83. Ver o apéndice VI, fig. 10,
84. Indicagfo. Ver o apéndice VI, fig. 11. 85. Indicagdo. Ver o apéndice VI, fig. 11.
87. Indicagdo. O periodo da fungdo T = 2m/n. 89. Indicagio. O grafico procurado
é a sinuséide y = 5 sen 2x, com amplitude 5 e periodo T, deslocada para a direita ao

longo do eixo OX na grandeza 1—;- . 90. Indicagdo. Supondo @ = Acosg e b =

AP b
— — A seng, teremos y = A sen (¥ — ¢), onde 4 —Va® + b® eq = Arcig [——] :
a

Em nosso caso 4 = 10, p = 0,927. 92. Indicagdo. cos® ¥ = L (14cos2#). 93. Indi-
2

cagdo. O grafico procurado € a soma dos grificos y; = ¥ ¢ y, = sen #. 94. Indicagdo. O
grafico procurado € o produto dos graficos y, = x e y, = sen x. 99. Indicagio. A fungio €
par. Para ¥ >0, determinamos os pontos para os quais 1) y = 0,2) y=1e3) y=—1L
Quando ¥ — + oo ¥ — 1. 101. Indicagdo. Ver o apéndice VI, fig. 14. 102. Indicagdo.
Ver o apéndice VI, fig. 15. 103. Indicagdo. Ver o apéndice VI, fig. 17. 104. Indicagdo.
Ver o apéndice VI, fig. 17. 105. Indicagdo. Ver o apéndice VI, fig. 18. 107. Indicagdo.
Ver o apéndice VI, fig. 16. 118. Indicagio. Ver o apéndice VI, fig. 12. 119. Indicagdo.
Ver o apéndice VI, fig. 12. 120. Indicagdo. Ver o apéndice VI, fig. 13. 121. Indicagdo.
Ver o apéndice VI, fig. 13. 132. Indicagdo. Ver o apéndice VI, fig. 30. 133. Indicagdo.
Ver o apéndice VI, fig. 32. 134. Indicagdo. Ver o apéndice VI, fig. 31. 138. Indicagdo.
Ver o apéndice VI, fig. 33. 139. Indicagdo. Ver o apéndice VI, fig. 28. 140. Indicagdo.
Ver o apéndice VI, fig. 25. 141. Indicagdo. Formamos a tabela dos valores
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t 0 1 2 3 R | —3 -
x 0 1 8 27 —1 8 27
y 0 1 4 9 1 | 4 9

Construindo os pontos (¥, y) obtidos, temos como resultado a curva procurada (ver
o apéndice VI, fig. 8a). (O pardmetro ¢ com isto nio é marcado geometricamente).
142. Ver oapéndice VT, fig. 19. 143. Ver o apéndice VI, fig. 27 144. Vero apéndice VI,
fig. 29. 145. Ver o apéndice VT, fig. 22. 150. Ver o apéndice VI, fig. 28. 151. Indicagdo.
Resolvendo a equagio em relagdo a y, obtemos y = + }25 — z°. Depois disto é
facil construir a curva procurada por pontos. 153. Ver o apéndice VI, fig. 21. 156,
Ver o apéndice VI, fig. 27. Basta construir os pontos (x, ¥), correspondentes As abscis-

sas ¥ = 0, + % » *a. 157. Indicagdo. Resolvendo a equagio em relagio a x, tere-

mos ¥ — 10 lg ¥ — y(*). Daf obtemos os pontos (x, ¥) da curva procurada, dando
4 ordenada y valores arbitrdrios (y > 0) e calculando pela férmula (*) a abscissa .
Deve-se ter em conta que lIg ¥y - — oo quando y — 0. 159, Indicag@o. Passando as

coordenadas polares r = Ja? | 32 e tgp = -{. teremos r = ¢® (ver o apéndice VI,

x
fig. 32). 160. Indicagdo. Passando s coordenadas polares x = rCOSQ e ¥y = rsen @,
3 sen @ cos g

C05=17+Ben’9

teremos r = (ver o apéndice VI, fig. 22). 161. F = 32 4 1,8C.

Ymix = T

quando » = f'zi 164. a);1=-;-, #3=2; b) ¥ =068; ¢ x = 137, x, = 10;

162. y = 0,63(10 — 2); Ymiy = 15 quando = 5. 163. y = ;‘zi sen x;

d) x=040; e) x = 1,50; f) ¥ = 0,86. 165. a)x =2, y=35; ;=35 ¥y =2
b) #, = -3, Y= —2; Fy = — 2, Vo= —3; x3=2, Ya=3; 2,=3, y,=2;

On=2 n=2ixnm3f 8 —25 d) 5~ —36 y,® —3,1; 5, & —2.7,

V™29, xm29 y & l8; a x 34, Yem — 1,6; ¢ x,‘=x-’£-, " m—ﬁ-i

2
5w 2 1
-T.y,=—VT—.. 166. n > Ye: - a) n>4; b) n>10; c) n > 32

Xy =

0T %> rh = Lk 0} N s 95 BN e O ¢) N = 999. 168. 8==-:;»(¢<1],
E

a) 0,02; b) 0,002; c) 0.0002. 169. a) lg x < — N quando 0 < ¥ < §(N); b) 2* >N
quando x > X(N); ¢) |f(#)| > N quando |#| > X(N). 170.a) 0; b) 1; c) 2;

d)y —. 171. —, 172, 1. 173. — i 174, 1. 1783, 176, 1. 1?7.1. 1?8.—1--
30 2 2 4 3

Indicagio. Usar a férmula 12 4 2% | | 1 5t — bt nn 4+ 1) (2n + 1). 179. 0.
6

180. 0. 181. 1. 182. 0. 183. oo. 184. 0. 185, 72. 186. 2. 187. 2. .188. co. 189. 0. 190. 1.

191. 0. 192. c0. 193. — 2. 104. co. 195.-L . 106, “_,1 . 197. 3x%. 198. —1.
2

3a
1 4 1

199, — . 200.3. 201. — . 202, — . . 203, —
2 3 9

L. 20612 205. 3. 206 — 1.
56 2 3
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B T R0 R O M % 218, oy
] 2= 3y 3 lz 21
214. 1. 215.0. 216.a) & sen 2; b) 0. 217. 3. 218. -2“"— 219. . 220. 7. 221. ..
2 2
1
222, cos 0.223. —sen a. 224. ®. 225.cos x. 226. — T—i. 227.a) 0.; b) 1.
1 2
2. 2.220.1 200 81 L w2l my 2331 28012352
= 2 }3 2 2 I 3
NS~ 237 N aeg e (23802 Nigeest) aat s a2 L. 28 0.
= 4 4 4
244, 2. 245 0. 246. el 247. 8. 248. o). 249. =%, 250. s*. 251, e.
: 1 1 Pl
252. a) 1. Solugfo. lim (cos ¥)* = lim [1 — (1 — cos #)]* = lim [1 = Zsen‘—]‘ =
20 0 0 2
2l=nl-£
SR m-;]
x =+0] —
2 sen? —
= lim [1—251‘-!1'1] E —_— ¥
=0 4
2
2 sen? % sen —
Fa . x
Comolim(—-———z)=—21im 2 — ] =—2+1«lim — =0,
x40 -4 40 i 4x 0 4
2

1
entdo lim (cos x}’_ = g% == 1. D) b Solugfio. Analogamente ao anterior (ver a)),
x>0 . Ve

lim| — 2sent ;— s
1 0 —""-—'-‘— — 2 sen® T
i = & T R AT D
IsT 0((:05 * Jiaq 220 2
2
sen i 1 1 1
2 —_— - e
— 2 lim iR, BB o b s il e T e Y
250 x 472 2 £+0 Ve
2

253. In 2. 254. 10 Ilg e. 255. 1. 257. — % 258, 1. Indicag@io. Fazer ¢* — 1 = a,

onde a — 0. 259. In a. Indicagdo. Usar a identidade a = eln s, 260. I;l a. Indicagfo.

Fazer it e, onde a — 0 (ver n® 259.) 261.a — b. 262. 1.263.a) 1; b) o 264.a) —1;
”n

b) 1. 265.a) — 1;b) 1. 266. a) 1; b) 0. 267.a) 0; b) 1. 268.a) — 1); b) 1. 269.a) — I;

b) 1. 270.a) — co; b) + oco. 271. Solugdo. Se.x 5 kx(k = 0, + 1, + 2, ...), entdo

cos? x < ley=0; se ¥ =~Fm, entlo cos? ¥ =1ey =1 272, y = ¥ quando

T
0 < 1; y=%quandox=1:y=oqmdox>l. 23.y=|x|. 274. y = -—2-

quando ¥ < 0; y = 0 quando r=0;y=% quando » > 0. 275. y = 1 quande

26— 35




402 CAPITULO I. INTRODUGAO A ANALISE
61 c
0sx<1; y=2x quando 1< # < 0. ﬂﬁ.a}. 277, — — E—; Xy — 00.
1 7T 1 1
278. . 279. 2xR. 280. — S e T b et G ol e (o L
e — 1 3 g B 20 3
e2 — 1
3
285. abi, 286. k=1 b=0; a reta y = x € a assintota da curva ;.«-=Jr gk
2 2 41

n
287. o™ =g°[1+ f-’) , onde k é o coeficiente de proporcionalidade ,regra de
”n
1
interesse composto”); Q; = Qye*'. 288. T21> —; a) |x|>10; b) |s] > 100;
€
Q) I¥| > 1000. 289. |x— 1]|< _2‘- quando O0O<e< 1; a) |x— 1]<0,0,5;

b) |# — 1] <0,005; ¢) |+ — 1] <0,0005. 290. |x —2|<— =38; a) 8=0,1;

b) § = 0,01; c) 8 = 0,001. 291, a) Segundo; b) terceiro. %v 292, 2) 1:b) 2;

c) 3. 293. a) 1;!3‘)% 3 c)%—;d) 2; e) 3. 295. Nio. 296. 15. 297. — 1. 298. — 1.

299. 3. 300. a) 1,03(1,0296); b) 0,985(0,9849); c) 3,167(3, 1623). Indicagio. Y10 =
=V9+ 1= 3V1 +%; d) 10,954 (10,954). 301. 1) 0,98(0,9804); 2) 1,03(1,0309);
3) 0,0095(0,00952): 4) 3,875(3,8730); 5) 1,12(1,125); 6) 0,72(0,7480); 7) 0,043(0,04139).
303. a) 2; b) 4; ¢) %: d) —. 307. Indicaglo. Se » > 0, entdo quando |Ax| < x»

teremos | Vx 4+ Ax — I/.;_[ = |Ax |/(V» + Ax + V*) < |Ax|/V» 309. Indicagdo.
Utilizar a desigualdade | cos (¥ + Ax) — cos 2| < | Az|. 310.a) x = % + km, onde &

& um nifimero inteiro; b) # # kw, onde # € um namero inteiro. 311. Indicagfo. Utili-
zar a desigualdade || # + Ax | — |#]| < |Az|. 313. 4 = 4. 314. f(0) = 1. 315. Nao.

316. a) £(0) = #; b) £(0) = —;; o) (0) = 2; d) £(0) = 2; e) f(0) = 0; H f(0) = L.

317. x =2 é um ponto de descontinuidade de 2* espécie. 318, xr = — 1 é um
ponto de descontinuidade evitavel. 319. x = — 2 é um ponto de descontinuidade

de 2* espécie; ¥ — 2 é x = 2 é um ponto de descontinuidade evitavel, 320. ¥ = 0 é um
ponto de descontinuidade de 1° espécie. 321. a) # = 0 é um ponto de descontinui-
dade de 2% espécie; b) x# = 0 é um ponto de descontinuidade evitavel. 322. v = 0
é um ponto de descontinuidade evitavel, ¥ = km (k = &+ 1, 4 2, ...) sdo pontos de

descontinuidade infinita. 323. x = 2wk 4 % (k=0, £ 1, + 2,..) sio pontos de
descontinuidade infinita, 324. x = kx (8 = 0, 4+ 1, 4 2, ...) sdo pontos de descontinui-

dade infinita. 325. ¥ = 0 é um ponto de descontinuidade de 1* espécie. 326. + = — 1
é um ponto de descontinuidade evitivel: ¥ = 1 é um ponto de descontiuidade de
1* espécie. 327. x = — 1 é um ponto de descontinuidade de 22 espécic. 328, x = 0

é um ponto de descontinuidade evitidvel. 329. x = 1 é um ponto de descontinuidade
de 1* espécie. 330. x — 3 € um ponto de descontinuidade de 1%. espécie. 332. x = 1
é un ponto de descontinuidade de 1* espécie. 333. A funcdo € continua. 334.2) x =0
é um ponto de descontinuidade de 1* espécie; b) a fungdo € continua; c) # = kre (R
é um nhmero inteiro) sio pontos de descontinuidade de 1* espécie. 335. a) » = &
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(k é um nimero inteiro) sio pontos de descontinuidade de 1* espécie; b) » = k(k 7%= 0
& um numero inteiro) sdo pontos de descontinuidade de 12 espécie. 337. Ndo, porque
a fungdio y = E(x) € descontinua quando » = 1. 338. 1,53. 339. Indicagfo. Demons-
trar que quando #, é suficientemente grande, temos P(—x,) P(x,) < 0.

Capitulo II

341. a) 3; b) 0,21; c) 2k + A% 342.a) 0,1; b) —3; c) Va + & — Va. 344. a) 624;
1560; b) 0,01; 100; c) —1; 0,000011. 345. a) aAx; a; b) 322Ax | 32(Ax)2 + (Ax)3;
2x0Ax% + (Ax)? 2 + Ax —— .
323 4 3xAx + (A¥)r;0) — — " _ ——___— _: d) Vx+ Ax — :
(Ax)?; o) Teo e PP ) * — V=,
z(odxr

IR SR R PO s LRI A L S SR (R

Vx+ Ax + ¥V » Ax x Ax x
346. a) —1; b) 0,1; ¢) —k; 0. 347. 21. 348. 15 cm/s. 349. 7,5. 3so.f‘”—+é:)—_ﬂ_”’.

x
LR U s L e L S e AN LR
Az-50 Ax At dt  Ats0 At
grandeza do dngulo de rotagdo no instante ¢ 353. a) A—T; b) e = lim A—T onde
At df At»0 At
T é a temperatura no instante {. 354. 90 - lim 9—9 » onde @ € a quantidade de
dt Ao At
substincia no instante . 355. a) o b)) Em
' Ax Azs0 Ax
50

b) — — &~ —0,238; ¢) — — =—0249; y'_,= — 0,25. 357. : -
) i <) el Ll sec? x. Solugdo

356. a) — i x— 0,16;
6

¢ 4 4 ~
3% Tin glx + Ax) tg x - Yoo sin Ax — Iim 50 Ax %
Axs0 Ax Ar—>0 Ax cos x cos (x + Ax) Ax>0 Ax
3 1 1
% lim = = sec® ». 358. a) Jx’;b)—-i;c)—l__-
Ax»0 €OS # cOs (¥ + Ax) cos? x #° 2 Vx

a —L . 389. L. Solugto, r(8) = im JEF AN =IO _ Y 8a--Y8
sen® x 12 Az0 Ax Ax—>0 Ax
5 84+ Ax —8 1

= lim

axr0 Ax[V(BFAx? + V(8 + Ax) 8 + V8 11::: V& FAx +2V81Ax 44 a7
= 1—12 . 360. f/(0) = — 8, /() =0, f(2) =.‘0. 361. x; = 0; x; = 3. Indicagdo. A
equagdo f’(x¥) = f(#) para a fungdo dada tem a forma 32® = 3. 362. 30 m/fs. 363. 1, 2.
364. — 1. 365. f'(x,) = :’-l . 366. —1; 2; tg ¢ = 3. Indicaglio. Empregar os resul-

Ed LS
im V(A3
tados do exemplo 3 e do problema 365. 367. Solugio. a) f/(0) = lim =
2 Ax—>0 Ax
Sl SOV, O SIS, €0 0 S0 S SRR A S
A0 YA% Ax—0 Ax Az>0  Y(Azx)
2k + 1
2% ’ cos [————n+dx] i
c) f’_(-—-~+—=-r)= lim lim —— = — 1:
2 Az —0 Ax & Azx—+—0 Ax

26*




| sen Ax|

2 1
If & [ s '.I't) =l 1y
2 Azx—++0 Ax
1542

(-3
AR s
g ® | as Lame S 3
3

370. 2ax + 5. 371. —

S LW STRIE ) DR N
X"

45 2a be — ab

3 379.
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372. mat™1 4 b(m + m) fMm-1 373,

: l'ndicaqio.y=x’x3 = & .
_ 24 _ 6%+ 25

—1.368. 5% — 1228+ 2. 360, — % TH LY )

6ax®
Va’ -+ b?
2

w|®

380 1 — 4x

77. — — — . .
32 Y= 3x Y (¢ + dx)®

381 . 382. 5cos x — 3 sen x. 383.

1
V(11— )z )2 sen®2x
385. t2 sen #. 386. y* = 0. 387. ctg x — -
sen? x

3015 22 392, &7

389, x arctg x. 390. 2%%(x + 7). vl .

1
394. e¥(cos ¥ — sen x). 395. x%%. 396. &F (a.rcsen x4

S0 38 Inleiane ikl IR-F LU R gyt

2 2t x3

= ——
Qo vas e v gl et Lol AR o

2In % 1

z In 10 x

(#* — 5% + 572

384 —mMm—
(sen # — cos x)?

388. arc sen x 4

-———,] 397.
1 — 4

TPR2r—1

-

Pl Kkt
Vi—a*
Sat — a8
&
2#2lnx —1)

In3 x.

401. sen hy 4+ x cos hx.

— 3(x In ¥ 4 sen hx cos hx)

cos h2x
— 28

arc sen x. 407.

z In® 7 - sen h®x
x— [ 2® — 1 Arccosh »

405. . 406. ! Arcsenhx
1 — 44 |- Y1422
q08, LT 2¥Arctghs 0 3a lﬂ
(1 — x%)?2 ¢ ¢
T e Ly
Ve, kel - dale v e B o
(220 e V1i— a®
— tpd
asoLliwied e g, 1 :
cos?® x. 2 sen?® x Jetg
421, Z10CB g Sicacko. x = son3§ + cos by, 433

sen x

Alat— 1
2
] . 411. 12ab + 1853y, 412. 16x(3 + 24%)3.

2 = a?
415, ———— . 416, — —_ 1
Via + 6232 22

420. 2 — 15 cos?® » sen x

sen? x

sen?® 2

3 cos ¥ + 2 sen x 2 cos x J sen x

424, 425

" (1 —3cos )8

cost x
1

2)15sen x—lﬂcosbx. : 3 Ysen » cost x

2 i
427, 1 i J(arcsen x) 428 1

Tz V‘.l—-x’b"l—ka.rcsenx.
e¥xe® 4+ 1

2(1 4 %) Jarctg » Y1 — at
x __ 2% 2 4
el cli s R a0

3 Y(@2es — 27 & 1 x

433. — o sen (ax 4 B). 434. sen (2f + ). 435, —2 > F

" (14 29 (arctg )2
432, (2% — 5)-cos (a*— 5x + 1) —

" 2fxeE + &
a

a
48 cos? —
&

-1

436. .

sen® x

437. x cos 2x® sen 3x%. 430, b ik 7 O D,

xVat — 1

Zlﬂx—;‘

sen? =
-1
14 4

T

T

B

e
& £

Bh oy =

cy =i

— -‘»":-"“."ﬁ

442,

446

450.

453.

455.
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sl &

. 443, — 10xe—*", 444. —2x5-# In 5. 445. 2x 10%* (1 + x In 10).
14 &t
sen 2' +'2't cos 2¢In 2. 447, M S I ) AR Y ctg #lge.
' V1—e= 2%+ 7
—2x 2Inx 1 (6 + 5cos ) 1 — »? — 4
e — . 452, .
1— = £ zln x (e* 4+ 5 sen x — 4arcsen x) V1 — 2*
i : . 454. 1— :
(14 1n? %) » (1 4+ 2% arctg » 2% Vin » + 2(Vx + 2)

Solugfio. ¥’ = (sen® 5#) cos? %- + sen® Sx [sen’ %] = 3sen? 5x cos 5x X

A jms'-{+sen35x + 2 cos A [-— sen% —l-= 15 sen® 5x cos 5x cos® -g— -—
3 3
2447 —6 7
- i sen? 5x cos % sen Z. 456. et 457. u———- ZCT L L AR
3 3 3 (x — 2)2 (x — 3)8 (1— #%3
o 2 1 3
459. —L_'"—'—l__._- 460. lﬁ. 461. —'x—‘_‘ (—-FE"L
A2Y2:* — 25 + 1 Via® + 2%)3 V(1 + 298 V=

463 SYT TP 464 ———— . 465, 42%a — 2a®) (a — 5 59 -
Y+ # R R 3
2abmna®~1(a 4+ bx")™1 28— 1 a— 3x

. BT e 468. ——mM8MM -

i (@ — bam)ym+1 (x + 2)8 2Va —x

469 34+ 2@ +b+to)xrtabtbe+a 14 2y

y ViE+a(x+8) = +0 6Vy ¥ + Vo
3+ 2. i 3 2

471. 2(7¢ 49)Y3t 2. 472, —————— - 473, ——- 474. sen® x cos? x.
e V2ay — 32 Ver + 1

475. : . 476. 10 tg 5x sec® 5x. 477. x cos #%. 478. 3¢ sen 28
sen* x cost x g ( B 5

. cos 2x o — B) sen 2x
2% 480. tgix. 481. . 482, ————— . 483. 0.

479. 3 cos x cos 2x. gix AT Y g e o
1 arcsen x (2 arccos x — arcsen x) . 485 d :

e Y1— a8 T a2 — 1 oAt

By Aamees &l SHPTee S EPROR ) LT s 0

(1 — a%)32 Va — ba? a4+ x
490. 2Va® — 22 (a > 0). 491 — — % ,492. arcsen [x. 493. 2 %
V2x — 22 Y 1—25x%arcsen 5

At NG IR C 2 b IR VRN AP .
#/1 —Intx 1 —2xcosa + 22 54 4sen x b— =x

ax

408, %07 409 % &% 500. sen2 x*™ % . 501. 2m2p(2ma™% +b)P-1a™*1n a.
1 4+ cos® x 2

502. e (e cos Bt — P sen Bt). 503. ex* sen Bx. 504. e~%cos 3x. 505. 2" -lg—2}(n — 22% In a)

etg-:? In3
1 3 2ax + b
. —— : 507, ——— - 508, —M8M8M8M8M8 - -
506 2ytgx{1+]r‘cosxlna) 0 [ I]’ T
X sen —
&
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1 Vx 1 2 i
509, . 510. . 511. . 512, . 513, — — ..
Va® + a3 1+V;' V2ax + 22 x 1n3 x x’tg x
i i aits il eSS SRS S T O ol
2% — x—-2 (x—1) (¥ —2) (x — 3)
e 2
PSP VSSREN T ) e T e Pago log  ffa b B,
sen’ xcosx (3— 2% 1n (3 —247) ax + b
YT 3
7 S IR VS Y Y NS A SO I SS9 sl . o
Va? + a® x? — a® sen® x x
Sen ar
525, %+ A 2 ._E,'_[Z“““ll 3 In 2 + 2(1 — arccos 3x)]. 527. [-’3"":'”x In3 +
-1 Y1— 942
sen? ax ) @ cos ax cos bx 4+ b sen ax sen bx 528 1 1 ;
cos® bx cos? bx y "142senx (1 4+ In? %)
1 In » 1 1
530. = T — 53, - —
}’lni’grcsenx o & +2xV1—-in"x | x{1+lfl'x}
532. = . 533. [ g el :
ad 4 29— 2 cos x)sen x a2t — 1 14 a8
536, —— . 537. Gsenh?2s-cosh2r. 538.¢*(xcosh B + Bsenh Bs).
(1— 2%
539. 6 tgh? 2x(1 — tgh® 2x). 540. 2ctgh 2z. 541, o ot ¥ 0 o
Va* + 4 x)In?x — 1
543. t . 544, =4 . 545. ol B . 346. x Artg h ». 547. x Arcsenh »
cos 2x sen x ) R
548. a) ¥’ = lquando > 0; ¥y = — lquando # < 0; ¥’(0) n3o existe; b) ¥’ = | 2x|.

549, y’ = _} 550. f'(x) =

—1 quando z < 0,
{ & 552. % — g 553. 6r.

— ¢7% quando x > 0.
554, a) f.(0) = — 1. f1(0)

I

—2
1; b)fL(0) = % » F4(0) = :IC}fL(U) =1, f3(0)=0;

d) £2(0) = fi(0) = 0; e) f(0) e f1(0) ndo existem. 555. 1 — #. 556.2 + s

557. — 1. 558. 0. 561, Solugdo. Temos ¥’ = e %(l — z). J4 que e %= L , entdo

y’=1{1—x)0uxy’=y(l—x). :566.(1+2x)(l+3x)+2{l+x)(l+3x}+
z

(# + 2) (5x* + 192 4 20) 568 }
(x 4+ 1)8 (# + 3)F j T 2Vx(x — 1) (x — 2)°
it AR V PR Sy (£ = 20 (s — 7% + 1)
32+ 1) 2t 41 (x—1) (¥ —3) V(x—17° (» — 31
522 4oy — 24

571, — . 572. ¥*(14In 2). 573, #* T1 Lt 3 k).
3(x — l]”z {x+2J5f3 (x + 3)512 Coud | %) ( )

ol . P
+3(x 4 1) (14 22). 567. — Gz, o0 i

1
574. V}‘l—_—%'-l—”-. 575.;;}['__?[1-1-?'1:1 x]. 576.z«=’xx[l+1nx+mu}-
X x

L el [M- +4- cos x In x| . 578. (cos #)%" * (cos # In cos ¥ — sen ¥ tg ).
%

RESPOSTAS 407

x

PR PR v PO TN e ],sso. (arctgx)’[ln amtgx+—‘]._

x LY 1+ (14 2% arctg

3

58l.a) ¥, = — - b= —-"--;0 2 = . 582, — 2,

I 3(1+ 27 s 2 —cos x " % 2

14 562
b sy T w B MRS egy 2 gy P 1 . 588. tg &
1 il 123 aye 12+ 1)
T R ST AR IR ST TSI W i s il
a a 1 quando ¢ > 0.
593. — 2¢%. 504. tg ¢. 596. 1. 597. co. 599. Nio. 600. Sim, j4 que esta igualdade é uma
3

entidade. 601, 2216000 i i Gasn wi ol eoe < SRR 2, oo M X

5 aly »2 2?4 2y x

3

606. — |/ 2 . 607. i A5 altart ol s B S R

x 3(2% — %) 4 2xy 14 329% 4 499 10 — 3 cos ¥

2 R £t
O AR e D ) s by AWIE Sy
1 — x cos? y x 14 22 4 2
¥

A : Ste pan el R Ny w0 B ghg

e — 1 x4+ y—1 x x—y x—y

ey + x#Vx® + 42
cx — ylat + 2

arctg 2 & 63°26”. 623.45°. 624. arctgy = x 36°21. 625. (0; 20); (1; 15); (—2;
(-3
100 U636 (=B 620 et 628 ke . 629, (l. el <
11 8’ 16
631, y — 53=0;3+2=0, 6324 — 1=0;y =0, 633.2) y =23; ym — L .

617. A L e D 0

1
620. a) 0; b) —; c) 0. 622. 45°;
yln ¥ —x =z ) )2 )

b)x—2y—1=0; 2y + y—2=0; c) 6x+2y—n=0; 2x — 6y + 3x = 0;
dy=x—1y=1—2x;¢e 2x+y—-3=0; x— 2y + 1= 0paraoponto (1; 1);
2 — y+3=0; ¥+ 2y — 1 =0 para o ponto (—1; 1). 634. 7x — 10y 4+ 6 = 0,

10x + 7y —34=0. 635. y=0; (m+ ) x+ (m —4) ¥y — i ) = 0. 636. 5x +

4
+6y—13=0, 6x —35y+21=0. 637. x -y — 2=0. 638. No ponto (1; 0);
A
y=2x—2; y.= x;noponto (2, 0); y=—2-+2; y=2x—2; no ponto
3—x

(3; 0): y=2x—6; y= .639. 147 — 13y + 12 =0, 135 + 14y — 41 = 0.

640. Indicagdo. A equagdo da tangente & Eiadi —]——2—- = 1. Portanto, esta tangente
2%y 2y,

corta o eixo OX no ponto A(2x,; 0) e o eixo OY no ponto B(0; 2y,). Procurando o

ponto médio do segmento 4 B, achamos o ponto (x,: 7,). 643. 40°36’. 644. No ponto

(0; 0) as pardbolas sdo tangentes entre si; no ponto (1; 1) se cortam sob o 4ngulo de

a.rctg%zB"S’. c i SN T RSNl 652. T —

In

i t
= 2a sen — tg —; N = 2a sen f.;s,=2aml L:S,.=asent. 653. arctg A,
2 2 2 2 %
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L}
654.1;-+2¢.655.S,-4n’¢;$,.=¢;l=2n¢]/l+4x‘ : m=ayl+ ¥ ;tgp=2m

656. Sy = a; Sp = -‘i; t= Va*+ r}; n=Po ya ¥ pl: tg p=—g, 657. 3cm/s:
? a

0; —9 cm/s. 658. 15 cm/s. 659. — % m/s. 660. A equagfio da trajetéria é y=xtgoa —

£ 3 v} sen 2o 3

—_ 3. O alcance de véo é ———— . A velocidade — 2y, -
- Yoi gt sen a + gt

o coeficiente angular do vetor da velocidade pacn G . Indicag#o. Para deter-

v, €OS @

minar a trajetéria é preciso eliminar o pardmetro f do sistema dado. O alcance de
véo é a abscissa do ponto A (fig. 17). As projegdes da velocidade sobre os eixos:
dx dy dx dy

2 a
s }-;-.Agmndezadnvelocidade (:] +[d¢] : o vetor da velocidade é

dirigido pela tangente A trajetéria. 661. Decresce com uma velocidade de 0,4.
662. (9/8, 9/2). 663. A diagonal cresce com uma velocidade de ~ 3,8 cm/s, a area,
com uma velocidade de 40 cm?/s. 664, A drea da superficie cresce com uma velocidade

de 0,2r m?[s, o volume, com uma velocidade de 0,057 m3/s. 665. % cm/s. 666. A massa

total da barra é de 360 g, a densidade no ponto M € igual a 5» g/cm, a densidade no
ponto A igual a zero, a densidade no ponto B = 60 gjem. 667. 565* + 2104

668, e¥*(42* + 2). mz;z cos 2x. 670. 2(1 — #%)/3(1 + 2% 671. — x/V(a® + %)
2

2x arcsen ¥ 1 x
672. 2 arctg » + . 073 . 674, —cos h —-»
1 4 &2 1 — a* (l--—-x')"rz a a

679. 3"’* = 6. 680. f**’(3) = 4320. 681. ¥ = (—f:—F . 682, yVI = — 64 sen 2x.

% A
684.0;: 1;:2; 2. 685. A velocidade v = 5: 4,997; 4,7. A aceleragio a = 0; — 0,006;
— 0,06. 686. A lei do movimento do ponto M, é x = acosw f; a velocidade no
momento £ ¢ igual @ — aw sen wf; a aceleracdo no momento #: —aw? cos wt. A veloci-
dade inicial € igual a zero; a aceleragZo inicial: — aw?; a velocidade quando x = 0:
T aw; a aceleraglio quando ¥ = 0: 0. O valor méaximo da grandeza absoluta da velo-
cidade aw. O valor mﬁximodngmudmabsoluhdaaoelemqﬁom’. 687. y(®) = nla®.

688. a) ni(1 — 2)~("#); b) (— 1 i 4L {2"_‘ ). 689.a) sen (x +n "—2-],

2n - x
b) 2 cos [h+u1};c) (—yr et ) (g =D g (==l
2) (1+ )" Bl L oy .
f) ,_?.'_’:1_; )2.-1395.[23+(n»—1)£]; h}.(_l)" (m — Il a ; m;)xic‘-g-
(1 — z)™ 2 (ax + B)®
+ me®; b) 271 e x [2(— )m a4 2m(— )" 2+ ﬂ”z;ll(—n'” ;) (1—a%) %
% cos | ¥ + ~”2—“ —2mroos[x+ .("_"2.9_")_..(,._1) 003(#+ L_z.zj_")’
—1)™1.1-3 .. (2n — e
d)( | 1:,,“{” 3){3—(2"—131: e) ( 1]’:{_: D! quando » > 4.
2ny 2
691, (™)(0) = (8 — 1)I 692. a) 93; b) 21* + 2; ©) — Y1 — % 693. a) T P :
a sen® ¢
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b)._—‘——; <) i A d}—_—l——. 694. a) 0; b) 263
3a cos* t sen t at sen® ¢
1¢sen“—2—
ay 1D e =2 . 607 Temosy = ¢*—1
695. a) (1 + %) (1+ 31%): D) ey i T

dty : ; 3 ctglt
e — — 1. Aqui nfo se emprega a Tegra de diferenciagdio. 699. ———

e 2x_—pm
yeo, @ sent — c08)  go1, — 6ed(1 4 3 + ). 702 m™™. T03. —— = o
(sen t -+ cos £) y? 2[! (xllz
@ _ W LW SD  ges, - 2 706 — i 1 SRR
ayt Lf P » aty? »”
N AL @x _ 1 509, 111/256. 710. —1/16. 711.2) 1/3;b) —3a%x]yS.

ey e T T S
712. Ay = :g,oogoojn dy = 0,009. 713. d(1 — %) =1 quando x = le Ax = — 1/3.
714, 4S5 = 2xA%, AS = 2xA% + (A% 717. Quando 5 = 0. 718. Nao. 719. dyn:i =
™ 1 ™ —
L __ ' ~000037. 721. dy = — =00698. 722. ;
— 72&; 0,0436. 720.dy 2700; 0 y 5 P
O AR ... AT 725.._“1’55. 926, — 2xe-Mdy. 727. In x dx.
(1—2p Va* — #* A+
28, =295 qp9, _ LA SRR 4o 730 — d gy W2t g,
4 BEER sen® @ — 7% + 5y
x
S 12
733, —2- Pde Y o gsh 2T 4y 78 —ds 737. 2) 0485
V s x—y x—y 11
9 —x0 7

b) 0,965; c) 1,2; d) — 0,045; €) T 4 0,025~ 0,81. 738. 565 cm?. 739 V5 = 2.25;
,965; ©) 1,2; =

Y17 = 4,13; V70 = 8,38; V640 =~ 25,3. 740. Y10 = 2,16; Y70 =~ 4,13; Vﬁz ?;35.
— (dx

741. a) 5; b) 1,1; ¢) 0,93; d) 0,9. 742. 1,0019. 743. 0,57. 744, 2,03. 748. -__—4_(1'—-*'}'”2 z

2 -3
749, — ‘("‘l:g . 750. (_- o Nk & ’-"—“’.—’-] (dx). 751 —l'i:T— (d=)*
(1— 2% *
nr
752, — e~%(x* — 6x + 6) (d2)*. 753, gﬁﬁ’.}% 754. 3 - 2" sen [2: +3+ —2) (d#)".
-

755. ¢* °*% sen (7 sen o« + na) (dx)". 757. Néo, j4 que f'(2) no existe. 758. N#io. O
ponto ¥ = % ¢ um ponto de descontinuidade da fungfo. 762. E=0. 763. (2. 4).

— 1)3
31 x Leran b e g 2 , onde
m.-}a=—9-.b)z--;.us.1n: (x —1) z(x ) =
P

E=1+6(x—1,0<0<1L ?W.s%nx-=x-—;—l+-5—l-oos5,,ondeE.=01#,
7

0<e,c1;ms-;—f—+f4_.’ima,. onde Eg= O, 0<8;< 1
el e

o —ﬁi 3:-sﬁ.mlde:E-sﬁ.1r,€l--<9<'l.

X
— + e T
IR =1 w




H10 CAPITULO 1II. EXTREMOS DA FUNGAO E APLICACOES GEOM. DA DERIVADA

1 A 5 23 1
77Z.Oem:a]—~—”-; b}-———-ﬁ—s:emambososcasosinﬂx;
16 (1 + &% 81 (1 + §¥
3 1 a4+ x
0 < 6 < 1. 773. O erro é menor que — = — . 775. Solugfo. Temos ==
51 40 a—x

1
i - L
N L B T UG et | B O A
a 2 a 8 a* a 2 a 8 a*
gt a4 x x F i H
Multiplicando-os, teremos: ~ 14+ = 4 ——. A seguir, desenvolvendo
a—x a 2g*
LA e
2% em poténcias de s , obtemos o mesmo polinémio &% =~ 1+ is® - _x'__
a a 24
777, —% . 778. c0. 779. 1. 780. 3. 781, % . 782.5. 783.0c0. 784.0. 785. - .
786. 1. 788. - . 789. 1. 790.0. 791.a. 792. co paran > 1; aparan = 1; 0 para
™

n< 1 793.0. 795.%. 796. -11—2 797. —1. 799. 1. 800. 5. 801. 1. 802. 1.803. 1.

B04. i 805. -l— 806. i 807. 1. 808. 1. 810, Indicagdo. Achar o lim
3 e e a»0 2
3
R?
onde § = -i- {x — sen o) € a expressdo exata da drea do segmento (R € o raio da

bh

circunferéncia correspondente).

Capitulo III

811. (—oo0, —2) — cresce; (—2; o), decresce. 812. (—co, 2), decresce; (2, c0), cresce
813. (—o00, 00), cresce. 814. (—oo, 0) e (2, c0), cresce; (0, 2), decresce. 815. (—oc0
2) e (2, o), decresce. 816. (—oo, 1), cresce; (1, o0), decresce. 817. (—oc0, —2), (—2
8) e (8, o0), decresce. 818. (0, 1), decresce; (1, c0), cresce. 819. (—co, — 1) e (1, c0)

cresce; (— 1, 1), decresce. 820. (—oo, o0), cresce. 821. |0, l , decresce ; (L w] ]
e e
cresce. 822. (—2, 0) cresce. 823. (—o0, 2) decresce; (2, o), cresce. 824. (—c0, a) e

(a, o0), decresce. 825. (—co, 0) e (0, I), decresce; (1, co), cresce. 827. ymsx = -4

1
quando ¥ = —z—- . 828, Nio hid extremo. B30. ympn = 0 quando » = 0; Yymm =0

quando x = 12; ¥msx = 1296 quando » = 6. 831. Ym@ & — 0,76 quando x» = 0,23;

Ymix == 0 quando x = 1; ympm =~ — 0,05 quando » =~ 1,43. Quando » = 2 ndo ha

extremo. 832. Ndo hd extremo. 833. ymizx = — 2 quando # = 0; ymm = 2 quando

9 12
x =2 834. Ymyx = Equa.ndo # = 3,2. B35. Ymgx = AR quando ¥ = —

J »
2
ymm=3P’3qnandox-V—3_- 836. ymszx = V2 quando x = 0. 837. ymsx = — V3
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quando = _2'»’-3-; Ymin = ﬁ quando x =2)3. 838. ymin = Oquandox = + 1;

3 1 .
"Mx-l quandu z=0. 839. ¥ ==—-——ﬁquandox-[k-—?)n_

2
3 1 uand:
= — }3 quand =i+ —|n (k=0 %1 £ 2 ..). 840. ymgx =35 q o
Pongot 5 ¥3 q o x 6]

2 ™
x-lm;yn‘,aSm%ﬁqmdo x=12 h:l:;]r::ymn—ﬁoos?quando

,..u(gi_‘.],,; ymgm = 1 quando # = 6(2k + Dm (b = 0, & 1 £ 2 ..).
5

1 1 A
841. yn = 0 quando x = 0. 84Z. Ymm = — = quando ¥ = iy 843. Ymax= Y

guando ¥ = _l_;ym—()quandox- 1. 844. ymin =1 quando x = 0. 845. ymun =
’8
4
u—-!—quandox—— 1. sw.y,,mnoqmdox-o;ym,=_; quando ¥ = 2
e

1
847. Ymmm= ¢ quando x¥ = 1. 848, Ndo h4 extremo. 849. O valor minimoém = — —2-

quando ¥ = -—1;ova.lormiximnéM-=—;:qnandox— 1. 850, m = 0 quando x = 0
”
e # = 10; M = 5 quando » = 5. ﬂSl.m=-i-quando s = (2 4+ 1) T; M=1

quando x-k—:- (A=0, +£1, £2,..) 852. m = 0 quando ¥ = I; M =m quando
s o= — 1. 853.m = — lquando x = — 1; M = 27 quando ¥ = 3. 854.a) m = — 6

uando # = 1; M = 266 quando #=3; b) m = — 1579 quando x = — 10;
}4—37{5:md0x=12. {1856.;‘):--2.5;-4. 861. Cada um dos termos deve

2T 1
ser igualai . 862. O retingulo deve ser um gquadrado com lados iguais a —4-
2
863. Isésceles. 864, O lado da superficie que estd junto da parede deve ser duas
vezes maior que o outro lado. 865. O lado do quadrado que se recorta deve ser igual
a £ 866. A altura deve ser dnas vezes menor que o lado da base. 867. Aquele cuja
6

s 2R ]
altura ¢ igual ao didmetro da base. “&Aaltundomlmdmﬁ. o raio da

h.se}ivz-,ondeﬁéoraiodaufmdada.m.AaRumdocﬂ.indméRﬁ. onde
3

LS
R é o raio da esfera dada. 870. Aalturadoconaé—s-R. onde R € o raio da esfera
dada. 871. A altura do oonei-}R. onde R ¢ o raio da esfera dada. 872. QO raio da

base do cone éir. onde 7 € o raio da base do cilindro dado. 873. Aquele cuja
2
altura & duas vezes maior que o didmetro da esfera. 874. ¢ = m, isto é, a segio da

|,‘ 2
canaleta tem a forma de semicirculo. 875. O ingulo central do setor é2x 3
876. A altura da parte cilindrica deve ser igual a zero, ista €, o recipiente deve ter




412 CAPITULO 1II. EXTREMOS DA FUNGAO E APLICAGOES GEOM. DA DERIVADA

] 213
a forma de semi-esfera. 877. A-{:’—a’]’. 878. 2 4 ¥ — 1. 879. Os In-
2s

° 2y,
dos do retingulo sio a}2 e 5)¥Z, onde @ e b sio os semi-eixos correspondentes da
elipse. B880. As coordenadas dos vértices do retingulo; situados na pardbola, sido

2 ta 1 3 A
(_J.a, :EZVT]. 881.[;{:’(-—3_—, :].HZ;OWGMI.MMM&

1 h p 4 d
zas arccos — earctg — . 883, AM =a ———— . B84. — . 885.a)r=y=—1
¢ . Ve+Ve V2 s’
d 2 2aQ
b)‘-—ﬁ:y-dv_;—' 886. x = T: Pm—PZGQQ. W.PMm.Jndl-

> Quando o choque das duas esferas é completamente elistico, a velocidade que
adquire a bola imével, de massa m,, depois do choque com a massa m,, que lemo%ria.

com a velocidade v, serd iguala.-L:—. 888. = —VNR(ueatenﬁmero nio
. o a3 ’

é inteiro ou nfo € divisor do nimero N.mzmma-sa o ndmero inteiro mais préximo

do valor obtido, que seja divisor de N). Como a resisténcia interna da bateria € igual

nlr
a ' o sentido fisico da solugio encontrada é: a resisténcia interna da bateria

deverd ser a mais proxima possivel da resisténcia externa. 889, y = i h. 891, (—oo,
3

2), concava para baixo; (2, ), cdéncava para cima; M(2; 12) ponto de inflexdo.
892. (—oo0, o0), concava para cima. 893. (—oo, —3), cdncava para baixo; (—3, o0),
céncava para cima ; nflo ha ponto de inflexdo. 894. (— 0o, —6) e (0,6), cOncava para cima ;

(=6, 0) e (6, ), concava para baixo; wnmsdemmmu,(—c; —%). 0(0; 0),
M,[ ;—::]. 895. (—oo, — 3) e (0, ¥3), concava para cima; (— V3, 0) e (V3, c0),
concava para baixo; pontos de inflex3io M, ,(+ V3 ; 0) e O(0; 0). 896. (mq- 1)%.
m+3)§]- céncava para cimtl.((-lk+3)—;5' 4k + 5) -;i]camupmbmo

(k =0, +1, + 2,...); pontos de inflexdo, ((Zk + 1)% 10). 897. (2kw, (2k + 1) 7).
céncava para cima, ((24 — Hm, 2kr), cdncava para baixo (A =0, + 1, + 2,...);: as
abscissas dos pontos de inflexio sfo x = kx. 898,10, .V% cébncava para baixo,
1 ! 1 3
(TGT—' m], obncfav:a para cima; M(_y:a_"; — ;}éoponto de inflexdo. 899. (— oo, 0),
,cﬁnc.ava para cima, (0, co0), concava para baixo; O(0; 0) é o ponto de inflexdo,
900. (— o0, —3) e (— 1, o), cOncava para cima; (— 3, — 1), céncava para baixo;

10
pontos de inflexio, M,[-.‘!; —‘;]aM.(-— & 3-.] 901. x =2; y=0. 902. x = 1,
e

=13 y=0. 903. x-:&z,y= 1. 904.3)-3’. 905. ¥y = — ¥ (esquerda)

. H , ¥y =
(dn‘eita)..ﬂ?ﬁ.y = — 1 (esquerda), y = 1 (direita). 907. ¥ = 4+ 1, ¥y = — » (esquerda),
y = x (direita). 908. y = — 2 (esquerda), y = 2x — 2 (direita). 909.y = 2. 910. ¥ =0,
9 = | (esquerda), y = 0 (direita). 911. x =0, y = 1. 912. y =0, 913, v = — |.
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914. y = x — m (esquerda); y = ¥ + = (direita). 915. y = a. 916. y 4 = 0 quando

2=0; Ymin= — 4 q“a,ndo x = 2; ponto de inflexdo M‘(l. - 2). 917, ymix = 1

qua:ndo xr = + ﬁ; Ymin = 0 qua.ndo x=0; pontodeinﬂexi.o Mld + 1; —1-
9

918. ynix — 4 quando ¥ = — 1; ¥ym@ = 0 quando # = 1; ponto de inflexfio
M,(0;2). 919. ymix = Bquando x = — 2; Yy = 0 quando # = 2; ponto de inflexdo

M(O0; 4). 920. Yo — — | quando x = 0; ponto de inflexfio M,,(+ V5; 0) e
M,‘(:]: 1; — -162—5] 921. Ymix = — 2 quando # = 0; ¥mp = 2 quando ¥ = 2; as

assintotas sdo ¥ = 1, ¥ = ¥ — 1. 922. Os pontos de inflexfo sdo M, (+1, F2);a
assintota € + — 0, 923. ymix — — 4quando ¥ = — 1 ¥ = 4 quando » = 1; a

assintota ¥ = 0. 924. ¥ = 3 quando x = 1; o ponto de inflexdo é — M(— ¥2; 0);
a assintota x = 0. 925. ¥, 4x = — quando » = 0; o ponto de inflexdo é Ml‘,(j: g %] .
3

a assintota é y = 0. 926. Ypix = — 2 quando # = 0; as assintotas sdo » = 4+ 2e

y = 0. 927. ymin = — | quando » = —'2; Ymix = 1 quando x = 2; os pontos de
V3

inflexfio sio — 0(0; 0) e M,,,(i 23 ; ﬂ:T]: a assintota € y = 0. 928. ypgx =1

quando x = 4; o ponto de inflexdo é — M|35; % : as assintotas sfo r=2 e

y = 0. 929. O ponto de inflexdo ¢é 0(0; 0); as assintotas sio ¥ = + 2 e y =0.

2
930. ym4,=—-l—-;quamdox= : as assintotas sfo » =0, r=4 e y=0.

| oo

931. Ymiz = — 4 quando x = 1; Ymin = 4 guando » = l; as assintotas sdo

x=0ey —=3x 932. A(0; 2) e B(4; 2) sio 0os pontos extremos; ymsx = 22
quando ¥ — 2. 933. A(—8; — 4) e B(8; 4) sdo os pontos extremos. O ponto de
inflexdo & O(0; 0). 934, O ponto extremo é A(— 3; 0); Ymin= — 2quando ¥ = — 2.

935. Os pontos extremos sdo A(— ¥3:0),0(0;0) e B(Y3; 0); ¥msx = ¥2 quando

—_— 2
x = — 1; o ponto de inflexdo é M V3 +2v3, 6V1+7_;].936. Yenax = 1

quando » = 0; os pontos de inflexio s3o M, 4(+ 1; 0). 937. Os pontos de inflexdo
M0; 1) e My(l1;0); a assintota é y = — #. 938. ygsx = 0 quando » = — 13
Ymin= — 1 (quando ¥ = 0). 939. ymyiz = 2 quando x = 0; os pontos de inflexdo
sio Mya(+1; ¥2); a assintota 6 y =0. 940. ymm= —4 quando »= — 4;
Ymsx = 4 quando » = 4, o ponto de inflexdio € O(0; 0); a assintota é y = 0.
041. Yo = VY4 quando x = 2, Ypmin = ¥4 quando » = 4; ynsx = 2quando ¥ = 3.
942. ymin = 2 quando » = 0; as assintotas sio » = 4+ 2. 943. As assintotas sd3o

V3 V3
x=+4+2ey=0 944-ymln57§:‘quaudo x=V3; Ymix= ——2_" quando x =

= — V3; os pontos de inﬂexaosaoM,(—J; - 5;—]‘ 0(0; 0) M,[ii; %] .

assintotas sfio ¥ = + 1. 945 yqum = 1"37 quando r = 6; o ponto de inflex3o €

12
Y100
inflexdio é M[Z; i‘]. a assintota é y = 0. 947. Os pontos de inflexdo s3o

M( 12; ); a assintota é ¥ = 2. 946. Yy = .t quando » = 1; o ponto de
e
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10 2
M, [—- 3a; f e M,(— a; —“); a assintota € y = 0. 948. y, 4, = ¢? quando
e

3
8+2V2 7
3 ;
Ymix = 2 quando x = 0; os pontos de inflexio sdo M,.,[:!: 1; 2], a assintota &
e

y =20 950. y5; = 1quando ¥ = L 1; ypn = 0 quando x = 0. 951. yn. — 0,74
quando x = e* & 7,39; o ponto de inflexdio é M(e8/3 ~ 14,39; 0,70); as assintotas
2

a a
sBox=0ey=0. 952, = — — quando x =
Ymin 42‘! VE—
M= 33% ). 953, 4, ¢ quando # = ¢; o ponto de inflexao & M|e?; =
—_— ;! i = = #&; e ex il B
ol T e e i ( 2]’

a assintota é ¥ =1; y—»0quando » — 0. 954. Y4y = P 0,54 quando » = .15. s
j e e

x = 4; os pontos de inflex3o sdo Ml,,(

; o ponto de inflexdo &

— 1=~ — 0,86; ¥min=0 quando x =0; o ponto de inflexZo & M[i — 1l —
e

— 0,63; LA = 0,37| ; y—>0quando x— — 1+ 0 (ponto extremo limite). 955. y ¢, =1
£

quando ¥ = + Vf; os pontos de inflexdo sio M, .(4 1,89; 1,33); as assintotas sdo
x = 14 1. 956. As assintotas sdo xy = 0. 957. As assintotas sio y = 0 (quando

#—> 4 o) e ¥y = — x (quando x» — — o0). 958. As assintotas sdo x=—-~l—-

:
e

% = 0; ¥ = 1; a fungdo ndo estd determinada no segmento [-— —1- - 0]. 959. E uma
e

fungio periédica de periodo 2w. Yy = — 2 quando x — %n + 2B Yae = V2
quando x == -2—.:- + 2km (R = 0, &1, 2, ...); os pontos de inflexio sio M [i T+
4
+ km; 0] . 960. E uma fungio periédica com periodo 2. ¥Ymin = — 2 V3 quando
4
S5 3 T A
* = ?n+2kn;ymé,= o V3 quando x = 7 + 2k (R =0, +1, + 2, ..); os pon-

tos de inflexdo sdo My(km; 0) e Ny [a.rccos (— %) +2km; E- V_l_j) . 961. £ uma
16

fungéo periédica com pefio‘do 2r. No segmento [— 1, ] ¥4x = J_ quando # = 4 JE :
4

Wmin = — 2 quando ¥ = + T; Ymipn= 0 quando » = 0; os pontos de inflexdo sio
M o(+ 0,57; 0,13) e My (+ 2,20; — 0,95). 962. E uma fungio periddica fmpar com
periodo 2w. No segmento [0, 2x]: ¥mix = 1| quando # = 0; ¥ypin = 0,71 quando

i -E:ym;.x=1quand0#=§: Ymin = — 1 quando » =m; ynix= — 0,71

quando x = -j—r:; Ymin = — 1 quando x = ;:-11:; Ymax = 1 quando ¥ = 2x; os pon-

tos de inflexdo sio M,(0,36; 0,86); M,(1,21; 0,86); M,(2,36; 0); M,(3,51; — 0,86);
M (4,35; — 0,86); Mg(5.50; 0). 963. E uma fun¢do periédica com periodo 2.

2
Wain — —Z-qua.ndo o ; + 287 Ymiz= — 122— quando ¥ = — -:— w + 2kn(k = 0,

e ); a assintota € y = 0,949.
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+1, +2,..); as assintotas sfo ¥ = iw + krw. 964. E uma funcio periédica com
4

" vz ;
periodo 7; os pontos de inflexdo sdo M;(T + km; —2—-) (k=0 +1, +2,..); as
assintotas sdo x = sl m + km. 965. E uma fun¢io periédica par com periodo 2m.

4
) 1
No segmento [0; ®]: Ymax = quando » = arccos V3 ; ¥max = 0 quando
. ;
=1 Yoin— — 4___ quando #x = arccos -—-—3- ; ¥min= 0 quando ¥ = 0; os
x V2. 4¥7 ). VT
pontos de inflexdo sdo Ml[—z-; 0]; M,[a.rcaen~3—. 27 ) My T — arcsen ——;
- —"%—) . 966. E uma fungio periédica par com perfodo 2r. No segmento [0, w]:
1
s =103 — —quando ¥ = arccos | ——=|; Ymin = —
Ymax = 1 quando ¥ = 0; ¥msx 316 q ( Vﬁ} 'min
1 7 A
— quando x = a.rccos—y-ﬁ; N m_ — 1 gquando ¥ = 7; 0s iontos de mﬂféo
3 4)[13 13) 4 Vu)
. 0]; —=. —\|| =|; Myarccos{ — || —|; —m=—V —|"
sdo MI[E 3 0] 5 M,(a.rccos v v 18) ,( ( VIS . &
967. 2 uma funcdo impar. Os pontos de inflexdo sZo My(kw; kr) (k = 0, 41, £2, ..).

a ;- 5 =~ 1,57
968. E uma fun . Os pontos do extremo sio A,,(+ 2,83; — L57); ymsx =1,
quando x = 0 g:n};):rde reversdo); os pontos de inflexfo sdo M, (4 1,54; — 0,34).

060. A funcio € impar. Seu campo de existéncia é —1< # < 1. O ponto de
™

inflex@io é O(0; 0); as assintotas sdo ¥ = 4 1. 970. A funcdo é impar. Yy = il

3 3 i
—1+4 2k quandox=%+kr:; ¥Ymin = ~2—=-:+ 1 + 2km quando ¥ = — 7 + Aw;

2k + 1
o ponto de inflexdo € My(kn, 2km); as assintotas sdo x = —-2—11: =0,

4+ 2,..). 971. A fun¢fio é par; ymm — 0 quando » = 0; as assintotas sdo y = —
b a0 s (quando # - — ) e y = o | (quando x — + 00). 972. Y =0
74

™
quando » = 0 (ponto angular); a assintota é y = 1. 973. Ymtn= 1+ -; quando

Lol 1 quando ¥ = — 1; o ponto de inflexdo € (centro de simetria)
2
(0, ) ; as assintotas sdo y = # + 2m (esquerda) e y = # (direita). 974. ymin & 1,285

=1, Ymix =

T
quando # = 1; ¥pax = 1,856 quando ¥ = — 1; o ponto de inflexdo € M( 0, —2—-]

X x
as assintotas sdo y=€ + 7 (quando x —»> — ) e y=-i—(quandox—>+ 00).

975. As assintotassdo ¥y = 0e ¥y = x — In 2. 976. Yy =~ 1,32 quandolx =1; a assin-
tota € x — 0. 977. A fungio € periddica com perfodo 2mw. Ymin = = quando ¥ =

S 7 + 2ET: Ymix = € quando x = % + 2kn (R =0, 4 1, £2, ..); os pontos
2
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o Ty
de inflexdo sdo ;‘I»f;(a.rt::sem—l"—'-,—-z1 + 2km; & 2 ) e Ng(—arcsen ﬁ; L =0

V5=t
+ 2k + 1) n; e % | 978. Os pontos do extremo sdo 4(0; 1) e B(1; 4,81). O ponto

de inflexdo & M(0,28; 1,74). 979. O ponto de inflexdo § M (0,5; 1,59); as assintotas
sdo y & 0,21 (quando x - — o) e y ~~ 4,81 (quando x —» | c0). 980. O campo de
determinagdo da fungdo € o conjunto dos intervalos (2kw, 2km + ), onde & = 0,

+1 +2 .. A funglo € periédica com periodo 2r; Ymix = 0 quando » = —:— -+
+ 2km (R =0, +£1, 42, ..); as assintotas sdo » — kx. 981, O campo de determi-
nagdo € o conjunto de intervalos ||2& — -—21-] I, [Zk + -;—] 'n:] , onde 2 é um ni-

mero inteiro. A fungfio € periédica de perfodo 2w. Os pontos de inflexio sio
My(2kre; 0) (R =0, £1, 4 2,..); as assintotas sio ¥ = + — + 2kw. 982. O campo
de determinacio € » > 0: a fungio é monétona crescen%,e; a assintota € » = 0.
983. O campo de determinagdo € | » — 2k | < = (k= 0, £1, + 2,..). A fungdo &
periédica com perfodo 27; ¥mim = 1 quando » =22.k7: (R =0, £1, + 2,..); as assin-
totas sfio x = = + km. 984. A assintota € y & 1,57; y — — = quando x — 0 (ponto
limite do extrez:no). 985. Os pontols do extremo s3o Am(j;zl.Jl: L57); Ymmm=0

quando x = 0. 986. V¢ — [i] ) ~ 0,69 quando » = o = 0,37; y — 1 quando
e e
1

# = + 0. 987. O ponto limite do extremo é A(+ 0; 0); Ymix = €° =& 1,44 quando
#=e = 2,72; a assintota é y = 1; o ponto de inflexdo é M,(0,58; 0,12) e M,(4,35;

1,40). 988. xpn = —1 quando ¢ = 1 (y = 3); Ymin = — l quando ¢ = — 1 (% = 3).
989. Para obter o grifico é suficiente variar ¢ dentro os limites de 0 a2w; *pin= — a
quando #=m(y =0); #mex =0 quando ¢ =0(y =0); yuwm= — a (ponto de

reversdo) quando f = 4 -—322 (¥* =10); Ymsx = + a (ponto de reversdo) quando

ki i 3 5 Tre
¢ = — (¥ =10); os pontos de inflexio quando #—=—, -, 7% _/m®
2{ ) i 3 4 4 | 4
x—;l:—-—a——- ¥y = 4+ s 990. x, Sy quando #= — 1 (y = —¢)
BTG I R i e P ’
SRS X : i VG il vz
Yméx = — quando f =1(x =¢); o ponto de inflexio & | — ; V2 e
e .z
i : -
quando ¢ = — V2 e | V2 & T quando ¢ = }2; as assintotas sio » — 0
[

Py=0 991 xyin=1le€e Yppu=1 quando £ = 0 (ponto de reversdo); a assin-
tota é y = 2+ quando #— + 0. 992. y, =0 quando f = 0. 993. ds — dx;

¥ T ala? — 22
Lo o L My 994, ds — L i.._x_dx; o8 o s ————————,
a a a a® — 2 Va* = c2x?

=

RESPOSTAS 417
= r gy e e b
sen o = — , onde c:]f'a—b.995. ds=._.;/p + 3 dx:
Vat — c2x?
4 T are
cosu=—z—:senu=~f,ﬁ. Wﬁ.ds=V’idx;cosa=V.f.;
B e + 5 x a
s
] 1
sen o = —- 1.99?.d5=coshidx; CcOS o = . osen o = tgh_'i.

a a x a
cos h —
a

£
908. ds — 2a sen—i-a'!: cos o = sen—g- ; seng = cos — . 999.ds = 3asen fcos tdf;
2 3

— 1
cos o = — CcOs f; sen o = sen {. lﬂm_ds=aVI+g'd?:cosa=T.
V14 ¢t
LT 1
1001: & V14 o2dp; cos B = — ?-_-——‘— TH0Z e e i dp; sen f§ =
2 (e
P re cosni
2
— cos L. 1003 s —'a cos %dq}; sen f§ = cos % 1004, ds = r}'1 + {In a)* dp;
2
sen B = ——.I_— . 1005. ds = i dq): Sen ﬁ = COS 2:?. 1006. K = 36.
V1+ (In a)? r ;
1 a b 6
1007. K = — . 1008. Ky = — ; K= — . 1009. K — — | 1010. K — ——
32 AR S 13Y13 aVz
. 9 9 A T L
em ambos os wvértices. 1011.[§; 3) e (—8— —3]. 1012.(—-— 3 ; -2—]
3/2 2 2
{1+9x1}3r‘2 A (b2 + aty?) 2 bk (2 4+ 1) ;
1013. R = | ———"——|. 1014 R = == 220 1015, '
1016. R = iasenﬂ\. 1017. R = |at]. 1018. R = |r¥1 + A2|. 1019. R =
2
) 11 16
=‘i aloos s 1020. Ry =|p|. 1022. (2; 2). 1023. (_?a; & a}.
3
; 2
1024, f:—3}=+{y = %) :%. 1025, (¥ + 2) 4 (y — 3)2 = 8. 1026. pY* —
2 2 4
8

= — (X — p)® (pardbola semicibica). 1027. (aX)? + (bY)3 = ¢2, onde c2=a?— b2,
27

Capitulo IV

Nas respostas deste capitulo, para simplificar omite-se a constante arbitraria
adicional C.

. 1034, a*x +

4 b 3 ﬂb 2
10312 7. 1022 208 4= 48 % 35 1033, L} et N g -—ZL
7

n—1

4 2 e e L ——
B TE U ahae 2 g, X 1037. {nx. 1038. ax —
2 7 3 n—1
4 5 3 A7 s 22 =
933,933 2 22 ol R
——-?a x -i-—?-a x Sl 2 1039.T+x. 1040, 3 5
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220 %
4n + 1

2 [ x 4amin )z

e 1042. 2aVaz —
dm + 1 Zm+2n + 1 aVax — dax +

Nl 3 it
+ 4z Vax — 222 + 2'?_ . 1043. —l: arctg S04 l__ m|-Z Vio
S5)ax V7 V7 2y 10 x+ Y10

x

22

—6 Yx. 1041. o

. 1047, arcsen

1045. In (x + V4 + #?). 1046, arcsen

1 ! (3e)*
Fazer tgh® ¥y =1 — ——— . 1049. a) — ctg ¥ — #; b) # — ctgh ». 1050, —— .

cos h? » In341

e
.Soluqﬁo.s & dxz._as__gf‘_ﬂ_
ar—

1051. a In = —aln|la— x|+

a—x a—x

+alnC=aln

a—x

1052. ¥ + In | 2x + 1|. Solugdo. Dividindo o numera-
2
—_Zx L =14+ ———- Donde S &t ﬂd’x
22 o1 2% 21 2% =

=de+s d”-=x+s AL, 7 MRS VT VIO R V3. L
22 + 1 2z + 1 %
11 a af’

b s
4 m 3420 1054 2 — Zinja+ bl 1055 2 x4 Z—F
4 b bt @ e

dor pelo denominador, obtemos

In|ex + B].

x? x® 2% 23
106. — +#+21n|x— . 1057, = 4+ 2% 4 In | %+ 3. 1058.—-|-T-{-
4

4+ a2+ 2%+3In|x— 1| 1059 a%x + 2abIn|x—a| — . 1060.In| % +1| +

x— a

1 ; Indicaqﬁo.s. % dx "-'-"'S (x+n'_ldx—.-=s dx “‘S dx ;

x4+ 1 (x +1) (x + 1)2 x+1 ( + 1)2
1061, —25/T— . 1062. — = V{@a—b#°. 1063. V=* + 1 Soluqio.s %%
3b Vat + 1

N i ) S vy In® x 1 ( V;]

=\ 1. 1064, 2Vx + . 1065. arctg |z | = |-
2 S X+ 1 2 V15 i 5

Ty a -+ b ||

st L =W AR 2 g B iy Vet bibale 0]
‘1}’1‘1 x]."? A }iz Zi/a" — b* Vﬂ—i—b—‘ xla’a___ b

1068. » P’Z—a.r.::tgi 1069. — -x—n—[—i lnlas—xgi] 1070 x—iln(x’—t—
1 V2 2 2 2

b Ll 1
- 4) + arctg = . 1071. 1_ In 2¥2 x+ |7 + 8a%). 1072. — arcsen (x i]-
2 2)2 V5 7
e LI Y S 23 =VZ | og, 3 arctg (Vix}—
3 26 2¥3 + V2 V35 7

o Vo mes om. 078 2 YER T 4 —V-%ln (V5 + V52 F1). 1076 V@ — 4 +
5 5
L 3102+ VAE— 4. 1077. Ln|s2 — 5|. 1078. _‘liuzn @22 + 3). 1079.51-1n(a=x%+
2 a

2
2 + L arctg 2% . 1080. L arcsen 2. 1081. £ et a®. 1082, - In A8 o
a b 2 a? 3 3

—In(x +Va® + 2).

1048*. a) tg ¥ — x. Indicagdo. Fazer tg?x = sec®x — 1; b) » — tgh #. Indicagdo.
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x 2
by A0l U [EICtg -z—] \
4+ V*® — 1|. 1083, — V{atcsen »)®. 1084. ———< . 1085. —In (14 4#%) —
l -3 4 8

Viarctg 2x)3 R g 1
— s e . : . ——e ™% 1088, — ——— 4237,
£ . 1086. 2)in(x + V1 + #). 1087 —¢ 088. — —— 4
2% 2%
i Tl T TEE T T 1
MG AIEA SR oo e U L T i ] i ol Y 518
2 2 Ing —Inb| b* a®

2 (1 3%, —7# 1 1 =
1092.—*(—- a2 +4a 27|, 1093. — —; . 1094, 77 . 1095, — &% .

Ina \ 3 265 + 1 2In7

x 4

1096.L5V‘—. 1097, In | &% — 1|. 1098. — A V(a — be%)3. 1099.3_“(3-5 o 1)?-

In5 3b 4

F

1900, . s L Bl S el S e T LR i 2

3 3ln2 2% + 3 3 2T + 3

1 14 e 1

1101. arctg(a®). 1102. — — In | ——— 1103. arcsen ef. 1104, — — X

Ina 2b 1 — b2 b
% cos (@ + bx). 1105. V2 sen > 1106. x — g cos 2ax. 1107. 2 sen V=

2
2
1108. — In10-cos (lg ). 1109. % Ly S0 x. Indicagdo. Fazer sen® x = —!- (1—cos 2x).
2
>

e - RN Indicagdio. Ver indicagdo para o problema 1109.

2 4

t

mr. Ltg (ax 0y m12. — 822 L 5 3. elalte > |, 124, L e {22 +

a a 2a 15 2
2l ' s 7 T 8 S i s | 11306, A1 T (e 110, b coa. (1 — .

8 a 2 2

2
1118, 4 ctg /2 — V2 In|tg xV2 . 1119. —In [cos x|. 1120. In |sen #|.
V2
1121, (@ —b) In |sen b ] 1122, 51n | sen —‘;- 1123. — 2 1n | cosVx |.
JT
4
$0945 5L T st (A0S Ry AER8 T g XY ALR6. e K anay, Z2 0%
2 ‘ 2 a 24
1128, — : 129, — L 1 (3 + cos 3x). 1130. — L Vcos 2z.
4a sen® ax 3 2
5
iy
131, — 2 Y{i53eo P 132 2t 2. 133 2 Viga. 113a, — 2 £
9 q 3 3 5
1
1138, Mifte '3+ =t} 1136 L [1n |45 25 |y 2 0enus) . | 1937 = 1n 43 —
3 cos Jx a 2 3a
2 3 . x 1
— actg 3x|. 1138, — cosh 5 — -— sen h 5x. 1139, — — 4 — sen h 2x,
5 5 2 4
1140. In tgh-x—l. 1141. 2 arctg *. 1142. In|tgh x|. 1143. Incosh #
2

2r%
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SR 1
vV

1144. In [sen h x|. 1145. —

)

1 ) "I 3 3 1 .
1147, — —arctg — . 1148. — — ¢ %", lll!l.V— arc Sty (LA A 3
75 s 2 2 *(”Vz) s

1153.%[1:1 | sec 3x + tg 3x| + ] 1154, — ' 1155, In|tgr+ Vig2x —2].

sen Jx In x
Ly 1 aenE V(z;—‘+ n&
1156. J2 et R i el fg 2 il
V2 arctg (xV2) CA T 1157 e 1158
1159, %arcsen[x’). R0, 1 tpad o ix. 1068, 2 BB e e B X
a 2
I LER Pl Y,
1163. a lnl tg (% & -:5) |l 1164, % YT+ st 1165. —21Injcos Vx —1|.
1 In? 2
1166. —1n | tg "T | . 1167. *°t6 * Ll:i)_ + arctg x. 1168. —In |sen x -
+ cos x|. 1169. V2 In|tg —> ‘ 25— VZooeE. MTx 4t ’i:V_"-]
22 y2 x+ V2 |
sent ¥ ‘V:T e
1171. In | x| + 2 arctg x. 1172, ¢ . 1173. —— arcsen ———— 4 J/4 — 3%
V3 &
Al 1 ; a—b !
1174. x — In (l + £*). 1175, —————— arctg - | » . 1176. In (e!x -+
Va® — b® a+b
+ Ve — 2). 1177. L In|tgax|. 1178. — L cos[zf + @g)- 1179. Lt In fokiny .
a 2w T 4 2—Inx
FA L
[a.rccos 5‘} -
0. i AL P LA L P {?&_”] 1183. — 2 ctg 2x.
. 2
T s Ve b,
tans, BEA N VTS 1388, b (sec #k Vet & D). 1IB6 —llnw-
2 4 V5 —sen 2x
dx
1187.-—-1:a.rctg (tg_x] . Indicagdo. S oy = e = i ilad .
Vz Vz 1 + cos® x sen? ¥ 4+ 2 cos? x tg?x 2
2 1
188, — Voo (# + VT + a5, 1180. < sen h (¥4 3. 1190, Jtehx

2
quande x > J2; b) —In (1 4 ¢9); ¢) a:_o (551 — 30
x

1191. a) arccos

d) *2‘ Vi + 1) —2Vx + 1; ¢) In (sen x + J 1 + sen?x). 1192. i [M

4 12

5(2x 51 » 25 L5 Zepn—1
_.—(_”l—"l"—]— . 1193, z[%-—i+2Vx—ztn(1 +Vx)]. 1194, In| — | -
2 V2% +1+1
1195. 2 arctg Ve — 1. 1196.In x —In 2 In |In x + In 2|. 1197, [2resen #)%
3

=% 146 — In M — 4 4 1),

P 2
+ V2 F 33%). 1150,_3__32_.+x—2In|x+1i. llSl.—V—i_E. 1152.In| x4-cos x|,
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1198. 2 (e — 2) fer + 1. 1199.—} (cos? ¥ — 5) Jcos ». 1200. In
3

x
14+ Va2 4+ 1

e d [ LR A o 2
B Mehchn. Paser 20 o gmgy o & YT A 5 -;- arcsen x. 1202, — 2 )2 _ 2
: 2 3

e Y2 — a2 1203. Va® — a® — | a| arccos Lﬂ. 1204. arccos ;56 x 3¢ 0 %)
3 x | %]
2 e
Indicag#o. x=~:—. 1205. V2 + 1 — In #‘ 1206. —_Kih_”'

Observagdo. Em lugar da substitui¢do trigonométrica pode-se utilizar a substituigdo
i 12070 V1 — 2% 4 & arcsen ». 1208. 2 arcsen}/x. 1210, bl Ve — a +
z 2 2 2

2
4+ % x4+ Va®—at|. 1211 xlnx — x. 1212. x arctg x — -21_ In (1 + #9).
2

o —

1213. x arcsen  + VT — 2. 1214, sen » — # cos ». 1215, 250 3% _|_°°593"1|r .
3
1216. Bl s Rk e WA o L 1 o Ratste. B
et 2% 1n2 2 27

lugar de integrar virias vezes por partes, pode-se empregar o seguinte método de
coeficientes indeterminados:

Sx’c"" dx = (422 4+ Bx + C) 3%

ou, depois de derivar,
#33% — (A4 + Bx + C) 363 | (24x + B) .

Simplificando por €** e igualando entre si os coeficientes que tém as mesmas potén-
cias de x, obtemos:

1=34; 0=3B {+24;: 0=3C+ B,

3B e — E; C— % Em forma geral SP,.(x) &% dx = Ouxlx) 2%,
9

donde A = i

3

onde Py(x) € o polinébmio dado de grau »# e Qn(#) é um polinémio de grau » com

os coeficientes indeterminados. 1219. — e *(a? 4+ 5). Indicagdio. Ver o problema
x

1218**. 1220. — 3e_ i(ﬂ + 9x2 + 54x + 162). Indicagio. Ver o problema 1218%*,

§r L A _|_“"'311 s . 1222, Ltk o sen 2x +.._?i"__.5_0032_¢_
4

4 8 4
Indicag@o. Recomenda-se também utilizar o método dos coeficientes indeterminados
na forma

S Pu(x) cos Bx dx = Qplx) cos Pr 4+ Ry(x) sen Bx,

* Daqui para frente, em casos analogos, indicar-se-4 as vezes uma resposta que
corresponda apenas a uma parte qualquer do campo de existéncia da fungéo subinte-
gral.
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Inde Pu(#) € o polinémio dado de grau n e Qn(#) e Ry(#) sdo polindémios de grau n

lom coeficientes indeterminados (ver o problema 1218**). 1223. s In » — T

In » 1

2x2 472

224. xIn? x — 2x In x + 2x. 1225. — 1226. 2)x In x — 4} x.

2 2
m.-—x;-—larctgx—f. 1228.x—arcseux—%arcsenx-{-%?l-—xs.
2

x

229, xln (¥ + V14 2% — V1 + #* 1230. — vctg #+In|sen »|. 1231. —

sen ¥
i ] z
1232. e*(sen ¥ — cos %) ! 1233. 3*(sen x + cos x1n 3)

- In
2 14 (In 3)

x
%3

&%%(a sen bx — b cos bx)
a® + b*

237. 2e""_(}/.v— 1). 1238. [”TB — 2 + Sx] Inx —

234, ) 1235.% [sen (In %) —cos (In #)]. 1236, — —

£ o 28

he In? 2
Fan A b ’i—x IRl N A L L VLT YO RO S (O

1 2
 In x. 1242. f arctg 3x= 2 Lmesr 1) 1203 2T E faretg 90
3 18 ' 162 2

— x arctg x + ok In (1 4 #%). 1244. x(arcsen #)® + 2)/1 — »® arcsen ¥ — 2.
2

arcsen ¥ x S —
245, ————_+m|——- 1246. — 2Y1 — xarcsen Vx + 2V=*.
2 14+)V1 — a*
2 7o —2 2
247, xtg2x+ In|cos 2% | i R i cos 2x sen 2x _1]'
2 4 o,
249.1_'_ xcos (21n %) + 2 sen (2 In ) 1250, — x —-+—-arctg
2 10 2(2® + 1)
1
polugdc, Fazendo u = x ¢ dv = 4::_&_.;; , obtemos du =dxetv = — ———-
(22 + 1)2 2(x2 4+ 1)
Donde - f S i a -1- arctg x + C.
S (#2 12 224 1) 20 +1) 2" +1)
1251. > (_1_ arctg . + = A < ] . Indicagio. Emprega-se a identidade
a® a a 2224+ a
2
= _12 [(#* + a®) — #%].  1252. % Yat — af + “T arcsen —— (@ > 0). Solugdo.
a a
TR a
Fazemos u# = | a 2?2 e dv =dx; donde du = — —;x-__x— e v = x; temos
la2 kot xs
\ Va® — 22 dax = xVa® — 2% — —g: % Var — 2 — —E-wé—;a—g ar =
! Vat — x® Va® — 2%

L xVa® — A% —S Va’—-x’dxi—aﬁs —V—%-z_—. Portanto, ZS Va® — x® dx =
; a b

RESPOSTAS 423

A Ll AL
= x [a? — 2% 4 a® arcsen 4 . 1253. —:- VA+24+"In|x+ ¥4 + #%|. Indicagdo.
a 2

Ver o problema 1252*. 1254. — —Z’i Yo — 22 + —z- arcsen ——. Indicagio. Ver o
3

problera 1252¢, 1255. 1 arcte it os6 by T e e L
2 2 2 ¥+ 2 Y11 Y11
7 R
1258, ik In (2 — 7x + 13) + arctg T . 1259, 2 In (2 — 4x + 5) +
2 V3 V3 2
. 2
-+ 4 arctg (x — 2). 1260. x-————'?-iu(xs—i— 3x+4]+;,-—arctg L_j-
2 V7 V7
i
1261. x + 3 In (4% — 6x + 10) + 8 arctg (¥ — 3). 1262 arcsen "_"’5.— ‘

1263. arcsen (2¥ — 1). 1264. In

x+-%+‘/x’+px+ql. 1265. 3)4® — 4x + 5.

1266. — Zl"’i — x — 2% — O arcsen —%-Ail—— 1 1267. --L—— ]/5x3 —2x 4 14+
V5 5
+———1In P B N e peerer | LT i ) (PG, LA
55 V5 1+VT= a2
1265, |- atteen 2T X N300, accmn o A Sl adaarian :
zV5 }Vz %+ 1
o i e e
1272. 2 F Ve + 22+ 5+ 21n (x+1+Vx=+2x+ 5). 273l = le—;ﬂ =
S %arcsen (22 — 1). 1274. 2_x—|—_l_ Vi—2—23% + i arcsen ol
8
1 x?—3 1 J—sen x 1 —_—
1275, — In . 1276, — —arctg ——— =, 1277.In (¢* + — + V1+e* + 3
R =i T 2 A
1278. — In ]cos 24+ 2+ Veos?x + 4cosx + 1]. 1279. — }'1 — 4ln» — In%x —
L v et 0B i e 0 R O U e S g AR (IR
a—2b x+a
Uhy 3 LY 4 = 5
L e el gl (8 £ 30 R oes i [ T DS — 0)
12 (x + 2)* | (% + 3)7
1
2, 4161/6
1284. 5x +In -”f—(i_")?—a . 1285. +In o Yaepl lilily
(x— 17/ 1+ » x4+ 1 4
1 16 2
4 2 ot I SIS L S R el B
16 | v — 1)? @x + 1)° 200 G e r 1D 2(x — 3)
1 ik
e 1280, 2 = i REEE L R0 | A s
2(x + 1) 49(x — 5) 49(x + 2) 343 x4+ 2
oo v SRR L ST T SR T SO T x—l——ln e
2(2® — 3z + 2)2 Va2 + 1 ¥+ 1

1
—-l—a.rctgx. 1293. —1n|x-—3!-——-ln1x—i|—|——1—-1n{x3+1x
2 52 20 65
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e arctg (» + 2). 1204, o In Ll -4 arctg e 1 .
6 A2 — x4 1 V3 V3
2
ygps. bl o "VE"" : +E aire A2 Lsipag il gl
412 2 — xY2 41 4 1 — 42 4 M-zt 1
2% — 1 % arctg x 2x — 1

-+ arctg — . 1297, b ey kel A S

2V3 xV3 2(1 4 2% g 2 2(a2 + 22 + 2) .
4 oarctg (v + 1). 1200, In|x + 1] + ¥ 42 il b B PO

1 3(2® + 41 3¥3 V3

3z 15

— —In(2® 4 x 4+ 1). 1300—-— 1 2 — —

- "[x’—‘ix-]—j)_'- > n (¥ 4x + 5) + 2a.ﬂ:tg{:r 2).

— 2 4+ x 1 1
1301. ——— In 1] — —— 2
TP 3 |+ 1] % In (22 4+ 1) + arctg x.
1302. e arctg ¥ — AU L B e In el . 1303. o e
8 4(xt — 1) 16 x4+ 1 48(1 + #%)3

15 x—3

_ tg %, . X —
+43arch 1304, » o, + 2In (#® — 22 + 2) + arctg (¥ — 1).

1
1305.2—1(81n[x’+8|-—1n|x~’+l|). 1306. — : lnlx‘—l[——]n|x3+x‘-—1|-——-
4

24 1 LN

1 13 3 4
& % Wi, S Lis vl 4y
2V5 268 + 14+ V5 2{x—-4)’+x-—4 xr—2
1308.1(21u|—”3il—~1————1-— NG & AR A B . St
23 2% 4+ 1 xr— 1 x—1

1
1310. }n|x]—r'?rln|x7 + 1|. Indicagio. Fazer 1 = (7 + 1) — 27, 1311. In | x| —

1 1 1 1
AN T S OO R e ] o el
- e 1) = arctg (¥ + 1) = arctg - /4
1 1 1
Bl il 2 LA sk = gl .
9(x — 1)° i(x — 18 7(x — 1)? 540 3B

3(x —1)2 e Y 11
(= % D +x]‘ 1316.-—“1- 2V (ax + b)5 —

-.ib‘({ax-f-b)’] 1317. 2 arctg Vx + 1. 1318.6 Y — 3 V» +2Vx—ﬁln(I+Vx)
1319, —?-xyx——-Vx‘—?ifx'-}-?.l/;—.ivx-—ﬁVx—-31n|1+;’x|+
Vx+1—12
_w_"_-_x+2+y’£_|! 7 Mctg2¢+l.
_zﬁmth§. 1322, — 2 arctg V1 — &. 1m.§(x~—z)+%ln!x+

1 (x—1)3
— — — arctg x 1315.2)% —
— - arolg #. V-1 [ S

-+ 6 arctg Y. 1320. In 1321. 2}~ —

2
R L L, 4808 meidgy B b 2 L it
3 (z— 12 V3 Vs e i
1 f E
SRR e JRRERCEY TN £ M N IR LT e e Y
x—1 e 4
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2 it
._—-]n(Zx—l—}— z]fxﬂ —x+1). 1327. — _——-—3"'*‘: e Y1—a2 1328 {%,_2_54,3 =
Sea b
+Ex‘]}'1+x=——ln(z+i‘ 7). 1329. [_+2‘; I/x‘—l—; a.rcsen-!--
=3 X
1330.—1-—1/,:’+22 —larcsen 1331. R+In| x| + — ln[x———l-ﬁ']
2(x 1) 2 x—l—l 2
x —_— 1 14 a2
R UG T s Ry, de R = Va2 — x + 1. 1332, — ———— -
( Py ] Wi v 2 V14 2a%
¥4 L1 2y 7.7, S V
AR e RIS T o G T et T
Y2+ 1-—1 2 348
U 3
jaas Ly o0 13 e B nree s Y1 A 133 - s
10 224241 2 V3 #(242a8)

1337. — 2§ (» ¥ 4 1)2. 1338. sen x — % send ». 1339. — cos x + %cos-”x —

3 5
o cos® x.  1340. s MM S e LBUTRL + 1 . cost 2 —l cos® o A
3 5 4 2he. 3 2
3 4
1342. “’;x —— 12 — 2 In|sen x|. 1343. -3;31— s . “’;2”
sen? x 4
32
Vaad 2 SR N g A den Rl B faae D x t e G
8 32 16 64 48 16 12
1 1 ctgd » 2
— sen 12¥ — ——send 6x. 1347. — ctg » — . 1348. tg x + — tg¥x
T 144 3 3
tpd
i L SRRY SRS L B T (T oL AR L P
5 3 5 3
1 1 1
et D Tt Al e IVABED. et emiiss | AR
2 2tp® x 4tghx x 2
cos? —2-

£ b — COS ¥ 3 cos x
tg{?+7]|] g 4 sen® » 8 sen? x +

1353. -—g[ln
sen 4x 3 sen 4x +iln\tg(23+%)}-

tg—;-i-i-ln

1
e E- In |tg b . 1355.
8 2 16 cos® 4x 32 cos? 4x 32

2
1356. itg.ﬁx — x. 1357. — e o In|sen x|. 1358, — —;- ctg® x 4 ctg ¥ + =.
5 2
2 242
1350, 2. 4pp X 4 ses X LS X 1 dlnlces = + w2360, E 202,
2 3 3 3 3 4 8
1363 i‘g:—’ 1362, — 2 Yootz + 2 Yooz — Tj'ﬁ- Ycost® . 1363. 2Vtg =-
4 5
22 2 z 8
1364, ! In e 2V_:+ et —‘;axctg e , onde z=)tg x». 1365. LA x+
2¥2 2 —zy2+1 V2 #—1
Gl 2% . 1366, — ot 2§x_+ sen Jx . 1367. 1st:n 2— 4+ 3 sen -
50 10 5 6
sen 2ax xcos2b tcosp sen (2wt 4 @) A

1368. > cos = — L cos x. 1369. "B . 1370.
R 1a 2 2 o
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1379. -;-:;x—gln]z sen x + 3 cos x|. Solugdo. Fazemos 3 sen ¥ 4+ 2 cos ¥ =

= a2 sen x 4 3 cos x) + B(2 sen x 4 3 cos x)". Donde 2x — 38 = 3, 3a - 28 — 2

2
o Bottante: 4 < R e I Lurduise L R s A a6 ¥ L IR EL, 0
13 13 2 sen ¥ + 3 cos x
5 2 5
——S L BenoF dafion ahiegps T LLIEN | In|2sen # + 3 cos #|.
13 2sen ¥ + 3 cos x 13 13

1380. — In |cos ¥ — sen x|. 1381. 4y arctg [tgzx ] Indicagdo. Dividir o numera-
2

dor e o denominador por cos® x. 1382. _1__ arctg( V3 tg = ) . Indicagdo. Ver o
15 Vs

. Indicagdo. Ver o problema 1381.

problema 1381. 1383. _lln M

Vi3 |2tgx + 3 4+ V13

1 tg ¥ —
1384. — In r Je Py | Indicagiio. Ver o problema 1381. 1385, — — L |
3 tg x 2(1 — cos x)*
1386. In (1 + son® 2). (1387, =L g V2 hem2e . X 3—sma
2y2 ¥z — sen 2x 4 1 — sen x

Ztgf—l ! thi_l
—arctg ————— — — arctg

V3 Yz 2y2
tidade - = 1 . : . 1390, — x
(2 — sen 2) (3 — sen x) 2 —senx 3 —senx

i 1
+2In| —= | Indicagfo. Utilizar a identidade — — Son ¥ £ €S % _

tgi+1 1+ sen & — cos »
2

1389.

. Indicag¢fo. Utilizar a iden-

2 a
41391 Los e R R g 3x + sen h 2x
14 sen  — cos x 3 —‘8 —-—4

senh 4x sen h4 x sen h 4x
4 ——— . 1393. —— 1304, — + _
32 4 32 . 1395. In

+

1 2
—. 1396. — 2ctgh2 x. 1397. In (cos h #) — tg‘; X 1398.5— ctg h ¥ —

tgh 2
2

cosh

:
1api. e 2 SRR (e T et s e b
20 28 24 16 8
2+tg~’:- .
o, Ll X 20 6 In|tg (i+£] S aae e 2
4 x 24 2
2 — tg —
tg 5
13%6. — x +tgx+secx. 1377. In|—2 |, 1378 arctg [1+ tg 1].
tgi—S
2
12 5
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3 tgh — +2 2 e
_ <t8h3% 1309, arctg (tgh #). 1460.-%arctg il [ou arcts (e’i’ﬁ)] -

3 =
j4p1, . . sembtx eenh2% ' ¥ fodicagdio. Utilizar a identidade
f 2 4 2

-1
senh » — cos h x ;
1403. x+lV3-—2x—-x3+2arcsenxj 1404, — ]f2 22+ In (x4 V2 + a2).

2

714
1405. X Yo & 2 — %In (x + VO + #%. 1406.
2

= senh » 4 cos b x. 1402. —In {Vfcos h z# + Jcos h 23).

ymﬁz + = In (=1

s AR S He — 2x -
4V —2252). 1407. Z {Z@ —4—21n|x +Va® — 4| 1408 N 7o il
2
P LT ) B
--—1n|2x+1+2)/x’ 7. 1409.—f—-2——;’x=—6x—~7—-81n1x~3+
+ Va®— 6x —7|. 1410, ——(2x+ 1) (822 + 8x + 17) |./x=+x+1+—1n(2x+1+
2 Fil 1 % V2
2 - o 1412. e 1413.-—__a.rctg —
4 2)a? + x+1). 1411.2 S 4}/‘:72‘_‘_5 }/2 Vl—x“
; =
DTV S B R S L 1415.f-[x‘—-233+5x"——5x+—]
2y2 ]/1+x’—x]/2- 2 ; .
X COS 5% sSen ax
1416.l(x“+isen6x+-’f—cosﬁx—-§1%sen6x]. AL & St o =
6 2 6
e* (2sen 2x cosz.r
S EEEEN . SRT has £L2 sen 2y icon 2 1419.._(_“_4“—_._
2 8 3 5
__ 4 sen 4x + cos 4x]_ 1420. %[z{sen % + cos #) — sen x]. 1421 ——~Z—-|-
17

+-1—1n[e=—1;+iln{e*+2). 1422. » —In (2 + €& +2 Vet + x + 1).
3 6

1423, — [xaln S ftd +ln{1—z’)—|—-x’]. 1424, #1n (» + V1 + 49 —
3 1—x

x2
2VTF #In (¢ + VT F 79 + 2+ 1425. [?— arccos (5% — 2) —
—_— os h x —cos x sen h x ¥
PR ol Y, gy, e i, S 1 S Sl v A
100 2 1 : 4
1 x ; x (k) S
= 2n — 3) Iny|: 3= — -+ arctg ] ;
C 2m—1) @? [ (32 — a?)n? &5 ) Tn 1] Baus [x’Jr P, 2
3 xsen®™ly =n—1
) #3a* + 5a¥) , 3 arctg i]_ T A o AR
P 4a2 2a?(x% + a®)® 2g3 a n n
Tk 3x cosxsen3x_ 3sen2x:Is=_cosxsen4x__4_cosxscn9xh
T 4 16 5 15
sen ¥ n—2 [ __ sen ¥
—_ -8— cos x¥. 1429, Ip = -+ Tu-3: dz=

15 (n — 1) cos™ 1 x n— 1 2cos® x
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1 x T sen x 2
CRRIG T By ot e S, [ S S G S f e
2 [g[z 4 S T BT B il e i

1431.

—— arctg ______V?._{x oL,

Vi4 Y7

1433. L’—-_z—]-]- In (x=+x+_]+ arctg 2x + 1). 1434, —1In
5

5
3 1
= |_ Latab . g o et ,_ ]

a®

1435. 21n

x4 2 x-ll-z x4+ 3 2 Y2 F1

x
1437. ( + arctg —-”_] T T A
V2 4| 1— a2

x+1
x—1
L2 2 2% —'1 23+ 2)x)
= — arct B VT ek b Fod R
2 PSR T e T iV il e e
1441. e e Tl P e i L l442.]n(x+%+]"x’+z+!]. 1443. VE;—
3 2x — 1

i €1 1 g A R e TR R 1 T Ty A T
Va+1 f4x® — 22 + 1 ¥5-">—1

L 4In (14 Y5—2) 1447. In|x 4 Va? — 1| — —% . 144s. m—V
4_..

—% Y275 1444.

Yt — 1

2 4+ 1 x— 1 1

1 1+ x’
1449. — sl BTy =2
5 arcsen 7z S € it 4l e MR i) b e Tl 2

-

2 Va? + 1 8 %

— —————— arcsen __2_(:_4—_-1)_ . Indicagdo. —1— == ! : ;] 1

SVi x;—‘i 2 4 4x T 7_ xr+ 4
1452. 5 Vat — 9——n|x+ Vx:___gl_
2

1 s el

« 1453. — (Bx — NVx — 422 4
16

- -; arcsen (8x— 1). 1454. m} 4

(324 2x+2) V224 2x +2
| 424 2V2 + 2 1 g

3

(e Sy s . sl gy 4 Va1
T sz+21+2—3-1n{x+1+ Vat 4 2x+ 2). 1456. ___iL_E-_
x

i 2 __ 1)3
Vet = W gy 1o
3

. 1455,

V1—a2—1
Vi— %+ 1
{—2+I)——1—amtgz+l r__Vl+x3

. onde £ =
V3 V3 x

sen 2x sen 1x

- 1 32

1
.1453.——]n|z—-]|+lln(z’+
3 6

. 1459, -z- In (22 + V1 + 9.

3x
460. -—8—+ . lﬁl.ln[t‘gx]-—ctg'x—ictg'x. 1462, — ctg x —
4

2V (ctg #)8 5
— =BT | 1463, - (cos? x — 6) Yoost 5. 1464, S5 % __ 3 cos Ix
<] y 12 ) v o 20 sen?* 5x 40 sen® 5x iy
X

tg——

> n 1aes, 1872, W7
10 '

1 x ™
1466. — sen 2x. 1467, t 3(._ _)
p Lol s + T et

‘Itgi—}

x T 1
|- 2 In | cos [_ =t ‘—)‘ . 1468. — — arctg ——2_:—_— . 1469. 1_ arctg £ tg_x B
2 El V3 V3 ¥10 y1o

b wlngi Ig= — e~%(+10 4 104® + 10- 92 4 ... + 10-9-8... 25 + 10-9 ... 1).
1432. nV2® — 2x + 2 — 4 arctg (» — 1).
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i |
1470. arctg (2 tg x -+ 1). 1471. —-2—- In [tg x + sec x| — ot cosec x. 1472.
2

x *
2 ey 1 LY R S AT A
ﬁarctg — | ——arctg | ——|]. 1473. In|tg « +24+Vtg2x + atg x4 1.

V3 - V2
1474. L In (sen ax + Va® + sen®ax). 1475. % xtg 3w + éln | cos 3x|. 1476. =
a

i, x sen 2x __cos Zx‘ 1477.

2% x3 :
e 1478, — (2x — 1). 1479. —_In )1 — » —
4 3

—lln1x—1:—————f. 1480. V1 + #® arctg » — In(x + J1 + 2.
6 2
L R e e s o e v 4
2 2 1 4+ tg »
. 1485. — 2 cos h) 1 — ». 1486. A ceah2x:
4

et —3

y 1
1487, —x ctgh #+1n| senh ). 1488, — — = 4 Lm[e=—2). 1489. L arctg
22 4 4 2

T -2
14+ 2 7 T 10
1 — 2% 21In 10

14990. X Y @F ¥ 17 — 2 ¥ * + 1)3 1491 kg
7 3 In4

(x’—l-{-

|

o -[-—1u). PR e W L S i LY VIS W
In 10 2 In® 10 Ve + 1 41

2 42
e A i [x" arcsen L +'{'— Va® — 1] 1496. = (cos In » +
x 4 x 3 2

Y1+ a2

+ sen In x). 1497, —1-(-—5’ cos Jx -+ i- x sen 5x + 3x cos S5x | i cos Jx —
5 i 25
3 1 3 x
— — sen 5.:] . 1498, —2- (¥ — 2) arctg (2x + 3) + £ In (2x% + 6x + 5) — T s
5 ]

199, Ly = A4 lx— lz] arcsen Yx. 1500. —’]2—“
2

Capitulo V

20 _ |

In 2
mos o segmentodo eixo OX, desde x» = 1 até x = 5, em partes tais, que as
abscissas dos pontos de divisdo formem uma progressio geométrica: x, = 1, x;, =

1501. b — a. 1502, v, T + g ? 1503. 3. 1504. . 1505, 156. Indicagdo. Dividi-

= Xgf. ¥z = Fo@. .. Xn = Fpg™. 1506. In %. Indicag@o. Ver o problema 1505.

1507, 1 — cos x. Indicagdo. Utilizar a férmula sena 4 sen 2o + ... + sen na =

1 daI 1

== - cosi—cos n—f—-!— al|. 1508. l)—dr = —— 2)——=—-—.1509 Inx.
o 2 da Ina db Ind

2 sen —
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1510, — VT4 #% 1511 2 xe~*' — ¢, 1512, ﬁ‘i_p 1 os L. 1513, & = wn(n =
2Vx =t
= 1,2,3..). 1514, In 2. 1515. — -3- 1516. e*—e *=2senh x, 1517, sen x. 1518.}- .
8 2

1(1 . 2 A
=_‘—+—+...+” Jpode
n n n n

ser considerada como soma integral para a fungdo f(#) = »# no segmento [0, 1]. Por

Solugfio. A soma s5 = .1_ + —_— »
n2 n?

1
issoh’ms,=§xdx=l. 1519, In 2. Solugfio. A soma s, = :
nr o 2 n+1 n+2
0
1 1 1 1 1 .
+ = — -+ + ... + pode ser considerada como soma
" +n " 1+.}_ 1+3 1+.’;‘.
n ” ”

integral para a fungdo f(x) = ! no segmento [0, 1], onde os pontos da divisio
x

tém a forma xp = E (k= 1, 2,...,n). Por isso, lim 55 = = = In 2. 1520, ——
n . > 0 14 % P+ 1
0

1521, L. 1522290 _ 33 L 1523, 7 152426 1s25. — 2. 1526. L 1n 3. 1527.1n° -
3 3 3 4 3 3 2 8
1528. 35 L — 32 In 3. 1529, arctg 3 — arctg 2 = arctg —-. 1530. In —. 1531, -~ .

15 7 3 16
1532 1— —1 1533 & 1534 = 1535, L tFY5 1s36. Tl 1s37. 2.

V3 4 6 3 2 8 4 3

1538, In 2. 1539. 1 — cos 1. 1540. 0. 1541.

T ™
—. 1542, arctge — — -
+ 6 4
1543. senh 1= = [ — i} 1544, tgh (In 3) — tgh (In 2) = . 1545. — = +
2 e 5 2
- L sen h 2. 1546. 2. 1547. Diverge. 1548. 1—1. se p < 1; diverge se p = 1.
L 7

1549. Diverge. 1550. I 1551, Diverge. 1552. 1. 1553. —l—-i. se p > 1; diverge se
2

T 1
= 1. 1554. &, 1535.—--—-. 1556. Diverge. 1557, Di e. 1558. ——, 1559. Diverge.
? Vs ge verg n 2 Tg!

2
1560. —. 1561. Diverge. 1562. 1 1563, . 1564. l+l In3. 1565. —2=_.
Ina k 8 3 4 3)3

1566. Diverge. 1567. Converge. 1568. Diverge. 1569. Converge. 1570. Converge.
1571. Converge. 1572, Diverge. 1573. Converge. 1574. Indicagdio. B(p, ¢) =
1/2 1
T Sf{x) dx + Sf(x) dx, onde f(x) = #P-(1 — x)9-1; ji que lim f(2) 2P =
=0

0 1/2
= lelim (1 — #)*9f(x) = 1, entio ambas as integrais sio convergentes quando
z£+1
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l—p<lel—g<], isto é quando p >0 e ¢ > 0. 1575. Indicagiio. I'(p) =
1 -]

= S f(x) dx + S f(x) dx, onde f(x) = x#P-1¢~*. A primeira integral ¢ convergente

para p >0, a segunda, para qualquer p. 1576, Nio. 1577. 2)2 SV:‘ dt.
1

™
7 In3 ©
flarctg 1)
1578.\ ——. 1579. S dt. 1580.5 — . 1581, = (b — a)t n
S V1 + sen?t. 14 2 (b—a)t+a
E1] In 2 w0
[
1582. 4 — 2In 3. 1583. 8 — .4 x. 1584, 2 — T 1585. T 1586.
’ ’ 2V3 ' 2 V‘ 2V1+a=
742
1587. 1 — ; 1588. ﬁ — l;— 1589, 4 — m. 1590. T;~ In 112, 1591.In _-i—g—l/_ .

k1

3 2
1502. L 1 . 1503, T2, 1s04. . 1599. © 1. 1600. 1. 1601 LT3,
2 8 2 2

1602. - (% 4+ 1). 1603. 1. 1604. —* . 1605. —
2

. 1606. Solugdo. I'(p + 1) =
a® 4 b* a® 4 b? ¢ @+ D

=]
ZS #Pe~* dx. Utilizando a férmula de integragdo por partes, fazemos 2P = u,
@

e*dx = dv. Dai,

du = pxPldx, v= — &%,
e
-]
o
T(p+ 1) = [— #%) +p S #-1e% dy = pL(p) )
[

Se $ ¢ um numero natural, utilizando a férmula (*) p vezes e tendo-se em conta que
(=]
I = S e %dxy = 1,
0

obtemos: I'(p + 1) = p!
1:3-5..2k—1) =
2-4-6...2k

Tokyy = 3-4-6..2% , s m = 2k + 1, nimero impar.
1-3:5..2k+ 1)

1607. Iy = se n = 2k, nimero par;

. — 10
1608. Lw—l) 1609. £ B [m +1 , = + 1].Indica§io. Fazer sen? x = ¢,
(»+gq— bl 2 2
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1610. a) Mais; b) menos; c) mais. Indicagio. Construir o grifico da fungdo subintegra
para os valores do argumento no segmento de integragdo. 1611, a) O primeiro ;

. 1616. 2a.rcsen—l- .
3

1617. 2 < I </35. 1618.-3—4‘{4‘%. :619.i=<:<5 . 1520.0<:r<f-
13 7

b) 0 segundo; c) o primeiro. 1612. . 1613. 4. 1614. L. 1615. >
3 2

Indicagdo. A fungio subintegral cresce monotonamente. 1621. el e O i
2 2
1623 32 -
Ao, =-3-. 1624. 1. 1625, -2- Indicagio. Ter em conta o sinal da fungio.
1
1626. 4-- . 1627.2. 1628. In2. 1629. m*ln 3. 1630.7a%. 1631 12, 1632. X 4a,

1 2
1633. 4. 1634. 10 2. 1635. 4. 1636. o Yeat Bt lagag iy o W Sl L
3 3 e

— 1). 1639. ab[2V3 — In (2 + V3)]. 1640. %me. Indicagdio. Ver o apéndice VI,

fig. 27. 1641. 2a%e~1, 1642. %a‘. 1643. 157, 1644, 2}In 3. 1645. 1. 1646. 3ma®.
2

[ndicaglio. Ver o apéndice VI, fig. 23, 1647. a‘[Z + E) Indicagfio. Ver o apén-
2

! : 4 4 16 4y3 V
Qice VI, fig. 24. 1648. 2x + — e 6 — 3. 1649 10 4V3 32 i ik
3 3 Vsl T iy
3 .
1650. = ab. 1651. 3ma®. 1652. w(b® + 2ab). 1653. 6ma. 1654, — g2 Indicagdo
3 i, P }

[Para o lago o pardmetro f varia entre os limites 0 < ¢ < + c0. Ver o apéndice VI,
5 3
fig. 22. 1655. - ™a* Indicago. Ver o apéndice VI, fig. 28. 1656. 8r%*. Indicagdo.
A 14 z
Ver o apéndice VI, fig. 30. 1657, '-"'-sj'-. 169042 1659, T% . Nodtiadin. Ver o.apth
4

Hice VI, fig. 33. 1660. ;:-n. 1661, 1=8V2 . 1460 8 x

e 1008, (5 +
3
+ —-IZ' - 1664. V2. Indicacfio. Passar is coordenadas polares.

8 Ayl oy
1665. = (1010 — 1). 1666. V4* — a*. Indicaglio. Utilizar a f6rmula cos h? z—sen h? @ —

L 1. 1667. YZ 4 In(1+ V3). 1668, YT T — V2 41 VI XE—D(VZ2+ T .

e

1 3
1669, 1+ —In—. 1670. In(c + Vo' — 1). 1671 1In (2 +V3). 1672. L (2 4 1)
4

b
673, aln 2. 1674. 2a)3. 75, 1 =L L s b aita B8 1676 L ar
b e3e 1 senh a ¢ )
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. 1678. 16a. 1679. wa }/ 1+ 4w+

V5
T+

4(ad — B?
Indicagfio. Ver o apéndice VI, fig. 20. 1677. (_“;b—)

-}-%ln (2n + VI 4n%). 1680. 8a. 1681. 2a[V2 + In (V2 + 1)]. 1682.
5 ]/ ] 5
T 33"2_”“ 1683. ng_ﬂ. 1684. % [4+1n3]. 1685. == 1686. _} seab®.

30
1637_“32 (e + 4 — e2). 1688. G 2. 1689. vy = . 1690. 5 ey ‘:" w. 1691. vy —=
4 8 *

X ad
=X v, = 2m 1692 10w 1603 92 s 1604, inpa. 1695. = . 1696. =% (15—
2 5 15 3 10 2
nR:H

— 16 1In 2). 1697. 2n%a’. 1698. . 1699. —i—: mhia. 1701. a) 5n%3; b) 6nad;

X h
o) ™% (9n* — 16). 1702 32 e 1703, 8 nar 1704 2 nas. 1705, = [AB +
5 105 3 21 3

Ab+aB . 505 TOh 1507 % &3 1708. :2_ ma®h. 1709.
3

A2 8 —
1710. 2843 1711, nat V3. 1712. -n:ab}x(l + 3—;) 1713.%1-:365. 1714. —;‘(Vl e
3 G

s wacs}/s_— §. 115, 2m(VZ+ I (VZ+ D 1716 =(/3- V2 +

= i 2 3
+r|:1n2—-—-(V_2+ D 1717, x[VZ + (1 + V2)). 1718. T% (2 —e?+4) = 521 @+

¥ =Ei
+ senh2). 1719, 2 2 1720 & (e — )(e* + ¢+ 4). 1721. 4x?ab. Indicagdio.
5 3

Temos y =050 4 Va®* — 2®. Tomando o sinal positivo, obtemos a superficie externa
do toro, enquanto que com o sinal negative obtém-se a superficie interna do mesmo.

b2 1 at — bt
Zr;ab arcsen £; 2) 2na® + Ee_ In I i i, onde € = _Vﬁ-_a__ (excen-

64ma® 32 128
tricidade da elipse). 1723. a) fna #ib) 16 wrar; c) ? ma?. 1724, ? mal.
3

1722, 1) 2mb® 4

28 b a -
1725, 2ma®(2 — I’Ej. 1726, 1—:j— rat. 1727. My = TZ- Va® + b*; My = -i?a3+ b,

2 2 L
1728. M, — %I'Mb:izf. 1729. Mx=My=%i fi§=%- 1730. My =

h2

ZMymi a®; f=y=_2.a_ 1731. 2ra?. 1732, 5 = 0; § = = Ly
5 5 4 senh 1

4 4 4b

1733, = 2%0%. o _0 1734, F=ma;i §=a 173.F=—"; §g=—-

I 3 3 3

1736. Z =17 = il 1737. T =xwa; § = i a. 1738. (0; O; f—).Solul;ﬁo. Dividimos
20 6 2
o hemisfério em zonas esféricas elementares, de drea dog, por meio de planos
horizontais. Temos do — 2na dz, onde dz € a altura da zona. Donde:
-]
2:-.'S az de
0

I = —— =

a
2mat 2

28—35
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Por forga da simetria & = § = 0. 1739. A distdncia de 3/4 da altura, a partir do vér-
tice do cone. Solugdio. Dividimos o cone em elementos por meio de planos paralelos
[a base. A massa de cada camada elementar serd dm = ymp?dz, onde y € a densidade,

z ¢ a distincia desde o plano secante até o 'vértice do cone, p = -~ 2 Donde
A

413

;-:Sr—-zadz
5 3 3

2 = — k. 1740. (0: 0; -y a}- Solugdo. Por simetria Z =7 = 0.
o

|3

e nrih

3
Para determinar Z dividimos o hemisfério em camadas elementares por meio de
planos paralelos ao plano horizontal. A massa de cada uma destas camadas ele-
mentares sera dm = ymr® dz, onde ¥ € a densidade, z a distincia entre o plano

secante e a base do hemisfério e » = Ja® — 22, o raio da se¢do. Temos:
a

rrS (a® — 2%) z dz

L OGRSl B o1 Pkl IRAZIT sy 2l il
2.0 8 3
— Ta
3

L o vl L Tl e Unat: iyl L nat 1945 P Ln(Ry—
3 15 4 1 2

— RY). Solugdo. Dividimos o anel em aneis elementares concéntricos. A massa de
RI

um destes elementos serd dm = v - 2y dv e o momento de inércia I = 27:5 »3dr =
Rl

= .i_ n(R§ — RY; (y=1). 1746. I = -1— nRR4H~y. Solugdo. Dividimos o cone em uma
2 2 1 74 10

série de tubos cilindricos elementares, paralelos ao eixo do cone. O volume de um
destes tubos elementares serd dV = 2mrh dv, onde » € o raio do tubo (isto € a

distincia até o eixo do cone), h = H[l - %) é a altura do tubo; neste caso o

yreR4H

momento de inércia é I= TS 21-.-H(1 —_ -—’—) y3 dy = , onde vy é a densidade
R

do cone. 1747. I = lMa'. Solugdio. Dividimos a esfera em uma série de tubos

cilindricos elementares, cujos eixos sejam o didmetro dado. O volume elementar serd

3
dV = 2nrh dr, onde » é o raio do tuboe h = 2a Vl —_ ;_s' sua altura. Neste caso, o

momento de inércia serd

a
2 8
I= ‘hm*rSVl— :—,"?‘i' = E"“’Y-
0

4
onde y € a densidade da esfera e como a massa M = ? mady, teremos que [ =
=%Ma‘. 1748. V = 2n®%a?h; S = 4n%ab. 1749. a) T = F = Ea, b)Z=y = -in—o b
5

RESPOSTAS 435

1 g

1750.a) £ = 0, § = . Indicag@o. Os eixos das coordenadas sdo escolhidos de
3

tal forma, que o eixo OX coincide com o didmetro e a origem das coordenadas
3

com o centro do circulo; b) £ = —. Solugfio. O volume do corpo que ¢ um cone
3

duplo formado pela rotagio de um tridngulo em torno’de sua base, € igual a V =

= —i- bh2, onde b € a base e %, a altura do tridngulo. Pelo teorema de Guldin este
3 ;

mesmo volume ¥V = 2xZ —l— bk, onde & ¢ a distincia do centro de gravidade a base.
2

2 2 2
Dai & = i’- 1751, vyt — g_t 1752. |1 + vi} 1753, » = 2 sen wi; Umeg =
2yl 2 2¢ et ®
=2 o, 1750 S 108m. 1755, v = g S-S TR e PYROT A
1 b a — bt b*

a

— bty) In ] 1756. 4 — "1 R2H? Indicagfio. A forga elementar (a gravidade)
2

a — bt,
€ ignal ao peso da 4dgua de uma camada de espessura dx, isto é, dF = ynR? dx, onde
v € o peso da unidade de volume de dgua. Portanto, o trabalho elementar da forga

é dA = ynR*H — z) dx, onde x é o nivel da &gua. 1757. 4 = Ez'rR“H’- 1758. A —
1

I

=Y RATM 20,79 - 10° = 0,79 - 107 kgf - m. 1759. A — ynR'H. 1760. A
Ai

=t __mgfi__; Ao = mgR. Soluglo. A forga que atua sobre o corpo de massa m ¢ igual

14 —
R

mM o
a F==%F , onde ¥ é a distincia até o centro da Terra. Como para » = R,

»2
temos ‘que F = mg, entio kM = gR?. O trabalho procurado terdi a forma
R+4h .
A = g kmM dr = kmM Lot ! = i ed . Quando k = co, temos que
3 R R4+ h h
R ) P
R

Aw — mgR. .1761. 1,8 - 10* erg. Solugdo. A forga de interagdo das cargas sera

F = e"—; din. Portanto, o trabalho necessario para transportar a carga ¢, 'do ponto
t

x -

ao ponto =z, serd: A = eoels;i—: = £4&; [—1- ‘——I-J = 1,8 10% erg. 1762. A =

xy £
*
— 800 wIn 2 kgf - m. Solugiio. Para o processo isotérmico pv = pgry. O trabalho
realizado na expansdo do gis desde o volume v, até o volume v, € igual a
o
Uy
A =\ pdv=pvgn—-

o
Va

28*
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1763. A =~ 15000 kgf- m. Soluglio. Para o processo adiabatico é vélida a lei de
Poisson pv* = pyvh, onde & = 1,4. Donde

L4 Y

i SP&”& i Povo [1 fu4 (’iﬂ_)khl] :
vk E—1 vy

Ve

1764. A = o e Pa. Solugdo. Se a € o raio da base do eixo, a pressdo sobre a uni-
3

dade de superficie de apoio serd p = _?% . A forga de atrito de um anel de largura
na

.2
v dr. O trabalho da forga
at

Bt 2
ldr que se encontre 2 distincia » do centro, sera igual a

4P

a?

r2dr.

de atrito sobre este anel durante uma revolugio completa € dd =

il ol S ridr= 2 mty Pa. 1765, -.:- M R?%®. Solugdo.
3

a®

Pelo qual o trabalho total € 4 =

0
27 Y202
A energia cinética de um elemento do disco dK = ¥ Zm = B > do, onde do =

— 2nr dr € o elemento de superficie; » sua distincia ao eixo de rotagdo; p,

r? dog. Donde

M
a densidade superficial, p = ——. Desta forma, dK =
nR? 27
R

M
Foare _‘lf._‘.“_g_sra dr = M 1766. K = ! MR 1767. K = = B2 = 2.3
4 20

R2
0
% 108 kgf - m. Indicag@io. A quantidade de trabalho necessirio € igual & reserva de

2 2b) h®
energia cinética. 1768. p = lﬁ_ 1769. P = L et i ~ 11,3 - 103T. 1770. P =
6

2 -
= abymh. 1771. P = ik (componente vertical dirigida de baixo para cima).
hb kMm
1772. 533 R g. 1773. 99,8 cal. 1774. M = ez 28 gf -em. 1775. ——— (k é a cons-
3 2 a(a + 1)
a a
npat 24, £o} At
tante da gravidade)., 1776. ——. Solugdo. Q = S v - 2nrdr = (a®—7*) rdr=
. 8ul : 4l
0 0
‘ 25 g
1 4
= 2 [‘ff _r_]a = 2 i LR = S vady = % b Eb—_ Indicagdo. Dirigir o
- 2ul] 2 4 Jo 3 el

0
eixo das abscissas para o lado maior, inferior, do retingulo e o eixo das ordenadas
Ua

1
perpendicularmente a este, em sua parte média. 1778. Solugdo. S = S — dv, de outro
a
vy

d 1 g
lado, Eriic e a, donde, df = — dv, portanto, © tempo necessidrio para embalar
a
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vy S

& de= S o iy STy N 0
a
vy

-?-(x—t) di+—g’—x=-~9— [x:_ﬁ]‘_;.

7 2 1o
0
E 3
+%x= %”’[1* %} 1780. Mz=_S(x—t)kxd:+,4x=’1_‘(zﬂ_x=)_

0
1781. Q = 0,12 TRI} cal. Indicagdo. Utilizar a lei de Joule-Lenz.

Capitulo VI

1782. V — %(,ﬁ_ﬁ)x‘ 1783. S — %(x—l-y)lfm 1784, f(%; 3)_—.

T - | - SRy | 3 __ .3 .
S e S T e e e e A
3

Zxy, 2xy, 2xy 23 — 42
2 2
1786. f(x, x%) = 1+ x — 2% 1787. z = 1788. flx) = Y1+ 2 1r+| **. Indicagdo.
x

T
Y 4 bstituir ¥
Representar a fungdo dada na forma f el -+ ?) + 1 e substutuir =
x

2

por x. 1789. f(x, ¥) = % Scolugdo. Designamos x + y = 4, ¥ — ¥y = v. Entdo

“ + v *® — v
= — H %, U] —
3 Tk S flu, v)

u+v‘u—v+ % — v ==u’—uu. Sehgry g
2 2 2 2

mente trocar a denominacdo dos argumentos u e v em x e y. 1790. f(u) = u? 4 2u;

z=x— 14+ 3/37 Indicagdio. Na identidade x = 1 -l—f(l/x — 1) fazemos Ver— 1=

=u; entdo x = (u + 1)* e portanto, f(u) = u® + 2. 1791. f(y) = Vi + »2;

e I—x-l V#? + »2. Solugdio. Quando » — 1 temos a identidade}/'1 + 3= 1 f(l] ’
o~ 1

2 2

isto ¢, f(y) = V1+ 5°. Entdo f[%] =V g ({) ol = le + (%) =+ VAR
1792. a) Circulo unidade, com centro na origem das coordenadas, inclufda a
circunferéncia (22 + 3% < 1); b) a bissetriz ¥ = # dos I e III Angulos coordenados;
c) semiplano situado sobre a reta # + y =0 (¥ + y > 0); d) faixa compreendida
entre as retas ¥ = | 1, incluindo estas retas (—1 < y < 1); e) quadrado formado
pelos segmentos das retas ¥ = + 1 e ¥ = L 1, incluidos seus lados (—1 < » < 1,
—1=< y =< 1); f) parte do plano adjacente ao eixo OX e compreendida entre as re-
tas ¥ = -L x, incluindo estas retas e escluindo a origem das coordenadas (—r<y<=x
quando ¥ >0, * < y < —x quando x < 0); g) duas faixas » > 2, —2 < y < 2
e x< —2, —2<y=2; b) anel compreendido entre as circunferéncias 2 4

3% = a® e 2% + 3% — 242 incluida a fronteira; i) as faixas 2nmw < » < (2» + Im,
y=0e(2n+ I < 2 < (2n + 2)rr, ¥y < 0, onde # € um mimero inteiro; j) a parte
do plano situada por cima da parabola y = — #2(x* + 3 > 0); 1) todo o plano X0Y ;
m) todo o plano XOY¥, menos a origem das coordenadas; n) a parte do plano, situada
por cima da pardbols 3?2 = x e o direita do eixo OV, inclusive os pontos do eixo OY
e excluindo os da pardbola (x = 0, ¥ >}x); o) todo o plano, menos os pontos das
retas x = l e ¥y = 0; p) a familia de aneis concéntricos 2nk < 22 | »? < n(2k | 1)
(=0, 1, 2, ..). 1793. a) I octante (incluindo a fronteira); b) I, I1I, VI e VIII octan-
tes (menos a fronteira); ¢) um cubo, limitado pelos planos ¥ = + 1,y = 4+ le z =
= 4 1, incluidas suas faces; d) uma esfera de raio 1 com centro na origem das coorde-
nadas, incluida sua superficie. 1794. a) Um plano; as linhas de nivel sdo retas, para-
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lelas & reta » + ¥ = 0; b) um paraboldide de revolagdo; as linhas de nivel sio cir-
culos concéntricos eujo centro esti situado na origem das coordenadas; c) parabo-
16ide hiperbdlica; as linhas de nivel s3o hipérboles equilateras; d) um cone de 22
ordem; as linhas de nivel sdo hipérboles equildteras; e) cilindro parabélico, cujas
geratrizes sdo paralelas a reta ¥ + ¥ 4+ 1 = 0; as linhas de nivel sdo retas paralelas ;
f) superficie lateral de uma pirimide quadrangular; as linhas de nivel sio contornos
de quadrados; g) as linhas de nivel sdo pardbolas y = C#*; h) as linhas de nivel sdo

pariabolas y = CV#; i) as linhas de nivel sdo circunferéncias C(#* 4 3?) = 2x. 1795.
a) Pardbolas ¥ = C — #2%(C > 0); b) hipérboles xy = C (|C|< 1); c) circunferéncias
22 | 92 — C?; d) retas ¥y = ax + C; e) retas y = Cx (x # 0). 1796. a) Planos para-
lelos ao plano # + ¥ + z = 0; b) esferas concéntricas, cujo centro estd na origem das
coordenadas ; ¢) quando # > 0, hiperbolbides de revolugdo de uma folha em torno do
eixo 07 ; quando u << 0, hiperboléides de revolugio de duas folhas, em torno do mes-
mo eixo; ambas as familias de superficies estdo divididas pelo cone a* + y* — 22 =
= 0 (®=0). 1797.2a) 0; b) 0; c) 2; d) ¢¥; e) nio existe o limite; f) nio existe o limi-
te. Indicag@o. No ponto b) passar as coordenadas polares. Nos pontos e) e f) exami-
nar as variagdes de » e ¥ ao longo das retas y = kx ¢ demonstrar que a expressdo
dada pode tender a limites diferentes, que dependem do valor de k escolhido. 1798.
Continua., 1799. a) Ponto de descontinuidade quando x = Oe y = 0; b) todos os pontos
dareta » — ¥ (linha de descontinuidade) ; ¢) a linha de descontinuidade € a circunferéncia

%% + 32 = 1; d) as linhas de descontinuidade sdo os eixos das coordenadas. 1800. In-
2
dicagdo. Fazendo y = y, = const, obtemos a fungio g¢,(%) = Pl U , que é
i it
continua em todas as partes, jd que quando y, # 0 o denominador € 2% 4 y§ 7 0, enquan-
2
toy; = 0,9,(#) = 0. Analogamente, quando » = #; =const a funcio g,(y) = —gi; é
| x+ ¥

continua em todas as partes. Pelo conjunto das varidveis x e y, a fungdo z tem uma
descontinuidade no ponto (0, 0), j4 que ndo existe o lim z. De fato, passando a coor-
x>
30
denadas polares (¥ = rcosgp, ¥ = rseng), obtemos z = sen 2 @, donde se vé que se
#—>0 e y->0, de maneira que p = const (0 < ¢ < 2mn), entdo z — sen 2p. Como
estes valores extremos da fungio z dependem da diregdo de ¢, z nio tem limite

SRR e Li0lie iy s TBOL, P St DR s e ol e, SE L
dx dy Ix
ey ) i N gt 0 w2 el i s 1804, %
(* + ) oy (x + »)? ax 22y x ox
x dz y 1805 dz ¥yt ’6: xy
—_———— i — T — —— g P A T T R T e T o e T T T TR
Va2 — 32 8y Vat — 42 dx (#® + y%32 gy (22 4 p2)3/*
o, SO Y O PPN SRR R N R N S g
or Vi @y VAP + P+ VA + 57 0% 72 + y 0y
¥
o sen —
il Z i g 98 L gy SRR ity e e M N B o
e ox ay ax o x oy
Seﬂl b F UL TR R il i L)
=ie xcos 2. 1s10. P sz__S_____zyz y OF o[ ya V23* — 25T |
ox |02}t —=Tt) Iy 71 (#* — »%
PO D e L L R S Rl I PYY L RS R
ox  Vy Vy oy 2yVy Vy ox

a% = xr(xy)*1, Ll (x¥)% In (xy). 1813. 081 4 ¥z In z, el xz*¥ In 2, L ==
é 9z dx 2.

ay z
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’ 1 . s

=yt 1814, f4(2, 1) = = Jal2, 1) = 0. 1815. ££(1: 2; 0) = 1, £3(1; 2; 0) — >,

2

L 1820 i 1821. » 1826. = te 2

T | e et - W - = 4arc _— e
22 (,2 + yi + 32}312 € z + tp{.‘r}
1827. 2= %-{-y‘lnx—l— seny — ~. 1828. ) tgx =4, tgB = oo, tgy — l;

& 4

fell,2,0) =

1 és 1 a5 1 és 1
2)teaa =00, tgf=4,tgy=—. 1820, — = — h, — = — h, — = _ b).

1 WA T T Ty Y
1830. Indicagdo. Comprovar que a fung¢do € igual a zero em todo o eixo OX e em
todo o eixo OY e empregar a definigdo das \derivadas parciais. Convencer-se de que
f2(0, 0) = f,(0,0) = 0. 1831. Af= 4Ax + Ay + 2Ax* + 2AxAy + Ax2Ay; df =
=4dx - dy; a) Af —df=8;b) Af —df=10,062. 18. dz= 3(2*— y) dx +
+ 3(3% — #)dy. 1834. dr = 2xyidn + 3x%ySdy. 1835. dr = — 2 (yay zdy).

#2 4 y2)2 :

1836. dz = sen 2x dx — sen 2y dy. 1837. dz = y%x¥ldx + 2Y(1 + y In x) dy.

2
1838. dz: = —— (vdx + ydy). 1839. df— dz —Z ay|. 1840, 4z — 0.
o x4y ¥

2
1841, Heias =i [dy ALY, arx}. 1842, df(1, 1) = dx — 2dy. 1843. du —
y

2 x
x sen ——
x
= yz dx + zx dy + xy dz. 1844, du — : (¥dx + ydy + z dz).

ot . l/x!l -+ y! + 22
1845. du = [z’y + —{] [(}' e i —)zdx + (l — —1—] xzdy -+ [;ry + i] In (xy -
¥ L ¥ iz g ¥
+_) d.’z] L1846, du = —— . (ydx + xdy — 2 dz). 1847. df(3, 4, 5) =
¥y 232 + z4 z

1
=2—5 (5dz — 3dx — 4dy). 1848. dl = 0,062 cm; Al = 0,065 cm. 1849. 75 cm?® (em

relagdo as dimensdes interiores). 1850. L cm. Indicagdo. Fazer com que a diferencial
8

de 4rea do setor seja igual a zero e dai achar a diferencial do raio. 1851, a) 1,00;
b) 4,998; ¢) 0,273. 1853. Com precisio de até 4 m (mais exatamente 4,25 m).

xg — t )
1650 2 5 T s s v eniah ek, S o I )
i ff P dt tIn2 ¢,
2 3
1857. — =.——ctgi_(6— iJ 1856 0% i Ztnangy it DB o Dint
dt Vy Vy 242 dt '} cos2t.
w
1859. == — 0. 1860. ZZ — (sen %)% *(cos x ctg ¥ — sen x Insen x). 1861, 8
dt dx dx
dz 1 ¢
= —L; —_— . 1862, EEL Ay ya¥3, Luid = A p'(x) In ¥ + A )
a2 4 42 dx 14 22 éx dx x
oz ;i @
1863, 25 0o pe o) ok uet i 2 Lo Y et vy, 1864, 2F e
aax s ay du
=0,~£=1.1865._z=y1__l.f'xy+_y_: ﬁ.—__x_]_l f’xy—i—l'
dv ox %2 x dy x z)’

d—: = fulw, ¥, 2) + @°(3) (%, 3, ) + filx, 3. 2) [¥im 3) + ¥z, 3) 9’(»)]. 1873. O

perimetro cresce com uma velocidade de 2m/s, a 4drea aumenta com a velocidado
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1+ 263 + 34 = Y 9
de 70 m?/s. 1874, ——————_ 1875. Zl]p 5.2)2 km/h. 1876. — £ 1877. 1. 1926. 2y -+ C. '1927. 2%y — :f + sen x 4 C. 1928. +In|x4 9|+ C.
Vis 2+ 2 3 Ficty
1 % Ll Vil
1878. _1"_2'2__ 1879. — ITS 1880. ?—8 1561 02 L co; Bieosy.) 1es2 2y @ 0); EATEY b A i g ey -:7 7 R e A s
% }
el
B)(O0: 0) e (1; 1);c) (7: 2; 1). 1884.9¢ — 3j. 1885. - (5 — 3j). 1886. 6i + 3j + 2k. it s A i R x,_+y7+ S Atk Y Y by o ws by C
4 ¥y
1934, a° 2xy® 3xz 2 — yz — 2z 1 2y — 2 2 1
1837.|gradu]:6;coso:=£.cosﬁ=—3. cos~,-=L. 1888. cos g — % Wl A x-+-y 4 i s s
3 3 3 V10 +y + 3z 4+ C. 1936, #_} +*+C 1937. Va® + 32 22+ C. 1938. A = — 1,
i ! L4 ¥ a%z abcy? a2z

1889. tgop — 8,944; o ~ 83937 1891. 5;; AL T ol o e ndicagdo. Escrever a cond;gio de diferencial exata para a expressio Xdx 4 Y dy.

abc a 2 o — #? :

R Ve AOSEROIEN . SNINN L o INRIR PSR . 0P vl i N L 1oag ol Rlaean i TR ety L e | Ay o Y

(B222 + aly?)3i2 92 (b2x2 4 a?y?)3:2 Ei (#2 + y)2 oxdy i dx a?y * dx® e atys
2x &tz 1 &2z xy a2z -

A T * P o T P 1893. S T ey 1804, o " i, 3b8x 1042, A L -

(#® + y)‘ yyg i (3 + 3) A gfay affy + 5% " axdy E,;:’__ £E a‘y“"- . A equagdo que determina y € a equagdo de um par de

0./ 1808, T Tl T T 1806, St i bl O R : dy ¥Iny d a2

ix? 3 dx? ayt @22 dxdy adydz retas. 1943. 25 e 'i—*w‘“' e T s L7 L) @) &
2 3 7 % e = d = 3 o
- bl = 1. 1897. Ll = uﬁT,rﬂmlyB—lz‘f—l 1898. > = — %y cos (xy) — d%y it § yff ) x f (‘és 2 2 1 ‘L: 1==1=
Az 9% dx Dy &z - ax 8y? = 3ou — l:( ] = S ou —8&. 1946 - _};27“? (.‘f_i_}_.(_‘f__+_y)

_ 2xsen (¥9). 1899. [1(0, 0) = mim — 1); fi(0, 0) = mn; j;,;(ﬂ 0) = n(n — 1). G5 Fad dr  ax—y’ d  (ax—9)

1902. Indica¢@o. Comprovar, utilizando as regras de derlva.qa.o e a defini¢do de deri- 1947 gt SIS (P e o S 1948 AR it Oyt — 3xz — 2
e 2 ¥ i B g & P i b r e i S e T o T R

st IR R P LSS [.x ¥ 4x2y2 b .r- Lty dx 2 dx? 22 ox xy — 2t ay 3(xy — 2%

’ T (22 4 3P 1949. _é‘_zz Zsenx — coOSy E_ xSen y — cosz 1050 oz . Oz
f;:’(O, 0) = 0 e, portanto, fj(q. ¥) = — ¥ quando x¥ = 0 e para qua]quer . Donde dx cos ¥ — ysenz dy T cosx — ysen g ) f 5; i "6; W
f?{{], ¥) = — 1. e em particular, j(0, 0) = — 1. Analogamente achamos que e l 1051. E iyl cix ; E ey Ay setey _ls'i(b2 =8 e
772(0, 0) = 1. 1903, W = 2f(w, v) + 4230w, v) + dxyfoa(u, v) + ¥ifi(u. v): ox atz ’ dy b2z 03':‘ _’ a®?zd | dxay ki

&%z , ss ko
%;zfv(u- v) + dxyfau(u, v} + 2(x* + 33 fuv(“ v) + 2yfople, 1"} = 2fy(u, v)+ skl G‘Xy ! 8%z e _cﬁ(az ot ) 1953 dz gLy P"p-,: l']"; ‘ 1054, dz — *
yifilie v) + Axyfilu, v) + 25, v). 1904, T pr 4 op i 2 %3’ By AR ik U haab T gl W A

¥ e, v) + ¥ w, v). [ L Rtk j—afrr+tff. " 3 __ 23 2 . a3
g on rx 2P : 22(Px)® + 29 _y?dy; L p 2’,_$_adx2 L ity g_g: dx dy + *_;i dy?. 1955. dz — 0; a2 —
1905. —— = fuule2)® + 2feads + finldn)® + .»"CP” + Soli ——— = fivieer \ i
: = Juu®zPy + - z
Py u Has e kPR e i l—j(dﬁ + dy?). 1956. do— - ~ (@x+dy); d% = “—i_)_ (dx? + 2dx dy + dy?).
ey Al z Sl ) i
Sfiol@aby + Y2z9) + foovey, + fues, + fodl 5 = fuu(®y)® + Z2fuvply + L. - Ol A RN, - S, NPT i iy 7 ORI S (G Enl )

-tf(;;la,):gtﬁfégé; —f—f;bw 1914, u(x, ¥) = @(x) + G(¥). 1915. u(r, ») = rp(y) + ax e B IS i SR e X #(y — 2) P x(y — z) dx;
il z = éV(ydr + xdy)? + 2dx dy). 1917. & — 2(x dy dz + y dx de+ . AN
+ zdxdy). 1918. e A 490 (0) - (v dx + y dy)® + 20°(f) (d2® + dy®). 1919, d: — dly = — dlz = — pEv z); [(# — )2+ (¥ — 3)? + (¢ — #)%] da®. 1963. a—“ —— al =

% \ZV e b2 2 i id .

=(;] -(}'ln—;—d:vﬁ-xlnﬁ-dy); d“z=[ijy[(y=ln”—af-+!-]dx“+ =];a‘u=azu=as“=u-_31=_1l.aizo-?fﬂ:z P _1-62-—-

l Z(Iyln In +In=|drdy +[+?mmz Z d zz a2 } 2 i M il o o i @
— In — — ldx 27D G Pl e =
y ¥ i 5% ( 5 y) y] 19 z = a¥f(u, = 0. 1954.du=_r3'_dx+ dy; dv = dx — dy; @u = — dv =

) dxt 4 2abjyy(u, v) dx dy + b, v) dy2. 1921, d% = (ye™f; + iy, + 2yeTVfG 4 o AR o RPN
e yted%) dad L 2(eVfy + 5fy + xeWfl, (1t xy) f + yeRtfen) - dx dy + L R L e i s DOAT e By | gl Wl b dady |
- (xeVfy, + x%eVfy, 4 2xe VS L eBfC) dy. 1922, ddr—cF(cos y dxd— 3 sen y dat dy — (14 3)°* e g S Pu Py
— 3cosy dxdy: 4+ seny dy“j. 1923. d% = — y cos xd+3 — 3sen x dx?dy — by Yy b b
— 3cos ydrdy® + xsenydyd 1924. df{1;2) = 0;4d2f(1;2) = 6ds® + 2dxd : : b3

: § 3 == 'y - dz csen v az ccosv az 1
+ 4.5 dy®. 1925, d%(0,0,0) = 2dx® + 4dy* + 6d® — 4drdy + Bdx dz + 4dy dz. g - S Ty e i Lt
u y u 2 dy 2
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1
2024
5 sen b i ’
— Folr, @) 2 ” Za F,(r, p) sen ¢ + Fa(r, @) COS P 1968. 6‘_3= — £ cos pctg ¢,
¥ v

oy a4 k ox a
2

A R snons b NoBe, T BB L o (e, B e TeT1n) il

ar | ar an a

— u); c) dz =

[e*~P(v + u) dx + e¥*¥(v — u) dy]. 1967. :_x = F,(r, p).cos ¢ —
x

oz

ay

dr )? d2r
2 2 ol
dx d3x R J

202y % _0; b) S =0, 1972, tgp — . 1973. K = 9 ..
d 3 P dr (21312
(%)
&z oz 2 1 o 1 ou i Ry
1974. — = 0. 1975. 4 — — z = 0. 1976. — —=0. 1977. =
du cu or2 2 dp? v or du dv
1 @ & 2 %
1 85 a0 _ o ojore TP _goges0. T 1 1081 w) 24— 4y —
2u dv év cu? du? 2
—1 2 — 35 ._ 1
i T O BLE T A N i e, g
2 — 4 -1 3 4
22_4; c) xcosa + yseno— R=0; sic Remx b fiaens el
— 6 g " cOoSs o sen o 0
b ct
1982, 1 —,_2—:'; - _———; 4+ — -, 1983. 3x
Va® + b% + 2 Va* + b + ¢? Va® 1 b% + o2 i
+4y+123—169'=0. 1985. x+1y+ﬁz=:|:21, 1986. x4+ v+ z=
— | Va® + b* + ¢*. 1987. Nos pontos (1; 4 1;0) os planos tangentes sio para-
elos ao plano XOZ; nos pontos (0; 0;0) e (2; 0;0), ao plano ¥YO0Z. A superficie
3

-

tarece de pontos nos quais o plano tangente seja paralelo ao XOY. 1991

1904. A projecio sob f a=10
projegdo sobre o plano XOYé'{x"+y"-—xy—-1=U,
x =0

A projegiio sobre o plano YOZ é: 32
i 2 {—i’——+z=-1_—.o.

y=0

A projegdo sobre o plano X0Z é: { 352 il SR

[ndicagdo. A linha de contato da superficie com o cilindro, que projeta esta superfi-
tie sobre um plano € o lugar geométrico dos pontos, nos quais o plano tangente a
uperficie dada é perpendicular ao plano de proje¢io. 1996. f(x + k, ¥ + k) = ax? +
H- 2bxy + ey® + 2(ax.+ by) h + 2(bx -+ ey) k + ah® + 2bhk + ch®. 1997. f(x, ¥) =
= 1— (v + 22+ 2(x + 2) (y — 1) + 3(y — D2 1998. Af(x, y) =2k + & + A% +
H- 2hk + A% 1999.f(x, v, 2) = (x — 12+ (y — 12+ (a— 1) + 2(x — L}y — 1) —
— (y— (e — 1).  2000. f(x+k y+h z+8=flx 92+ 20z —y—2) +

2y —

P AT 0 T AL A e et s PR
31

it b ol s o e s

21 =f Py 2003. 1+(y—NN+((x— 1) —1).
BOOL. 14 [(x— N+ (p+ 1+ LEZD :!U iy Be o 0 ;!-I e E 0P
14a :

P00S. a) arctg ~%+%(g+p)__;_(ua_ﬁ:); b)

V(l+a}m+u+ B)®
1—-p 2

9 = 0. 2031. a) o valor miximo absoluto € 2z =
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= 14 i (ma + nf) + -1—2[{3?%8 — 4m)o? — 3mnaf 4+ (3n® — 4n)B%]. 2006. a) 1.0081;
2 3

b) 0,902. Indicagdo. Utilizar a férmula de Taylor para as fungdes: a) flx, ¥) =
=Vx V; num entorno do ponto (1; 1); b) f(#, ¥) = ¥* num entorno do ponto (2; 1)-
2007. : = 142(x— 1) — (y — 1) — 8(» — N2 4 1W0(x— N (y — 1) — 3y — 1) +
4+ ...2008. zmin = 0 quando x = 1; y = 0. 2009. Nio ha extremos. 2010. zmin =
= — 1 quando x = 1, y = 0. 2011. zmax = 108 quando ¥ = 3, ¥ = 2. 2012. zmin =

= — 8 quando z = V2, 3y = — Y2 e quando x = — }2, ¥ = VZ. Quando ¥ = y =
b

ab a o
33 i VI
) 2 Zmf o nos pontos x i ¥ o e
s e e i = e e e T x
&3 33 V3 V3
b
7_3—. 2014. zmix = 1 quando x = y = 0. 2015, zmin = 0 quando » =

— 0 nio ha extremos. 2013. rmax = nos pontos x =

I

|
|
=
I

: 1 y L0
= y = 0; um - maximo amplo z=— N0s pontos da circunferéncia a4+ 92=1
e

2016. zmix — ¥'3 quando x = 1, ¥y = — 1. 2016. 1. zmtn = 6 quando x = 4, y = 2.
2016, 2. zmix — 82 quando # = — 4, y = — 2; ndo hd extremo quando x = 0,

2
g = 0. 2017. umin = —-g— guando #» = —-5, y = — -:1; z= 1. 2018. wumin = 4

quando x = —1-. y = 1, z = 1. 2019. Esta equagio determina duas funcdes, das quais
2

uma tem méximo (zmix = 8) quando # = 1, y = — 2, e a outra, minimo (zmin =
— — 2)quando # = 1,y = — 2; nos pontos da circunferéncia (# — 12 + (y + 2)2 =25
cada uma destas fungdes tem um extremo na fronteira, z = 3. Indicagdo. As fungdes
que s3o mencionadas explicitamente pelas igualdades # = 3 4 V25— (x — 1)F —(y+2)2
e existem, portanto, somente dentro e na fronteira da circunferéncia (# — 1)® +
+ (y + 2)? = 25, em cujos pontos ambas as fungGes tomam o valor z = 3. Este valor
€ o menor para a primeira fungdo e o maior para a segunda. 2020. Uma das fungdes
determinada pela equagio tem mdximo (fmix = — 2) quando x = — 1, y =2; a
outra tem minimo (¢min — 1) quando ¥ = — 1, y = 2; ambas as fungdes tém extre-
mos na fronteira, nos pontos da curva 4x* — 4y? — 12x + 16y — 33 = 0. 2021, zmax=

] e quando ¥ = ¥y = —;- 2022. zmix = 5 quando x = 1, ¥=2, Zmia =—35 quando

x==—1, y= —2. 2023 2‘mln=§—6 quando x=-l—§. y=£, 2024. zmix =
13 13 13
2 T O 2—V2
=-M—quando % =—1E-+k1=,y = — + k7; Zmin= —Cquando x——-E-ﬁ-
2 8 8 2 8
+kn.y=%+k1‘:. 2025.umin=—9quandux=—1,y=2,z=—2;umé:——-
=9 quando =1, y = — 2, z = 2. 2026. Umix — @ quando x = + a, ¥y = z=0;
#min = ¢ quando x =y =0,z = + ¢ 2027. wmix = 2+ 42 -63quandox = 2,y = 4,
4
z = 6. 2028, umix = 4 — nos pontos i; i; 1). i; l; -i . [_?_J i; i]'
27 T e LT e 1 s B |

#min — 4 nos pontos (2; 2; 1); (2; 1;2): (1: 2; 2). 2030. a) O valor maximo absoluto
éz= 3quando # = 0, y = 1; b) o valor maximo absoluto é z — 2 quando » = 1,

2 quando ¥ = L ‘Vi y =
3¥3 3
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1 . 2 2
= |/ —; o valor minimo absoluto ¢z = — ——— quando » = + —_— Y= —
3 3V3 3
1 .
) —; b) o valor mdximo absoluto é z = 1 quando x = 4+ 1, ¥y = 0; o wvalor
3
minimo absoluto € z= — 1 quando ¥ =0, y = 4 1. 2032. O valor miximo
3¥3 r
absoluto € z = }2/_ quando ¥ = y = ‘3‘ (maximo interno); o valor minimo é z =
= 0 quando ¥ = y = 0 (minimo de fronteira). 2033. O wvalor méiximo é 2z = 13
quando # = 2, y = — 1 (mdximo de fronteira); o valor minimo absoluto é z = — 1
quando # = ¥ = 1 (minimo de fronteira) e quando ¥ =0, ¥y = — 1 (minimo de

fronteira). 2034. Cubo. 2035. ¥27; Y2V; % YZV. 2036. Trifngulo equilitero.

2037. Cubo. 2038. a= Ya-Ya-VYa-Va z2039. M(-—--:—; _:,] 2040. Os lados

do tridngulo sdo: I . 3 P e P 2041, x = ThFh s+ maxs \
4 2 m; + my + my

% 4+ £ — 3.2043. As dimensdes do paralelepi-
(3

__,,mlyl. * MgV 5 Ws_ 2042, _i +
my + Mgy + my

2a 25 2c

nieial R v

3.8 3

s x a b
=y=28+ Y2V, z=—.2045. x= + —, y= 4+ —. 2046. O eixo maior €
v 2 ¥z V2

2a = 6, o eixo menor é 2b = 2. Indicagdo. O quadrado da distincia do ponto (x, y)
da elipse a seu centro (origem das coordenadas) é igual a #? | 92 O problema se
reduz a procurar o extremo da fungdo #* 4 »?, com a condigdo de que 5x* + 8xy +
_‘_2“,_“; a altura R yox __2_

Vs Vs
onde R é o raio da esfera. 2048. O canal deve unir o ponto (-;_ » _I-) da parabola
4

7VZ Y

Sen o Uy

2050. B = -1 Indicagiio. E evidente que o ponto M, no qual o raio passa de
sen Uy

pedo sdo: » onde a, b e ¢ sdo os semi-eixos do elipséide. 2044. » =

+ 59* = 9. 2047. O raio da base docilindroé_;f 2+

1
%; '—-:—] da reta; sua extensio € de

com o ponto (

um meio a outro, deverd encontrar-se entre A, e B,, sendo AM =

;i BM =
cos &

b v A :
= ﬁ' AM =atga, ByM = btg . A duragio do movimento do raio € igual a
COos

a

——————. O problema se reduz a procurar o minimo da fungio f(ax, B) =

v, COS o vy cos B

= 2 -+ L , com a condigio deque atga + btg p =¢. 2051 o =f.
Uy COS & vy cos B

PRSI e e O A EI' . Indicag@o. Achar o minimo da fungio f(Iy, I5.0;) =
R, Ry, R,

= I}R; + I}R, + I3R, com a condigio de que I, + Iy + Iy = I. 2053. Ponto

isolado (0; 0). 2054. Ponto de reversio de 22 espécie (0; 0). 2055. Ponto de contacto

(0; 0). 2056. Ponto isolado (0; 0). 2057. N6 (0; 0). 2058. Ponto de reversdo de 12
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espécie (0; 0). 2059. N6 (0; 0). 2060. N6 (0; 0). 2061. A origem das coordenadas é
um ponto isolado, se 4 > b; um ponto de reversio de I* espécie, se a = beum
ponto nodal, se a < b. 2062. Se entre as grandezas a, b e ¢ ndo hd iguaias entre si,
a curva nio tem pontos singulares. Se @ = b < ¢, entdo A (a, 0) é um ponto isolado;
sea< b — ¢, entdo B (b, 0) é um né; se a = b =¢, entdo 4(a, 0) é um ponto de revsr-
sio de I8 espécie. 2063. y = + x. 2064. y* = 2px. 2065. y = + R. 2066. P

+ 333 = 23, 2067. xy = it S. 2068. Par de hipérboles equilateras conjugadas,
2

cujas equagdes, se os eixos de simetria das elipses sio tomados como eixos das coor-

denadas, tém a forma xy = + zi 2069. a) A curva discriminante y = 0 é o lu-
™

gar geométrico dos pontos de inflex@io e a envolvente da familia dada; b) a curva
discriminante y = 0 ¢ o lugar geométrico dos pontos de agudez e a envolvente da
familia; ¢) a curva discriminante y = 0 é o lugar geométrico dos pontos de agudez,
mas nio € a envolvente; d) a curva discriminante se decompde nas retas:‘x = 0 |[=Iu—
v, X
gar geométrico dos pontos nodais) e x = a (envolvente). 2070. y = 2—“ S LEEL S

2071.7 L. 2072. Y9 F 4=t 2073. V3 (¢t — 1). 2074. 42. 2075. 5. 2076. x, + %
3
In 10

da
2077. 11 + 2079, a) reta; b) parabola; c) elipse; d) hipérbole. 2080. 1) ;‘: a’,

da® da da® d da ] [ db ] [ dc
2 = .3 —a’+a—. 2081, — (abc) = | — be a—=¢ ab —|-
) ® Yiae Tt d:( ] (dr + P dt
2082. 4¢ (1 + 1). 2083. v+ — 3cos t, y = 4 sen ! (elipse); v = 4j, w = — 3 quando
a5 —_
3}22 i+2lff j,w=—¥i—ZVquuando;z%;uz-ji,

t=0;, v=—

w = — 4j quando? = K 2084. x=2cos {, y = 2sent, £= 3¢ (linha helicoidal);
2

u=-2!sent+2jmst+3k,v——-b"_ﬁpara. qualquer f, a0 = — 2icost — 2jsent
®w = 2 para qualquer ¢; © =2j+ 3k, w0 = — 2i, quando ¢t =0; ® = — 2i + 3k,

w = — 2j quando ¢ = T 2085. x — cOS @ cos Wi, ¥ — Sena cos wf, z = Sen et (cir-
2

cunferéncia) ; © = — wi, cos « sen w! — wjsen a sen w! +wkcos wt, v=|o| w=
= — w% cos a cos wi — w?f sen x cos wt — w'k senwf, w = W : 2086. v =
= Vol + o3, + (voz — gt swz=wy =0 0, = — g w=g¢g 2088.w Va® + A% onde

o = 22 ¢a velocidade angular de rotagdo da tarraxa. 2089. Va*w?®+v} — 2awv, sen wl.

dt
¥2 el Vi e
2(i+k).v— 1 F= =

2090. t = (i — K). 2091, t = V—-%[(cos:—scn!)i-%—

~
+ (sent +cost) j + kl; v= — —1—[(sent 4 cost) i + (sent — cos i) j]; cos (r,2) =

V2

V3 ~ AP A 2k oAl 5f - Bl
=_-3_ cos (v, 2) =0. 2092, = 3 I -—u——VTﬁg

e — bt xr —acost
B = - S k‘ 2093. = (tangente); ————— =

Vs — a sen ¢ a cos ! b bsent

¥ — a sen ¢ z — bt ¥ — acost y — asent :*‘-—br

= = (binormal) ; =
a

x — acost y—asent

(normal

— b cos ¢ cos ¢ sen ¢
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principal).
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a sen f

Os cossenos diretores da tangente s@o: cosa = — ———; cosf =

acost

“Veie

cos a; = cos £; cos B, = sen ¢; cos y; = 0. 2094. 2x — z = 0 (plano normal) y —

—1=0

y—4

+ z— 8 =0 (plano

4

z—S

12

C Vatr o

b

a® 4+ b?

Os cossenos diretores da normal principal sdo:

— 2

(plano osculador); # + 2z — 5 = 0 (plano retificador). 2095. % T

(tangente); x + 4y + 122 — 114 = 0 (plano normal); 12x — 6y

2
osculador).  2096. o = - : (tangente) ;

A2

1
mal); M, [—;
4

(tangente); # + y =
A e o

pal);

x — 2

T |

0 (plano osculador); - q =t At (normal princi-

1 — 1

2
(binormal); cos ey =

1

—, €03 B, = — COS Yq = 0
I'Z' PZ'
___.I

2 3
= —__ (tangente); )2 — z= 0 (plano normal);

Y2

— 2

c)

1

x—2_

23

1

y—ZV,‘T_

z— 3

(tangente); x + y + 4z — 10 = 0 (plano normalj;

(tangente); 2V3x + y — 2)/3z = 0 (plano mnor-

1

S

mal). 2099. x + y = 0. 2100. ¥ — y — z}/2 =0. 2101. a) 4x —y —z— 9 =10;
b) - 9x —6y 4+ 2x — 18 =0; ¢) Badr — a¥ydy + (a® — b2) z3z = a®bi(a® — b).

e y—l zg— 1

2102, 6x — 8y —z+ 3 =0 (plano osculador); (normal
31 26 — 22
principal) ; f‘__ﬁl y»—-;—I = : (binormal). 2103. bx — z = 0 (plano osculador) ;
=0 = —b
[ } (normal principal); ik A v (binormal); T = _‘H_bk; B= _ﬂ:
F = y=0 V14 2 V14 b2
V6 V2 .
b = j. 2106. 2x + 3y + 192 — 27 = 0. 2107. a) ¥2; b)——.2108 a) K = T
—t 1 2
B G, ST R R I AR (_-"’_.‘ti; By R
3 aap 2acosh® ¢ a
i 2
S el S .. SO ISR T R O SNSRI S ll ot
Bpixd. a® | b2
T L R S | §T) s
- 14 T = Vﬁ. Wy = Hqua.ndot_

2129,
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Capitulo VII

2 b
2113, 4 2. 2114.10 2. 2115. & 2116, 2. 2117. 50,4. 2118. 2 2119. 2,4. 2120.T .
3 12 4 2 6

3
Lty

2121 x = — x=2—y; y=—06, y=2. 21227}?:,#2, yp=z-4 9 ¥y=1

»

x
r=321B.y=xy= 10—x;y=0)y=4,2124-y=3.y=2x: #=12=3
vy = V25 — #%; — 1, x=2.
2

2125.y =0
2
ay (165, ) ax = s
]

= =0, x = 3.2126. y= x3y=x+2:x
1
2127,

3 0

1 z
flx, v) dy. 2128 Sd Sf(x, ) dr:Sd::Sf(.‘t',y) dy.
0 1}

20 —y 1 2 2z4+3
dy S fl=, ») dx:S dx \ f(x, y) dy —I—de Sf{x ¥) dy. 2130. S S (x, ) dy =
0 0 1] 1

2z

O ey = Om*‘\‘g

S
|

1 ¥

T 2
dySf(x.y)der g dy S flx, ¥)dx. 2131-5@ gf(x, y)dx +
1 5 y_3 0 Zy
20 A1)
vz V=3 yic= 1 V==

(1]
4 5 dy S fia D) av e S ﬂ fo 9) dy + S ax S iz, ) dy.

1 T Ym U x
1 2 2 Vl oy Va== 1
2132. S dx Sf(x ) dy = de g Flx, y)dx. 2133. de S flx, ¥ dy + de X

1 Zan 2 _Viw 575

ey U1

Fa:

4 z
ngys flx, »)dx +

1

—Yi-= 1 V;_T: 2 Ya=x= =1
x S flz, ¥) dy + S dx S flx »Ndy + de S flx, y)ydy = 5 dy %
1

— Vd—xz i Vl—z' - y4—x9 -2

Va—s 1 —Vi=s 1 Véa—»

x S s s+ { ay S fx ¥) dx + S ay S fix, 3) dx + Sif x
—Viw R =1 Wi 1
Vi i ) Yo—x 2 Vi+se
B S flz, y)dx. 2134. de S flx, ¥)dy + S dx S flx 3)dy +
—yt -3 _ Voa—a F=2 .
Vo= R Zy Yo—m

+(ar (s = (o S swas+ § ay- S flx, 3) dx +

— Vo= —¥V5 Vi Liys V=1

Py |
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1 Yo—» Vs
+ S X S fox. ) ax +  ay
et D }rs,_—;, 1
1

- ¥y S
S fl=z 3)dx + S dy 5 flx, ¥) dx. 2135.
—¥s—=n ERR =
1—x 4. 1—y a VE;—_x' a
a) S dx S Sz, y)dy = de X gf(r. y)dx; b) Sﬂ'r S flx, y)dy ES dy x

0 0 0 0 —a _Yar—zn

1+ Y14y
Yar—ye Ya—x 1/2 2 1

1
x S fl, ) dx; c)de S f(x.y}dy=sdy S f(x,y)dx:d)sdxx

—Yarim - L T =12 4 _ Y13y A

1 a ¥+2a

1 ¥
¢ Sf(x.y)dy: de S flx, y)dx; e)de

flr, y)dx = de S Sz, ) dy +
iy 0 o

y L
Vl
48 3

flx, ¥) dy. 2136. gdy

1 0

¥

a Ja a
dx Sf(x, ¥) dy —i—de
0

2a x—2a

-+

Ty

2
flx v) dx. 2137, de x
0

| »
(-]
nleL—

3
fx, y) ax +S dy

yay
dy S fl=, ¥)dx+

Va!—zsy

G
dy S f(x, y)dx.
0

% flx, y) dx. 2138.

e - e
N
e .
ol
| B e, B

W

ER

0l o a— Jai—y

dy S flx, ¥) dx. 2140. de S Sflx, yvydx+
e »

a— a2 2 e
2a 2afz 2a 0 Vize

+de S Sz, »ydx + S dygf(x. y)dx. 2141, Sa‘x S flx, ) dy +
(i} 1}

a+Var—y i i =t
4a

V=
e S flx, 3) dy +
0

2139. ay\ f(x, y) dx+

ol
e
LR

3

w8
N

w

1 1—x

U
+\dx Sj(x. y)dy. 2142,

1
de flz, ) dy + \ dx %
o ¥z

Sl b=
Nf"'-...-—-\':i

Rz

VR =5 4
dy S f(x, ¥) dv. 2144, de S flx, y) dx.
0

T -arcsen ¥

% S flx, ¥)dy. 2143,

T ™, B3|

¥ arcsen y

1
2145. i 2146. —I- 2147. = 4 2148, Lg 2149. 6. 2150. —. 2151.In 2.
6 3 2 6 2
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VT 3 Vi—G—2)
4 157 — 16 2 8)2 4
2152.a) —. e - £02153., 085 45 2184, e
B ol ity 2 317 S“" S e
0
3 2nR y=f(x)
2155. — a)2a. 2156. % =R, Indicagdo. SS ydxdy = S dx ydy =
3 2 -
(5) [] 0
2r Rl —cos t)
= SR{l—oos t) dt ¥ dy, onde esta iltima integral € obtida da anterior

1] 0
4 2
como resultado da troca » = R(f — sen ¢). 2157. :; 2158. L 2159, a2 |- R .
0
1

E]

1

|4

sen g

dp

e
ey B

rf(r cos @, ¥seng)dr. 2161.

4 os
2160. Sdcp S rf(r cos @, rseng) dr + dp X
0 0

0!..-""\.;.];1

a|d
)

1 sen @

cos® @

™
i
do S 7f(r cos @, r sen @) dr. 2163.S f(tg p) do s vdr 4+
0 0 0

SE0 T

it S rf(r) dr. 2162.

RS

1 sen g
L] ]

sen g cos? 54'

fltg @) do S rdr + S f(tg @) dp S rdr. 2164, S dep
1] 3: 1] ™
4

+ rf(r cos @,

™

L ER N

= —_

T
a Vcos 2¢ _(2_ acos g

w3
r? sen @ dr = E

¥ sen @) dr + dp S #f(r(cos,, r sen ) dr. 2165. dop

0

al§ g

.0

o

3 3 _a 3
2166, % al. 2167. 1;‘_ 2163.[%24-;) a%. 2169, ’%. 2170, [i L m}“

3 9 e

2171. E-ﬂab. Indicagdo. O determinante de Jacob I — abr. Os limites de inte-

c

1

B
+8 1—v
gragio: 0<g<2mO0<r=< 1. 2172 S dv S f(# — wv, uv) u du. Solugdo.
] o
1+a

Temos ¥ — u(l — v) e ¥y = ur; o determinante de Jacob I = u. Determinamos os
limites de » em fungdo de v: w(l —v) = 0 quando x = 0, donde % = 0 (j4 que

1—v2£0); u =

: quando # = ¢. Os limites de variagio de v: j&4 que y = ax,
=t

entio wv = au(l — v), donde v —

; para y = Bx achamos v = ———.
I+« : 1+ 8

29—35
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1 “ 2 2—u N
- 123 v u —v —
2. 1= (o (o5 25w e (o § s[5 250 =
2 2 2 2 )
0 — 1 “w—2
0 240 1 2—v “ v R
1 utv Rl P i ——-—-—]du :
=3[gd.,§,[z, —)anr (o § (222 =3
-1 —v o v
IndicagBo. Depois de trocar de varidveis, as equagdes dos lados do quadrado serdo
at b2 . ak abl .
Uu=v, ut+v=2; u~—v=2, w=—uv 2174.36[(;‘—.—;]&?:35-}-&*

a? b s imit
Solugio. A equagio da curva € r% = r’[}—; cos? ¢ — ™ sen’ q)] , donde o limite

a? b?
inferior para »r é 0 e o superior r = V-F-cos':p-—-Fsen‘qa. Como r deve ser
a? b* . " Y :
real, entfio G cos? g — i sen? ¢ > 0; donde, para o primeiro ingulo coordenado,

temos que tge -s-a—i. Em consequéncia da simetria do campo de inte-

bh ] o
gragio em relagdo aos eixos, pode-se calcular 1/4 do to_t'a.l da integral, limi-
T
arctg %: :—:m" P - %,—Mn'v
tando-se ao primeiro quadrante: SS dx dy = 4 S de S abr dr.
(5) 0 0

1 Vy 4 ¥y . . Var—z* o
! ; b) T — = \d dy. 2176.a) —.
2175 2) 4, de S dx+dede.b) ; Z'S * " 92,
0 -¥y 1 y—2 a—x 6
Ja? 107 —1<x<1. 2180. 2 |T5.

T a2 2177, 2178, — a*. 2179. x. Indicagdo. — 1< ¥
o) (2 *+3 )a 120 3 3

= 5
2181, 3 [% 3 —;-] 2182. 3;:‘- — V3. 2183. — mat.  2184. 6. 2185. 10x. Indicag¥o.

[Trocar de varidveis x» — 2y == u,

1

3x 4+ 4y =uv. 2186, —;—(b*a) B —a.
1 1o

wa’
2187. L (B — ) In>. 2188.v= deS(l — x) dx = des (1= x) dy. 2193. =
3 a
0 0 0 P’EO 88 2
) a3 vt 48 ) 2200, 2.
2104, 3. 2105, L. 2196. 5. 2197. T 2198, 5= 2199, 55 i
4 2 rad (V2 —1).2205.7% .
2201. -5'-2—‘ 2202. ma*(x — B). 2203. ra®(2V2 — ). 22047 ¥z —1 :
1 2207. ™% (6Y3 — 5). 2208. 32 48 2200, ma(l — e~ R 2210. Swab
2206, — wabe. -5 5 >
211 3Y3 -2 2212 vz (2¥2 — 1). Indicagdo. Fazer a troca de varidveis zy = %,
T2 ¢ T3

T R Xy S V2
Y — v 2213 T"la" Va®? + B2 ¥ cfaP. 2214. 40m — m)R%. 2215. —— a®. Indicagdo.

y b 1 2 AV
— e 3— 1.
[ntegrar no plano YOZ. 2216. 4a®. 2217. 8a® arcsen ol 2218. 3 74 (3 )
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2219. 8a®. 2220. 3ra®. Indicagdo. Passar as coordenadas polares. 2220, 1, Indicag o.

Projetar a superficic sobre o plano das coordenadas XOY. 2220. 2. at)2.
Ry
2221. ¢ = -?'—r:a’ [(1 + -——z—) - []. Indicagdo. Passar s coordenadas polares.
3 a
16 , . V2
2222, -—~9—a3 e 8a’. Indicagdo. Passar s coordenadas polares. 2223. 842 arctg -~ *

a a @
FI ] 2z
. ady
Indicagdo. o = dx\ ———=—— - = 8a | arcsen — _— ____ . Integrar por
Va2 — x? — y2 2 a? — 32
0 0 _0

partes e depois fazer a substituicio » = al;’ sen f,; o resultado deve transformar-se.
- b X 2
2224. T VB  f 2 —aV@EF 4+ 2 ln j-?—-f—cf . Indicagdo. Passar s coorde-
4 a + Va* + ¢2
2 e ap 252 — 2
nadas polares. 2225. 2TOX" 232, 2%, &Y 3. . 2o g=—.
. 3 127 24 3(4— ) 6(4 — )
2a ¢
2228.% = Ja; =0 2229 7 — 205N % §=0.2230. 7 — 2, y_0. 2231. 1, —4.
6 3o 5
b b . 2 8
2232. a) Iy = — (D' — d%; b) Iy — = (D% — a%. 2233. 7 — 2 a0, 2234, 5 ..
3z 64 3 5
a Vax
Indicagfio. I = S dx S (v+a)*dy. 2235. 161n 2 —9% . Indicagdo. A distincia do
0 — Va=
ponto (x, y) até a reta » = y é iguala d = Jiy%z-L e ¢ encontrada através de

1 ) —
equagio normal da reta. 2236. I = — ke[ 7V2 ++ 31n(VZ + 1)) onde & é o coefi-

ciente de proporcionalidade. Indicagfio. Colocando a origem das coordenadas no
vértice, a partir do qual a distincia € proporcional 4 densidade da limina, dirigimos
os eixos das coordenadas segundo os lados do quadrado. O momento de inéreia &
determinado em relagdo ao eixo OX. Passando Aas coordenadas polares, teremos:

™
. E
T astco 2 a cosec 9 35
I, — S do S kr(r sen @)? » dr + S dp S kr(r sen@)?r dr. 2237. I, = — ma?.
0 0 ":‘ 0

4 35
2238. T,= " 2239. 22 rat. Indica do. Tomar # e y por varidveis de integracio (ver o
o 2 2 § P grag

1—-x l-z—y | H

t R
prob. 2156). 2240. Sd.v S dy S flx, v, r)dz. 2241, S dx S a‘yS Fla, v, 2)dz.
0 R

0 0 —Vki=z: o
_b_ ya!.._.ri ——
- @ 2 1 Vi 1—x1— 91
2242, S dx S dy S flx, v, 2) de. 2243, S dx S dy S Sflx, v.2)dz=.
e —«2— al—x1 < V£+§ -1 -VI-—x’ 0
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8 e - 4n)2 la? 1 1 5]
2244. 3 (31 + 1212 — 27//3). 2245. 2=, 2246. 7. 2247. . 2248.—In 2— =1
5 3
2249. ™% (18Y3 — 33]. 2250, 2 nps. 2251, 222 2252, 4 rape. 2253 TR
5 6 480 1 5 4
2284, nrs. 2255, 3 an 2256, & ra(n A i]. 2257. 1 nRs 2258. T 2250.32 425
9 3 3 15 10 9
493 ™ rl
23 Yzar—xl 2a Zz 2acos g 2a
3
2260. —‘!—Tra’. Solugdio. v = 2 S dx S dy S dz = ZS dp S rdrS dh =
o 0 0 0 o 0
fud ki
2 2acos 9 2 ]/_
13 dr 1 (2a cos )4 3 2ma’) 2
2 —_— = — = — ma®. 2261. ——— . Indicagfo.
5 Sd? S 2a a S 4 i 4 3 &
0 0 0

Passar as coordenadas esféricas. 2262. 4 m. Indicagdo. Passar as coordenadas
6

3 . ]
cilindricas. 2263. %‘ (37 — 4). 2264. mabc. 2264. 1. ";;‘. 2264. 2. &= (V3 — 1) ate.
4 3
2256. %‘(44—5 + ). 2266. 2;_‘: (68 — gt~ B3, 2267. £ =0: G=10; == &
5

[Endicag@o. Introduzir as coordenadas esféricas. 2268. x = i g =002 el
3

2
2269. "—l“zi (3a+4A%). Indicagfo. O eixo do cilindro é tomado como eixo 0Z, o plano

da base do cilindro como plano XOY. O momento de inércia € calculado em relagio

po eixo OX. Depois de passar as coordenadas cilindricas, o quadrado da distincia
ha?

Ho elemento r dp dr dz do eixo OX € igual a »?sen? + 22 2270. il (242 + 3a?).

Indicagdo. A base do cone é tomada como plano X0Y ; o eixo do cone, como eixo 0Z.
D momento de inércia ¢ calculado em relagdo ao eixo OX. Passando as coordenadas

rilindricas, para os pontos da superficie do cone teremos: r = —:- (h — 2) e 0 qua-

Era.da da distincia do elemento r dp dr dz do eixo OX seri igual a % sen?p | 22,
271. Zrkph(1 — cos o), onde & ¢ o coeficiente de proporcionalidade e p, a densidade.
Solugdo. O vértice do cone € tomado como origem das coordenadas e seu eixo, como
pixo OZ. Se introduzirmos as coordenadas esféricas, a equagdo da superficie lateral

Ho cone serd ¢ = -721 — «, e a equagdo do plano da base, r = T . Pela simetria
sen

te tem gue a tensdo resultante estd dirigida ao longo do eixo OZ. A massa do elemento

e volume € dm = p#® cos ) dp d} dr, onde p é a densidade. A componente pelo eixo OZ

da atragio que exerce este elemento sobre a unidade de massa situada, no ponto O,

kdm

t igual a sen ) = kp sen Y cos § d) dp dr. A atragdo resultante é igunal a

¥2

b
S de S day S kp sen  cos  dr. 2272. Solugdo. Introduzimos as coordenadas
0

0 o

RESPOSTAS 453

cilindricas (p, @, z) com origem no centro da esfera e de forma que o eixo OZ passe
pelo ponto material, cuja massa se supde igual a m. A distdncia deste ponto até o

centro da esfera ¢ designada pela E. Seja » =}p? L (£ — 2) a distancia entre

o volume elementar dv e a massa m. A forca de atragio do volume elementar dv da

esfera e do ponto material m, estd dirigida ao longo de # e numericamente & iguae
dv

a — kym e onde vy = % € a densidade da esfera e dv = p dg dp dz o voluml
7

= RI

elementar. A proje¢do desta forca sobre o eixo OZ serd:

kmyed 57
¥ ol el i thidd cos(;.\e) = — kmy ad p dp dp dz.
rE ¥3
Donde
2n R =
4
F=—kaSd¢pS(g—;)dz S < L S L
73 3 E2
0 —R o

porém como —:—Ynﬁ’“ = M, entio F = *—j;;ﬂ. 2273, — S e *'dy — e~ %" 2275,
x
>

1 B? ?
a) —(p>0); b) quando p > a; ) ——— (p > 0); d) ———(p > 0).
? i #* + f P+t
(- =]
2276, — —1 . 2277. i . Indicagdo. Derivar duas vezes: e Pt gt — £ . 2278. In E‘- .
nt P:! ? ®
0
2279. arctg E — arctg = 2780, ; In(l L+ e) (x > 0). 2281. -r:{]/l —a? — 1)-
m m “

2282. arcctg = . 2283. 1. 2284. % 2285. 1;-. 2286. ;’_'-2 . Indicagdo. Passar s
{3

2

T
. 2288. e 2289. Converge. Solugfo. Excluimos

de S a origem das coordenadas junto com seu entorno de amplitude g, isto €, exami

coordenadas polares. 2287. %

I
namos I _ In) #2 + y*dx dy, onde o campo que se exclue é um circulo de

(Se)
raic e com centro na origem das coordenadas. Passando as coordenadas polares.

2 1 2 1
2 1 2 2
temos: I _ S@Sf'lﬂrdr:S "—--lrnf| ik L ydr aTcp:Z:-:[E--~B—1'ne—l
2 ]s 2 42 4

0 £ 0 t
Donde lim I, = — % . 2290. Converge quando « > 1. 2291. Converge. Indicagdo.
e—>0
: L dx dy
Rodeamos a reta y = x com uma faixa estreita e supomos S-—i =
Yis -2
(5)
1 T—e 1 1
= lim de S -—-—d—3-}—-——- 4+ lim S dx S _d—y . 2292. Converge quando a> E- .
60 V=52 a0 Ve — 52 3
0
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V5+ 3 ab(a® + ab 4 bY) 256 a?
2293, 0, 2294. In ——— . 2295, —~ — " "' . ——ad . —
n > 3(a F B). 2296 5 2297 3 [([ -

3
+ 4n?) 2 1]. 2298. a® Y1 + m?/5m. 2299. a?)2. 2300. (56)/7 — 1)/54. 2301.

Va2 + b 27ch 16

25 arcts —— 2302. 2ma®. 2303. ——- (10/10 — 1). Indicaqio.s f(x, y) ds geo-
metricamente pode ser interpretado como drea da superficie cilingrica que tem a
geratriz paralela ao eixo OZ, cuja base é o contorno de integragdo e as alturas sjo
iguais aos valores da fingdo subintegral. Por isso S =S #ds, onde C é o arco 04

c
da pardbola y = % x%, que une os pontos (0; 0) e (4;6). 2304. a}3.

2 2 __ R2
2305. 2 [b' TLADY . SRR T S e Vo 58 (= Va* F 42 +
Va? — b2 a
S e e BT Lo i
+ 55 In “"+V“a"‘ il ] 2307. (4a/3, 4af3). 2308. 2ma*Ya® T 65, 2309.

RMmb[ Y (a® + 6%)3. 2310. 40 .% B 5 THRCIE v e R T d) — 4;
3 5

e) 4. 2313. Em todos os casos, 4. 2314. — 2x. Indicagdo. Utilizar as equagdes para-
métricas da circunferéncia. 2315. 3, ab®, 2316. —2sen2, 2317. 0. 2318. a) 8; b) 12;
3

] Vs
c) 2; d)%: e) In(x + y);: I}Sq;(x} dx + Sd_a{y)dy‘ 2319.a) 62; b) 1; c) -:1;—1-1112;
* ¥

d) 14V2. 2320. YT+ a® —V/ T+ b2 2322. a) 23+ 3xy —2y2 4 C; b) " — a2y +
+ 22—+ C; c)e*¥xr+y)+C; d In|x+y|+C. 2323. — 2rna(a + b).

2324. — mR? cos? o 2325. (—é-—|— “l';?'

¢) 5V2; d) 0. 2327. I — Ssyﬂ dx dy. 2328. —4/3. 2329, =RY/2. 2330. — 1/3. 2331. 0.

) R3, quando R> 0. 2326. a) — 2; b) abc — ;

(S)
2332. a) 0; b) 2n. Indicagdo. No caso b) a férmula de Green € empregada no campo
compreendido entre o contorne C e um circulo de raio suficientemente pequeno
com centro na origem das coordenadas. 2333. Solugdo. Se supormos que a diregio
da tangente coincide com a diregdo do percurso positivo do contorno, teremos que

cos(X, n) = cos(Y,¢) = Z—y,portanto, % cos(X, n)ds = % -Z-i'- ds = % dy=0. 2334. 25,
s
[# C

G
onde S € a drea limitada pelo contorno C. 2335. — 4. Indicagdio. Ndo se pode empregar
| férmula de Green. A integral dada é imprépria, j& que nos pontos de cruzamento do
contorno de integragdo com a reta x 4+ y = 0 a expressio subintegral toma a forma

0 3 3

o 2336. mwab. 2337. E- ma®. 2338. 6ma®. 2339. 3 a?. Indicagdo, Fazer y = {x, onde
2

t € um parimetro. 2340. 26, 2341, (R + 7)(R+2r); 6nR® quando R=r. Indicagio. A

R
equagdo da epicicldide tem a forma x — (R 4 7) cos { — » cos il

t, y=(R+4r)sent—
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R+ r

¥

— ¥ s5en

t, onde ¢ é o dAngulo de giro de raio de circulo fixo, tragado no ponto

R y
de contato. 2342. w(R — 7) (R — 2r); %nR’ quando r = : Indicagfo. A equagdo
da hipocicléide € obtida da equagdo de epicicléide correspondente (ver o problema 2341),
substituindo-se » por — ». 2343. FR. 2344. mg(z; — z;). 2345. -2- (a® — b?), onde &

é o coeficiente de proporcionalidade. 2346. a) Potencial U = — mgz, o trabalho
* i — ..I"'._. . .—“'__ - t ial
mg(z; — z3); b) potencial U = - o trabalho T gt ; c) potencia
2ma® Va® + b2 |
3
_“:.__Vi_- R,
2

2
U= — i;— (2 + ¥* + 2%, o trabalho %--(.i‘?‘3 — r%). 2347. —i-ﬂ:a“. 2348.
: 2t
mal o352 3 2383, 25V3 41
4 10(5Y5— 1)
2355. a) 0; b) — SS (cos @ 4+ cos B + cos y) 4S. 2356. 0. 2357. 4m. 2358. — ma®.
5

S5 AR oP
P e ek Bl b s g :

ay ¢z €z dx dx ay

dx dy dz a2U Al I 3
ZSS (*+y+2) dvdydz. 2363.2 SSS F;;:-ﬁ. 2364. Sgs Py o 2yt =+ P
) (9] W)

a® 12
x dx dy dz. 2365. 3a*. 2366. ? 4 2367. 3“ mas. 2368.
cilindros. 2372. Cones. 2374. Circunferéncias #? 4+ 3? = ¢}, z = ¢5. 2376. grad U(4) =
=y r
— 9i — 2§ — 3k; |grad U(4) | = V99 = 3V11; 22 — xy; x — y — z. 2377. a) i

a. 2354.

2349. 0. 2350, % mabe. 2351.

2361.. 0. 2362.

mah?

2371. Esferas;

b) 2r; ¢) — ——; d) f'(r) . 2378. grad (er) = ¢; as superficies de nivel sio
&
U 22U oU

planos perpendiculares ao wvetor e. 2379. 3_ = —1 73‘: = | grad U | quando
r r
a=>b=c. ZBEU_G_L_I:_M;@.EOquando!_KT, , 2382, —.
ol r? Ll ¥
¥ A I : re
2383. div a = — f(r) f’(r). 2385. a) divr = 3; rot * = 0; b) div (re) = —»
*
: - oy
rot (re) = —2XC o div (i @ = L (e, ot (AN ey =L @ x @),
r Y. v

2386. div v = 0; rot v = 2w, onde w = wk. 2387. 2un®, onde n° € o vetor unitdrio
U £ o i a2

dx® ay® dz%
3
rot grad U=0. 2391. 3nR2H. 2392.a) - =R (3R? + 2H?); b) o FRAH(RE + 2HY).
10

paralelo ao eixo de rotagdo. 2388. divgrad U =

2

2393. div F = 0 em todos os pontos, menos a origem das coordenadas. O fluxo &
igual a — 4mwm. Indicagdio. Ao secalcular o fluxo, aplicar o teorema de Ostrogradski—

. a
Gauss. 2394. 2r2h2. 2395, — "°F

. 2396, U =S +f(#) dr. 2397." . 2308.a) Naoh4;
L

r
b) U=2yz +C; c) U — xy + ¥ + yz + C. 2400. Sim.
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Capitulo VIII

2001. " . 24021 ou03. ! ge00. L gups. BF2  agee
2n — 2n i) n? (n + 1)2 In 4 2

2407. - TS O C IR i OGBS (— m+1, 2410, m(n-0)"H,
nin + 1) 1:4-7..(3n —2).

2416. Diverge. 2417. Converge. 2418. Diverge. 2419. Diverge. 2420. Diverge.
2421. Diverge. 2422. Diverge. 2423. Diverge. 2424. Diverge. 2425. Converge.
2426. Converge. 2427. Converge. 2428. Converge. 2429. Converge. 2430. Converge.
2431, Converge. 2432. Converge. 2433. Converge. 2434. Diverge. 2435. Diverge.
2436. Converge. 2437. Diverge. 2438. Converge. 2439. Converge. 2440. Converge. 2441,
Diverge. 2442. Converge. 2443. Converge. 2444. Converge. 2445. Converge. 2446. Con-
verge.  2447. Converge. 2448, Converge. 2449. Converge. 2450. Diverge.
2451. Converge. 2452, Diverge. 2453. Converge. 2454. Diverge. 2455, Diverge. 2456.
Converge. 2457. Diverge. 2458. Converge. 2459. Diverge. 2460. Converge. 2461, Di-
verge. 2462. Converge. 2463. Diverge. 2464. Converge. 2465. Converge. 2466. Conver-

ge. 2467. Diverge. 2468. Diverge. Indicagdo. Zr1 S 1. 2470. Converge condicio-
an
nalmente. 2471. Converge condicionalmente. 2472. Converge absolutamente. 2473.
Diverge. 2474. Converge condicionalmente. 2475. Converge absolutamente. 2476.
Converge absolutamente. 2477. Converge absolutamente. 2478. Converge absoluta-
mente. 2479. Diverge. 2480. Converge absolutamente. 2481, Converge condicional-
mente. 2482. Converge absolutamente. 2484. a) Diverge; b) converge absolutamente
¢) diverge; d) converge condicionalmente. Indicagio. Nos exemplos a) e d) examinar
==}

w
a série E (@sk—y + asx), e nos b) e c) investicar separadamente as séries 2 Ag_; ©
- k=1 =1
E @gk- 2485. Diverge. 2486. Converge absolutamente. 2487. Converge absolutamente.
k=1
2488. Converge condicionalmente. 2489. Diverge. 2490. Converge absolutamente.
2491. Converge absolutamente. 2492. Converge absolutamente. 2493. Sim. 2494. Nio.

N1+ (—pm = 1
2495. E -—-J—n—— ; converge. 2496. E m ; converge. 2497. Diverge.

nml
z499. Converge. 2500. Converge. 2501. |R,| < ST y IRl < —-1--; Ry, <0, Rz >0.
120 720

Qn 1

n=1

2502. Ry <

= . Indicagfo. O resto da série pode ser ava-
2n 4+ 1 28(2n + ln!
liado através da soma da progressio geométrica que excede a este resto:

Y i 1) 1 1 1 12
Ry = ag|— e s e =
? a“[z ﬂ+1+[2](ﬂ+1)(ﬂ+2}+ ]{a[z u+l+(2]
n 4+ 2

+ ] . 2503, Ry < Ryy < 3-10-%. 2504

['rs+1i' n+Hm+ 1’ n+ 1
< Ry < — . Soluglio. R, — : : Sl R B e
4% R T T RS Ginmin T
bl et AT =( 1 1 ey Tora s =
(ﬂ+2)1(n+3) n4 1 n-}-Z] {u+2 n+43 N R
Ry < - : + .. = Nk s Y airin dada € facil
nn 4+ 1) (m 4+ 1I)(n + 2) n

achar o valor exato do resto:

T
15 15 4
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n l 2n+2
Solugdo. Rn = (1 + 1) ] + o +2) [;] alen

it
4
112
Multiplicamos por :)

1 1 )2n+2 1 }2nte
—Rn=tn+1)[—] +(n+2)[—] + o
16 4 4

Subtraindo, obtemos:

15 1 n 1 an 1 Zn+2 1 In+4

— Ry =] — g L —_ 4+ .=
o e o T e Bl ¢

s e

1
16
Daqui encontramos o valor de R, dado mais acima. Fazendo n = 0, achamos a soma
3
da série § = {—}%] . 2506. 99; 999, 2507. 2; 3; 5. 2508. S = 1. Indicagdo. a, =
=—t_ ! 2509. S=1 quando ¥ >0; S=— 1 quando *x < 0; S=0
n n -+ 1

quando x = 0. 2510, Quando x#>>1 €& absolutamente convergente, quando x < 1,
é divergente. 2511. Quando x > 1 converge absolutamente, quando 0 < x<1
converge ndo absolutamente, quando x < 0 diverge. 2512. Quando r>e converge
absolutamente, quando 1 << ¥<(e converge nio absolutamente, quando x»<1 di-
verge. 2513. — o0 < ¥ << 00. 2514. — 00 < ¥ < oo0. 2515. Converge absolutamente

quando x > 0, diverge quando x<0. Solugdo. 1) |a,|< e quando x» >0 a

en

converge; 2)
e e

tende a zero quando # — oo, j4 que do cos nx — 0 resultaria que cos 2nx —> — 1;

desta forma, quando x < 0 nfo € valido o critério necessirio de convergéncia. 2516.

Converge absolutamente quando 2w < »# < (28 + Im(k =0, +1, +2,..); nos

demais pontos diverge. 2517. Diverge em toda a parte. 2518. Converge absolutamente

quando x 3 0. 2519. » > 1, »<—1. 2520. » >3, v < 1. 2521. =1, s<— 1.

2522, x?.ﬁi, xr:‘l%. 2533. x> 1, x< — 1. 2524, — 1< x < — —;'-, %-c:x{ 1.
3

série com o termo geral = 1 quando <0 e o cos nx ndo

oo o
- ¥ -
Indicagdo. Para estes valores de x converge, tanto a série kg 1: x¥*, como a série ;,E 1: Py

Quando |#|= 1 e quando |x|< l o termo geral da série ndo tende a zero.
2 :

2525. —1<x<p, 0<x <1 2526. — 1 <x<<1.2527. —2<x<<2. 2528. —1< x <.

2529.—V—lﬁgxsﬁi-.zssu.—r<xsl.2531.—1<xc_1.2532._1<:xc_1.

2

2533. — o0 < x < 0. 2534. =0. 2535. — o0 < ¥ < 00. 2536. —4 < ¥ < 14.

2537___1.{_;<i, 2538. — 2 < x < 2. 2539. — e < x < e. 2540. —3<x < 3.
3 3

2541, —1 < ¥ < 1. 2542, — 1 < x < 1. Solug@o. A divergéncia da série quando
|#|=1 é evidente (é interessante assinalar que a divergéncia da série nos extremos
do intervalo de convergéncia ¥ = 4 1 pode ser comprovada, nio s6 através do
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critério necessario de convergéncia, mas também com a ajuda do critério D ‘Alembert).

% + 1)1 21 : ;

Quando x| < 1, temos lim (—-————+ ) a:! = lim|(n |+ 1) e ”.{z lim (n+4 )| x|"=
e €O nla" -0 1=+ 0

n+ 1

= lim = 0 (a ultima igualdade pode ser facilmente obtida, aplicando-se a

regra de L'Hospital). 2543. — 1< x< 1. Indicagdo. Através do critério de D’Alembert
nio s6 se pode achar o intervalo de convergéncia, mas também investigar a conver-
géncia da série dada nos extremos deste intervalo. 2544, — l<x< 1. Indicagdo.
Através do critério de Cauchy ndo s6 se pode achar o intervalo de conwvergéncia,
mas investigar também a convergéncia da série dada nos extremos deste inter-
wvalo. 2545. 2 < x<8. 2546. — 2<x << 8. 2547. —2 < x < 4. 2548. l<x<3.
2549, — 1< xyx< — 2, 2550, x=—3, 2551, — T <x< — 3. 2552. 0sx< 4

Jedy. @l o Bdioegy g g3 IERS, Do o) BRE6 D yuch.
4 P

2557. 1 < x<3. 2558. —3<s<—1.2559. 1 — l < x <14 i Indicagdo. (Juando
e

e

2

P
1+ L 4 série diverge, j& que lim = .
x=1L — verge, j s =
€ fi-> 00 e® V_S
2561. 1 < x<3. 2562. 1<x < 5 2563. 2<x<4. 2564. |z| < 1. 2565. |z|< L

2566. | z — 2i| < 3. 2567. |z] < V2. 2568. z = 0. 2569. |z] < co. 2570. |z < %

#£ 0. 2560. —2 < x< 0.

2576. —In(1 — %) (= 1<¥ < 1). 2577 In(1 + #) (—1< #<1). 2578. — L L

1—=x»

A 20 (|#] < 1). 2581. b Yot i (lxl<1).
) (1

J’") 2

(lx] < 1). 2579. arctg #(| x#|[<1). 2580.

2582.

— ik

(%] < 1). 2583, —%—— (1| > 1). 2584, = [a.rctg o R o ")
B (x — 1)3 2 2

1+ x
|z] < 1). 2585. -“—V—s Indicagdio. Examinar a soma da série x — S 352 T

1 L. #%In®a
(ver o proolema 2579), quando » = —. 2586. 3. 2487. a* = 1’4
nm=l

V3
(— o0 < » < op). <2588 sen[:v-[—f- =E[l+x—£.—.i’_+i+i_
P 4 2 21 31 4! 5!

n!

Bon
“z“x" 42
(=1 -;-'--{-,‘_ 2580, cos(x+a}=cosa—-xsena—2_1m5a+
4 "

+£-sena+icosa+...+—x—-sen a+ME+...(—-oo<:x<oo}.
3l 41 nl 2
2 3.4 5 =
2590. sen? ¥ = i o 2"'&— liat 2

B4 redd G\ (2n) 1

2
2501, n(2 & %) =idn 2 Lo 2 B L Lo ey
2 222 3:28
< x<2). Indicagdo. Ao investigar o resto, utilize o teorema da integragio da série

+.(—=2<

vt (=1 —— L L (— o0< x <00).
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i x—3 I
de poténcias. 2592, ——— _E(n + 3) 2n(| x| < 1). 2593. Sl
(x — 1)’ - 23—~ 4x 4 3
_,_,l}n—l 271 on
o 1+ )x"([a’l <1). 2504, xe~2— 5 1 Wl i A0
,,E_u[ 3nt1 TE n— 1 (e
22 L. xn o FAIn+l
<x<o0). 2595.£° = 1+ E—(—oo<x<co). 2596. —— (—co<x<o00).
&4 nl =t (2n + 1)1
2420 1. & (—DnrExn
2597. 1+ (_1)ﬂ . 2508, 14 — SRR et )
”E“l 21 2“21 2m 1 (— o0 < x# <c0)
= 2) 32" . y2n+l s
2599, 22(—1)"M~——x—[—w<x<m}. 26.00.2 (—1)
”_o (2n 4+ 1)1 —~ gn+l
2 1-3 a4 1-3-5 8 1-3-5...(2n — 1 2n
2601. A o B o Cr—1 ¥
+2 23+2.4 25+2.1.527+' + T 2:n+l+
-] 2n4
+ o (—2<x<2). 2602.2 3 2 (|x| < 1). 2603. Eﬂ:‘“ﬂ—_l ﬂ[_L
n=0%" ,,.,1 n 2
1
<rE— 2604. x + —1"—-——- by
2] "22{ ) i (| x| < 1). 2605. 2( 1)ﬂ <1).
= n=0
1 At 1-3 35 1350 Cn =) x=ﬂ+1
2606. % i e R e - 1).
3 2-4 5 2:4:6...2n 2n 4+ 1 b
I RRE - 1-3-5...(2n— 1) a3+
607, = e AR T Lot N et SR I
s 2.4 5 2:4:6.. 211 2n + 1
—3 .20
2608. Z (— pn+t —-_” (—oo< x<<c0). 2609. 1+2( ) Qi 1x“(—oo<
n=1 (2 =2 nl
2n n-1
< z<00). 2610. 8 + 32 A b Y (< <o), 2611, 2 4 ——re
&~ 7l . 20.3-1)
2.2t 2+ 548 2:5:-8...(3n — 4) a"
— a1 b
F e em T ED L T ik ol v

1 = 1 1 3 2. (14 31y .1n
212 + ]x"(—-2<x<2). 2613 S g A ) 4
6 Q 2041 3n+1 4 ; (2”! 1
ll

oo
(|x|< o0). 2614, E (l#] <¥2). 2615. In 2+ 2 {_1)"*1{14-2-")—-

=0 =1
22741 3
(—l<zx<1). 2616. 2 (— 1" (— 0 < 2 < co). 2617. x4
pia] @+ 1) (21; +1)!

+ — (1] < o). 2618. (—pm 2o (1 x1<1). 2619, % +

;1 {‘2 +1] ,E_-l aai

1 1-3 1-3-5...02n — 1)

— a9 i+l s 1). 2620.
+2-5 23-9-21x‘-+ i 2”(‘in+l‘n! e 3 Usls gl

Yl W =2 At

e g 2621 e gy —_— ... 2622. 1— ; i
+ 3 15 z + 13 G[ + }

5%
2623. 1+—+—+....2624 ~[ + = + + ] 2625. x+x‘—[—-1-x3+
3
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2626. Indicagdo. Partindo das equagdes paramétricas da elipse ¥ = @ cos{, y = b sen ¢,
calcular a extensdo da elipse e desenvolver a expressio obtida em série de potén-
ciase. 2628. 53 — 2% — 5x — 2= —T78 4 59(x +.4) — 14(x + 92 4 (¥ + 4)3 (— 0 <
<x<oo). 2629. f(x + k) = 5% — 4a* — 3x + 2 + (1522 — 8x — 3) b + (15x —

— 4) 2+ 5h® (—oo<x<o0; —oo<h<oo). 2630. 2 [—1)r=t Vit (0<x<2).
n

=1
-] ©w
2631. 35 (—)"x— 1" (0 <x<2). 2632 I+ DEED" (—2< 2 <0).
m-:l) n=0
(= + 2)2"
6 f-1 _ 3-n-1 n et [
2633. ”);‘-0(2 3N+ H® (—b<i<—2). 2634"2_0 -1 i (=72
—V3 < x < —2+V3). 2635. &2 1+2 ("+ A i eyt o636, 2avd=. 1
gl 28 1 4
— 4)2 5 — 4)4 2
o 4)_'__1"2.{:.' 420 b3 o8 Aty ﬂ+...+{ 1)“135 (20 3.
24 4.6 20 4:6-8 28 4-6-8..2n
an—1 v
(x — 4" = (X_E) !
=
X ——— + ... (0<x<B). 2637. Lot e <o0). 2648. —
o (0<x<8) ’;( e ikl o iy
an-1
‘i“ 1[x——]
_{_Z:( e X o B i i) 2639 2 f: [I_ "]Wl(oc
ot S "02+1 1+ %
< x < o). Indicagdo. Fazer a substituigdo e =1¢ e desenvolver In » em

+ x
H 1 3
série de poténcias de ¢  2640. i + el = -+ o of BEE
2\ 1+ 2:4 \1+ =«

o n
s Mok d) - VB (L e S Aoy S RSPt R
2-4:6..2n—2) |1+ #

4
2 51 40

—
—-

— —
| =

e )
Yelo IRfw kT agad (X B TIRSY A THiORAZ L S tont hitaco.
11 6 2 2 3 24 5
Para demonstrar que o erro nio excede a 0,001 é preciso avaliar o resto da série
através da progressio geométrica que excede a este resto. 2644. Dois termos,
2 3
isto & 1— % . 2645. Dois termos, isto &, x — ’% . 2646, Oito termos, isto &,

1-'r-2i. 2647. 99; 999. 2648, 1,92.. 2649. | R| < 0,0003. 2650. 2,087

2651. |x] < 0,69; |x| < 0,39; (¥] < 0,22. 2652. || < 0,39; |¥| < 0,18. 2653. L _

2

—ﬁmﬂ,‘!%l‘ 2654. 0,7468. 2655. 0,608. 2656. 0,621. 2657. 0,2505.
-3- 3!

(x — y)tn
2658. 0,026. 2659. 14 (=) ————— (—0<x<o0; —o0<y<o0).
52_1 (2n) !
[==]
(x — 92" — (x + »)*"
2660. -1 — 0 < &< 00; —00< )< o0)
E( ) ey ( ® y )
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2661. 2( et = i S (—oo<x<o0; —0<y< o). 2662. 14 22 (y—x)m;

~ (2#—1}1 Lt
— . Indicaglo. ————— = — 1 + —— . Utilizar a progressio
[ —yI<y ¢ 1+x__y 0
o xn_'_yﬂ .
geométrica. 2663. -Ew (— 1<x < 1; — 1<y < 1), Indicagio. 1 — » —
n=1 g8
[-+]
sdl T gcict—i<y<).
—y4ay=(1—2) (1 -2 2664. 5> (1) o << y<1)

=0

Indicagdo. arctg —— 2 = arctg ¥ + arctg y (quando |#|< L, [y|< 1). 2665. f(x + A,
1 — xy

¥y + k) = ax? + 2bxy + cy* + 2(ax + by) B + 2(bx + ¢y) k + ah?® + 2bhk + ck*

2666, f(1 + B 2 + k) — f(1,2) = Ok — 21k + 348+ 3hk — 12A% + A% — 233,

o B

. 1+2[{x—2)+{y+zn 26681+ 3 (= 1°

n=1 n=1 {2'”)1
3 __ 342 l
Blgh el A A oy on Foee 0 Lbsbayd Ayt
21 31

g7, 2t G M s ")i i ot ) I SR H IR, 65 TR TR R 2 B

2 P Comogtd 2n 4 1 2

o

2672. b—aﬂ_?_(b—a) Ecos(Zn—}- l)x+(a+b)2( pyn- lsenmr S(+m)=

4

™ ne=0 (2"' i 1), n=1

2 2 1
SR8 e 43 (= 1% COS AT . S(4 m) = nt. 2674. —senhan[ =
2 3 . ™ 2a

g 2 sen am 2 nsen nx

2 ot (a cos nx — n sen n#) [; S(£) =cosh am. 2675. E{ Hr—
=l a®+ n? i n—1 @

se & nio é mnumero inteiro; sen ax, se a4 € um nimero inteiro. S(+ w) = 0.

2 — n

n=1 "

2 sen arw jju SICOE0X @ cos nx i SRR
, se @ ndo € numero inteiro; cos ax se a
2676. [ +E : (— g ]

é niimero inteiro; S(+ ©) = cos arm. 2677._2_%1’;‘“;(__ fyn-1 ﬂ::]_: n S(brye 0

g e ““[ St 2 b i B ____cos 'u] ; S(& m) = cos h ar. 2679. ”Z..: set;nx'
n=1 A —

2680. é Sen;ia: 11 ; a) %, b) 3;-: c) 27;(3' 2681. a) 22 (— -t E"E””_‘;

b) = T g w:z{i”—_l)lj x; ? 2682. a) gbn sen nx, onde bgp_; = Zsz- 1_

'—;t{?.ks_—l)’ eb,kz—l;-- i ,.cos#x, 1)1";.; 2)%-
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2 = n sen nx T 1 [(—=1"™ — 1] cos nx
2683. a) — (1=t ; b) 2
“g a® + n? amn +n§ a? 4 n?
A 1 — cos ”?N d o sen %
2684, a) e . BET) WX b) _— — —  _cos -
-2 . LR e

nopSen2n — 1) x TN O cos2(2n — 1)
2685. a) — E( 1)1 .b):—;Ex 3

] (2n — 12 2s” T on— p
2686, bpsen nx, onde by = (— D=t oo Wy Y ¢
§ 2 e iy 12

= 2n— 1
2687, EE e D e E (= mseans o0 2% aE
T - (2n — 1)3 = dut 1 it

2h

=, sen nh - 1 =
+E cos-nx) 2690. _ﬁ[;+2

- ¥ n=]

sen nh)?
nh

] cos u:}. 20 e T
—~ 2

-] c 4 o0

+23 (—prr 22 ’“‘. 2602. _[; +3 (= 22 2’“:] 2694. Solugio

n=2 T =1

ERES

1) agn = f(x) - cos 2nx dx + 2 f(#) cos 2nx dx. Se fi-
™

© ey 0|

Sf(x} cos 2nx dx 2
™
0

NELS o]

zermos a substituigio f= " — yna primeira integral e f = » — & pa segunda,
2 2

através da suposta identidade f[.;i i :} = = j[E = .-J é facil observar que
2
™
™ z
2
Gpn =0 (n=0,12.); 2 bypo== Sf(:) sen 2nx dx = A Sf(x] sen 2nx dx +
5 T
0 [
™
2 :
+ = Sf{x} sen 2ny dy. A mesma substitui¢io que no caso 1), tendo-se em conta
™
ki
i

a suposta identidade f(—-;i-f- t]=f(§ ——:] nos leva a igualdades b,,=0 (n=1, 2, ..)).

e 2 1 =
2605. il Ed E: ME. 2696, 1 — 2 M‘ 2697. senhl o8 -
2 it (2n 4 1)3 T oo n” ]

X Sen mwy

x
I cos — TTn sen

T
= i ! !
+23°0 (=1 P J 2698. _E(h ol Tl

n=1 =]
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unyY
i 2( 1) 3.2 b 1
sen w— nyY n
2699.2)— e RN 00 ) SN (M D
S B =5 % X 2
' (2n — 1) mx
4 R i 2 nx
PR E _— . 2701. Q) E bpsen — , onde by, =
2 =1 (2n — 1)2 STt 2
COSE
4
ALY e ] by = — = ; )——162(—1;-= -
ml2e4+1 @b+ 12 & &~ n
2 (2n + 1) mcx
L I 2 1 4 = cos(2n + 1) nx 2
40 — G I X, M L Ss LI AR
2702. a) = ,,E,,o{ ) @t 1 2 w2 eni )y 3
T e A 2m':x 2. cos 2awx
e R s
2t &= ﬂ‘ L | s

Capitulo IX

2704. Sim. 2705. Nio. 2706. Sim. 2707. Sim. 2708. Sim. 2709. a) Sim; b) nio.
2710. Sim. 2714. y—xy’ = 0. 2715, xy’—2y = 0. 2716. y—2xy’ = 0. 2717. xdx +
4+ ydy=0. 2718, y* =y. 2719, 3y® — 2 = 2xyy’. 2720. zyy'(xy* + 1) = L.

2721. y = xy’In 2 . 2722. 22y’ 4y’ =0. 2723. y"—y'—2y =0 .2724.y" +
y

+ 4y = 0, 2725. y'" — 29" + 9 =0. 2726. y”' =0. 2727. y'"* = 0. 2728. (1 4
+ 37 y’ — 3y'y" = 0. 2729. 3° — 2 = 25. 2730. y = xe®%. 2731. y = — cos .

2732. ynE (—5e~% + 9¢* —4¢*%). 2738. 2,593 (valor exato y = ¢). 2739. 4,780 (valor

exato y = 3(e — 1). 2740. 0,946 (valor exato y=1). 2741 1,826 (valor exato y = V3}.

Cy 5 2 = In Ca

42, —tglx+ C. 2743. s =————; y=0. 2744. a® + »* = In Ca%,
27 ctgly = tg : Vit

2745. y = L 2% 2945, tgy = C(1 — ¢%)3; x = 0. 2747. y = Csenx. 2748, 2¢2 =

14 ax
=Ve(l + ). 2749. l+y'=~2—x’. 2750, y = 1. 2751. arctg(x + y) = # + C.
| (I
2752. 8x+4+2y + 1 = 2 tg(4x + C). 2753. » + 2y + 3 In[2x + 3y—7)] = C. 2754. 5x +
[
+ 10y + € = 3 In[10x — 5y + 6]. 2‘755.9-:1———-— ou 3t =2Cx 4 CL

— cos @

! 2
2756 lnpm-———l— — Infcos ¢] + C on In |#] — —X— =C.2757. Areta y = Cx
L 2 cos® @ 250
C L ¥ ’.
ou a hipérbole y = — . Indicagio. O segmento da tangente e iguala ¥+ 5
x
x

2758. y® — a? = C. 2759. y = Ce~ . 2760. y* =2px. 2761. y = as*. Indicaglo.
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x
S.zyd.r
0

3 2
Pela condigdo — = : #. Derivando duas vezes em relagio a », obtemos a
x
S y dx
o

equaglio diferencial. 2762. y* = %—x‘ 2763, y= J4 — 2 42 1n

2764, Feixe de retas, ¥y = kx. 2765. Familia de elipses s2melhantes 2x® 4 y* = C®,
Familia de hipérboles #* — y* = C. 2767. Familia de circunferéncias »®* +
x
2769, y =S _ % 2770, 5 = Co? -
x 2

24— 3%,

4+ (y—b2r=02 2768 y=xIn

x

271 (# = C)2 — 2 =C?; (x — 2)* — y* =4; y = + x 2772. V§+ln1y]=0.

2773.y = Ez:-x’— E;:—-: #=0. 2774, (¥4 M (» +92=C. 2775. y = xV 1— —;—x-
2776, (x + vy — 1)? = C(x—y+3). 2777. 3x+y+2In|x+y—1| = C. 2778. In|4x +
+ By + 5|+ 8y —4x=C. 2779. a* = 1 — 2y, 2780. Parabolbéide de revolugio.
Solugdo. Gragas & sua simetria, o espelho procurado é uma superficie de revolugdo.
A origem das coordenadas se encontra na fonte luminosa; o eixo OX € a diregdo do
feixe de raios. Se a tangente a qualquer ponto M(x, ) da curva da segdo feita
pelo plano XOY na superficie procurada forma com o eixo 0X um dngulo ¢, enquanto
quec 0 segmento que une a origem das coordenadas com este ponto M(x, y) forma

um 4ngulo @ com © mesmo eixo, teremos que tg o = tg 29 = LEsEe . Porém,
1 —tgto
tgx = Ed . tg ¢ = ¥". A equagdo diferencial procurada € y — yy? = 22y’ e sua

x
solugdo »* = 2Cx + C®. A segdo plana ¢ uma pardbola. A superficie procurada € um
paraboléide de revolugdo. 2781l. (¥ — y)® — Cy = 0. 2782, x*= C(2y + C).
x

2783. (2y* — #%)3 = Ca®. Indicagdo. Partirde que a 4rea € igual a Sydx. 2784. y=

= Cx — xIn|x|. 2785. y=Cx + 2% 2786. y=%x‘+ E‘ 2787. V1 + 3 +

x
+ cos y=C. Indicagdio, A equagio ¢ linear em relagiio a v e ff- . 2788. x =Cy?— Lo
dy SR
. 2790, y = -;— (/1 — #® + arcsen x)V:+ : 2191 y=
- 1
gk il S - B eI S SRRl e

cos ¥ x y + Cy* ;
2795. y3(3 + Ce®*F) = x. 2797. xy = Cy® + at. 2798. 3 + x + ay = 0. 2799. » =
: |

=y1n%. 2soo._:.+_’i = 1. 2801. 4 4 3® — Cy + w* = 0, zsnz.-‘;_ + ¥y+98=C.

=4 cb a
2’?89.y=-‘:+——‘:—g

£ d

2803, £+xy’—+—x'=c. 2804-—”—‘—% *% 4 2x 4 sz. 2805, #% 1522 arctgz- = C.
5] 4 3 x

C.

LA 2 2
2806, 22 — yi= Cy3. zso7.§+ ye¥ = 2. 2808. In| x| — 2 = C.2809. 2 +’;
x y
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2810.—1-111: + -ly’=C. 2811. (¥sen y + ycosy —sen y) e* = C. 2812. (s*C* + 1 —
2

- ZCy:; (s® + C? — 2Cy) = 0; a integral singular € 2% — 2 = 0. 2813. A inte-
gral geral é (y + C)® = #%; nio ha integral singular. 2814. A integral geral ¢

(f—y-t-c](x—l’—l—c = 0; nfo ha integral singular. 2815. A integral geral
2 2

1 V3
é y2 + C = 2Cx; aintegral singular € 2 — y* = 0. 2816. 5 = —-cos ¥ = —5—3en #.

2
a7 fE bt g, nls.{‘=‘p+9‘p+c' Solugdo singular
y=¢psenp tcosp+p+C. y + p?.
2
yuO.HIB.{’=2p_;+C’.2820.1y=x‘+?’.lnl?*xi=c+pﬁx'
y=29'+2Inp.
3
2821. lnvp!-;-y'-;-arctgﬁ-:c, x=1ny—’2i‘;’—’_-- Solugdo singular y = 6%,
y -
a2 x = In| p| — arcsen p + C,
2822, = C 4+ =—; y= -+ 25 2323.{
f +C 4 y=p+y1—p~

¥ = —;(cp% idd

2824, {’ e 25 Il Indicagfio. A equa-

y=C(1+p) e — p* + 2. o L
g Z(Czba )

s¥o diferencial, da qual se determina » como fungdo de p, € homogénea. 2826. y =
=Cx+ C y=— £ 2827 y = Cx -+ C; nio ha solugdo singular. 2828, y = Cx +
:

+V1+C; a2+ 2= 1. 2829_y==Cx+-é: 9% = 4x. 2830. xy = C. 2831. Uma

circunferéncia e sua familia de tangentes. 2832. O astréide %7 + y*F = B,
2833. a) Homogénea; y = »u; b) linear em relagio a x; x=m.r: c‘) linear fm
relagio a y; y = wv; d) equagio de Bernoulli; y = wv; ¢) com varidveis separdveis;
f) equaciio de Clairaut; reduzi-la & forma y ;. xy’ 4+ n‘llh ?r" ;) B) equg;;&:ed::,vm
e: deriva-la em relagio a x; h) equagio e Bernoulli; y = wv; i Vi
gqugs.o com varidveis separdveis; ¥ = ¥ + ¥; j) equagdo de Lagrange, derivi-la em
relagfio a #; 1) equagdo de Bernoulli em relagdo a »; x = wv; m) equagio em diferen-

ciais exatas; n) linear; y = wv; 0) equagdo de Bernoulli; y = wv. 2834, a) sen %:
= —Injx|+ C; b) x=y- -eC¥+l. 2835 2 yA=Cy* 2836. y= x‘+C.

3337.1'}'((:——‘-1:1‘ x]=-l. 2838. y =Cx+ CInC; a solugio singular é y =
2

= — o~(41), 2839, y = Cx + /= aC; a solugdo sinsuhréy=ﬁ- 2840, 3y +
et

1
3 l)‘=c' Zul.%cu—c'—mtgy—zh{l-}-;ﬂ}:-c. 2842, y =
=a

30—35
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1

=x‘(l+ Ce®). 2843. x = y*(C — &7Y). 2844. y = Ce *™ * L sen v — 1. 2845. y =

2850, x’=l—%+Cs Y, 2851, A3 =Ce¥— y—2 2852 V—z-+lnix|=c.

2853. y = xarcsen(Cx). 2854. y2 = Ce™2F 4 % sen x + %cos x. 2855. 2y = C(v —-1),

2856. » = Ce¥ El (sen y + cos y). 2857. py = C(p — 1). 2B58, »* = CetV — y® —

—2p_ 3y 3 2w yrOy+0 =0 o0 VETHR - —c.
4 8 32 : %
c_Vigp 1 Wonal
t=m T e T pnie VIR,
2861. xe¥ — y* = C. 2862. P b b
= 2px + V1 + p*.
2863. y = xeT. 2864. 26 — y* = Cy*. 2865. ln|y+2[+2arctg—y+i =c
prE

¥ ¥
2866. y? + Ce 2--|-~l—2=I'J. 2867. 3 - y = Ce®. 2868. x-{-i:C. 2869. y =
x

5
e 2 Il,.l'!
LG e S bl Toaey o, (OEIDIETEVERE D HC
4(x* — 132 x + Va4 2%
2872,y —.Ca) (38 =23 1 Oy 0 2873, 30 Cx s y=i$f§‘=.zs74.z=+
CI 2

4+ 2%y — 2y — 93 =C. 2875. p* + 492 =Cy3. 2B76. y =x — 1. 2877. y = =.

2878. y — 2. 2879.y = 0. 2880. y = .21 (sens - cos 7). 2BB1. 5= - DAY 2yt 1).
4

2882. y = e % 4 2x — 2. 2883. a) y = x; b) y = Cz, onde C € aibitriria; o ponto

(0:0) € o ponto singular da equag@io diferencial. 2884. a) 32 = x; b) 32 = 2px; (0;0)
€ o ponto singular. 2885. a) (¥ — C)® + »* = C?; b) ndo tem solugdo; c) 2® + 3 = »;
X

(0; 0) o ponto singular. 2886. y = ¢”. 2887. y — (VZa + V7). 2888. 32 = 1 — e~%.
2889. » = Ce*®. IndicacBo. Passar as coordenadas polares. 2890. 3y — 2x = 0.
2891. 7 = kp. 2892. 2 4 (y — b)? — b. 2893. 3% + 16x — 0. 2894. A hipérbole

#® — % = C ou a circunferéncia 2% 4 % = C? 2895. y — i (e*+e~7). IndicagHo.
= % x
Partir de que a &rea ¢ igual a Sy dx e a extensdo do arco S]/l-{-y” dx.
0 o
2896. » = - + Cy. 2897. y* = 4C(C + a — z). 2898. Indicagdo. Aplicar o fato de

y
ser a resultante da forca de gravidade e da centrifuga, normal a superficie.
Tomando o eixo de rotagdio como eixo OY e designando por w a velocidade

= ax + C|1 — x?|. 2846. y = 2 l{x+ln]x|—|—C. 2847. x = Ce*™ Y —2a(14 sen y).
* +
2 ay
2848. 3‘2—+J;+y+ In(x — )0y — 1P] =C. 2849, 2 arctgyz L e s
¥ 4
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angular de rotagdo ,obtemos para a se¢do plana axial da superficie procurada a equa-

¢do diferencial g-g—y- = wix. 2899, p = ¢~ %00STh  qndjcaclio. A pressio em cada
X

nivel da coluna vertical de ar pode ser considerada como dependente exclusivamente

das capas que descansam mais acima. Emprega-se a lei de Boyle-Mariotte, segundo a

qual a densidade € proporcional & pressdo. A equag¢do diferencial procurada € dp =

= — kp dh. 2900. s = & klw. Indicag@io. Equagdo ds = kw - sl dx. 2901, s =
2

= (p - 3 w] Rl. 2002. T — a4+ (Ty—a)e*. 2903. Em uma hora. 2904. « =
2

[
= 100 (—3—] r.p.m. 2905. Em 100 anos desintegra-se 4,29, da quantidade inicial Q,.
5

2

2
Equagido w(h® — 2h) dh = ﬂ(-l—iﬂ-] v dt. 2907. ".'1_0}2; . Indicagfio. Equacgdo dQ= —kQ dh;

L]

dQ T
Indicag3o. Equacgio o =—kQ; Q= 0Q, (—] . 2906. ¢t = 35,2s. Indicagdo.
4

3 L
Q=0 [%] . 2908, U—*V%? quando f — oo (k € o coeficiente de proporciona-

'm gk
lidade). Indicagfio. Equagio m—‘%= mg — kut; v = V% tsh(: Vg;] 2909.18, 1 kg.
dx 1 x ¢ E
Indicagdo. acgio — =k|————|. 2910. i = ———— | (R senowf —
gy e dt [3 300 ] R + Liw? [

R
e f di
— Iw cos wt) + Lowe © ] Indicagdo. Equagdo Ri + L Ti:_ = E sen wf. 2911. y =

2
C‘“) . 2913, y = In| e 4 G| —
2

=zIn|x| +Cx + C;. 2912. 1+ .C,52 =(C, -

— x4Cy 2014, y=C, + Caln/z|. 2915. y = Ce%*. 2916. y = + V C,;x + C,.

iy
2917. y = (1+ ChIn|x + C,| — Cyx + C,. 2918 {xﬁCl)=aln‘seny—-!
a

quando a# 0; y=C quahdo a=0 2019, y= % (In|x))® + C; In|x| + C,.

2 . 4 . i Cyx
920. x= — In + Gk yw=0C1" 2L v =Cetd ——
G y+ ¢ t

=+ %[xl’cg 4% 4+ C}arcsen Ci] 4+ Cy 2023.5 = (Cye* + 1) 5 + C5. 2924, y =
1

2922, y =

x
——+1 :
=(Cx—C) & +Cy; y= _;. #1 4 C (solugdo singular). 2925. y = C,x(x —

A
—C)+ Gy y= -f:;- + C (solugdo singular). 2926. y = -:-—;- -+ ; + Cxln | x| +
+ Cgx + Cy. 2927. y = sen(C, + #) + Cyx + C3. 2928. y = 2% 4 3x. 2929, y =

i C
=1 (24 1). 2930. y = 5 + 1 2931. y = Ca. 2932.y=C1——+—2€-=—: y=C.
2

30*
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2933. x=C,_+l|1| B e Py K . 2935, x = Cyt* +
C, Gy J"+cl iy
+ylny+C; 2936 23 — 42 =1. 2937. y =z + 1. 2938.,;@2“‘—"'1“_.
ik 1—a% 41 1 1
sfeib hod s s In|x|. 2939, y = — 4% 2940. y = — ",
" [#]ou y 2(¢'+1)+4 [#] i ya &
2
2941, y = 207, 2942, xm—%(y+2)3. 2943. y = ¢%. 2944. 3* = Cob
s—_.
3
-
g S Db e g LI ) 2947. y = sec? x.
1—e 3 L3 2 4o
2048, 5 = sen 5 + 1. 2949.y=“T_E'. 2950.x=—-él-s_’". 2951, Nio tem

2
sibacho, 2052y m'ss 2083, ym2MnAIL 2. 2084 y = -“—"L%—"L_l_’u i
x
3
-|— Cix+ 1) + C,. Solugdo singular y = C. 2955.y = Clx. + (€ — Cx + C,.

(x + 1)3

Solugdo singular y = —-]—2-— + C. 2956. y = E(Cl + ) + Cox 4+ C5. 2957, y =

=yl Cgfc“: y=1—¢%;, y=— 14 ¢7%, slouglo singular y = C;
=

2958. Circunferéncias. 2959. (¥ — C,)* — Cyy* + kC3 = 0. 2960. A cateniria y =

=acosh—— %0 A circunferéncia (¥ — %)% + y® = a%. 2961. A pardbola (¥ —

— %)* = 2ay — a® A cicléide ¥ — x, = a(t — sen{), y = a(1 — cos?). 2962. £ +Cr =
x
= sec(ax + C,). 2963. Pardbola. 2964. y P e —— e + Cyou y=
q
H
arc + C,, onde H € a tensdo horizontal constante, e — = a. Indicagdo.
= 9

A equagio diferencial 6 2% _ 9 Vl an (d_y}’ . 2965. A equagio do movimento é
dx* H dx

= g(sen o — cos pe). A lei do movimento é s = -g?“ (sen o — rcos ). 2966. s =

=acosh

di?

2
ds
%ln cos h( V l Indicagfio. A equagdo do movimento é m—= mg— k[ dt] %

00 d?
2967. Dentro de 6,45 s. Indicagfo. A equagdo do movimento € — o - 100

g ar
2968, Nio; b) sim; c) sim; d) sim; e} nido; f) ndo; g) ndo; h) sim. 2969. a) y"’ +
+y=0; b) 9" =29+ y=0; c) #*" —2zy'+2y=0; d) v — 3y +
4+ 4y" — 2y =0. 2970. y = 3x — 52 + 223, 2971 y=-—l- (C, sen x + C4 cos #).
x
Indicagfio. Empregar a substituigdio, y = y#. 2972. y = Cyx + C, In ». 2973. y =

2
=A + Ba*+ 2% 2974. y = 3'5 + A%+ 2 . Indicaggio. As solugses particulares da
x
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equagio homogénea sfo y; = », ¥, = & . Pelo método das variagdes das constantes
x

arbitririas, achamos: Cl=-;i+.d; C.=--%:i + B. 2975. y = A + Bsenx +

+ Ccosx + In|sec ¥ + tg x| + sen x In|cos x| — x cos . 2976. y = Cge?* + C,*.
2077. y = Cie=3* 4 Cy®*. 2978. y = C, + Cy®. 2979. y = C, cos x + C, sen x.
2980. y = £5(C, cos ¥ + Cysen x). 2981, y = ¢7?7(C, cos 35 +C, sen 3z). 2982. y =

= (Cy + Cyme=. 2983, y = 2(C,e*V2 4 Cre=*V?). 2084. Se 5> 0, y = C,*V P+
of 13

+Ce*Y*: 56 k<0, y=C cosV—hx + CysenV—kx 2985.y = ¢ 2 C;‘T‘ +
* ———

s i yii yii L
. ) 8. 5 [clmT’Jrc'*“T’]'zg”' y = 467 4 o2,
2088. y = ¢~%. 2989. y = sen 2% 2990. y = 1. 2991. y = acos h >, 2992.y = 0.

a
2993. y = Csenmx. 2994. a) xe3"(Ax® 4+ Bx + C); b) A cos 25 + B sen 2x;
c) Acos2x + Bsen2x + Cax?e¥; d) ¢*(4 cos x + B sen %); €) ¢*(4»* + Bx + C) +
+ 2e¥®(Dx + E); f) xe*[(A2? 4 Bx + C) cos 25+ (D124 Ex + F) sen 2x]. 2995. y =
x
= (C; + Cyx) & + -;-(2x=+4x+3). 2996, y = ¢ C‘cos-x—V_+C,nen— +
+ 24 3a 2997. y={C:+C,z}r’+%s”‘. 2098, y = Cy® + Cye™ + 2.
2999, y-=C,c’+C.e“+% xe*. 3000, y = C; cos ¥+ C, sen 5 + zixsenx.
3001.y—C,c‘+C,c"‘—% (3sen2x + cos 22). 3002. y = Cyo™® + Cp* +
x 1 1
x| — — — |e**. 3003.y = (C; + Cyx) e* + — oosx+-a’——-r’ 3004. y=
+ [m T y =+ G e o
= C,+ Cpe™ +lx+za[2ws 2x — sen 2x).3005. y = ¢*(Cycos25 + C,sen 2x) +
2
+ic’se32x. 3006. y = cos 2x + % (sen x + sen 2x). 3007. 1) x = C, cos wf +
4

+ C; sen wf +

A
sen pt; 2) x = C; cos wt + C, sen w! — — ¢ coswt. 3008, y=
w? — 20
x 2 9
= Ce%% | C A% — xei%. 3009.y=c,+c,.”+__7._.g. 3010. y = £5(C, +
+ Cox + 2%). 3011 y = C; + Cpe?* + -;- xe?® — = %. 3012. y = C,e%* 4 C,A% —
_la+%(3 cos 2 + sen 2%). 3013,y = C; + Cy* +¢3+-;—x'—5x.4014.y-
9
1
=C, + Cy® + 33" — 5 — 2% 3015. y = (C, + C,x+%-x’)s—¢+ L o 3016, y=

o*
= (C, cos 35 +C, sen 32) & + 3—1_’ (sen 3x + 6 cos 31) + B 3017. y= (C;+Cyx +

?
x-l—i' 3018. y =C; + C, --l—lo(cosx+3senx)—-?—i

5

4+ %) 2 +




470 CAPITULO IX. EQUAGOES DIFERENCIAIS

P |

1 2 x
3010 9 = — ST0x 4 ) =Dl
b ( ) : 1-!—

4
3021. y = C 67T + Cpe®® — g (sen 2x4-2 cos 2x). 3022. y = C, cos2x¥ |- Cysen 2x —
bl (3 sen 2x + 2 cos2x) + T:» . 3023. y = e%(C, cos # + C, sen ¥ — 2x cos x).
4
3024, y = Cpo® 4+ Coe® 4+ L (a8 — 2)6%.  3025. y = C,cos 3x + Cysen 3x +
4
1 1 1 1
—xsenx — —cCcos ¥+ — (33 — 1)e?*. 3026. y = Cie® + CpeF + — (2 —
i 16 54 : 7 9
— 3x) + L (222 — x)e 3%, 3027. y = C, + Cy2** — 2xe™ — i x — el %% 3028.y =
16 & 4
1
= [C1 + Cgx + x_:!] €37, 3029, y = Cye™3F  Cpe® — % (222 +x) e3% + e (25 +
6
x &2 x
+ 3x)e*. 3030. y = C, cos ¥ + Cy,sen ¥ + — cos ¥ + — senx — — cos 3x +
4 4 8
+ ol sen 3x. Indicag3o. Transformar o produto de cossenos em soma de cossenos.
32

3031. y = C:ls-x]’rz -+ C‘,e’l"E + xeTsen x + efcosx. 3032, y = C; cos ¥ + Cysen x4

x L
+ cos x+In jctg| — —
2+4

3033. y =C, cos ¥ + Cysenx + seux-lnltg ir-
2

3034. y = (Cy+Cg#) €® + xe® In| x]. 3035. y = (C;+Cp%) e7%4-xe~% In| #|. 3036. y=
=C,cos ¥ + Cygsenx + »senx + cos x#In|cos »|. 3037. y = C,cos» 4 Cysen x—

— xcosx + senxln|senx|. 3038. a) y = Ce® 4 Cpe% 4 (eF 4 %) arctg %;
b) ¥ = Clexyz -+ ng—}‘z 4 e*. 3040. A equagio do movimento §é 1[d’—-;~-:e)= 2 —
g \di
2 2g sen 30t — 60 Vg seni(g'!

7
— Ex42) (h=1); T =2% - 3041. x = s

Se contarmos x a partir da posi¢do de repouso da carga, entdo X 2" =4—R(x, +

4
+ x — y —I), onde x, é a distincia do ponto de repouso da carga até o ponto
linicial de suspensdio da mola, ! é o comprimento da mola em estado de repouso;

portanto k(x, — I) = 4, donde, 1 ji: = —k(x — ¥), onde k = 4, g = 981 cm/s?
4 3
d*x : 2% ds 3
3042, m Fra =kib—2)—kb+ %, x=c¢ cos[lv-;'—l-J 3043. 6 v §=

2
Indicagfio. A equacgdo diferencial do movimento € g =wl. 3045.y=C, +
#

3
4 Cye® 4 Cyel?%, 3046, 3 = C, + Coe~% 4 Cype®. 3047. y =Cye% + ¢ z(c,cos g x+

+ C, sen @ x]. 3048, 3y ok Cup 4 CM S+ GRSy = 5(C, +
+ Chx + Cy2%. 3050. y = 6%(C,cos ¥ + C,sen ) + 6 F(Cycos 3 4+ C, sen 3).

.3020. y = Cie* 4 Cpe*—x sen x — cos ».

cm. Indicagdo.

=VEID(6 + ¥35). 3044. a) r=2 (¥4 ¢72; b)r=_Yo (¢ — ).
£ 2 2w
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3051. 3 = (C; + C,2) cos 2x + (Cy + Cux) sen2x. 3052, y = C, + Cye™® +
4od] V3 V3

+sz [C, cos ——x + C, sen s ] . 3053. y= (C; + Cax)e® + (Cy + Cya) €.

3054. y = C,e%% + Cy2~%% + Cq cos ax + Cysen ax. 3055. y = (C, + Cy#) R EES

4 (Cy + Cex) e Y35, 3086. 3 = C, + Cyx + C; cos ax + C, sen ax. 3057. y = C; +
+ Cox + (C3 + Cqx) e7%. 3058, y = (C;+Cy#) cos x + (Cg + Cyx) sen #. 3059. ¥y =

**
= e%(C, + Cax + ... + Cpz™?). 3060, y = C; + Co¥ + [Cs + Cyx + —E]f"'
' 1
3061. y = C, + Cyr + 122 + 32° + —;- A =B+ (G + O e 3062, y =

2 V3 V3
=C% t e Z(C,cos——;;—x-!—(?,senTx — 23 —35. 3063. y = C; + Cox +

3
4 Cya® 4+ Cpe™* + 7 (4 cos 4 — sen 4%). 3064. y = Cje* + Cp + Cyx + E x2—

088

.__l_x8+i x‘+z‘[£x—— E] 3065. y = C,e® + C,cos ¥ + Cygsen v +
3 12 2 4

+¢1[.§._.._:-] . 3066, y=C1+C,cosx+C,senx+secx+msxln|cosx[-—-

x
s 3 1 )
—tg x-senx + xsen x. 3067. y=e"+ ¢ z(cos—-};—x +‘ﬁ5€n7x) + x— 2
3068. y = (C; + C,1In x) i, x#>0. 3069, y = Ca® +9~'. 3070. y =C, cos(2lnx) +
x x

4 Cysen(21n #), 2> 0. 3071. y = Cyx + Cpx® + Cy2®. 3072, y = C, + Cy(3% +
+ 2) — 4/3. 3073. y =C,z* + €2 3074 y = C, cos(ln #) + Cysen(ln »), x> 0.
&

3075. y = Cy#® + Cyat + % x. 3076, y = (x4 DYC, + C,In (x + ] + (+ + 1
#>—1. 3077. y = z(ln x + In2 %), ¥ >0. 3078. y = C,cos » + Clisen X, B =
= C,cos ¥ — Cysen x. 3079. y =e%C cos ¥ + Cysen 2), x = — &) [(C; —
— 2C,)cos ¥ — (C; + 2C,) sen z]. 3080. y = (C; — C3— Cix)e %, z = (Cyx +Cpe ** .

- 3
3081. # = C,ef + ¢ 2[6‘,(:05—};2:—&- C, seniz—— r]!

'

y=Cpf+ e z[cm%mgt—gi-}fg—z_k—c’-xsengf]’
we i, OB — € V3

z2=Cp' + e 2(*—#—6’;-C’m5173!+’—2—-"——3-5en7¢]'

3082. v = Ce' + Cpg*, y = Cye* + Cpe®, £ = — (C; + C,) e~ + Cpe?'.

1
3083.y=C1+C,3“--—:-[t’+X), 1= Gt — Gyt o (s — 5 — D).
3084. y = C, + Cox + 2 sen x, z=—ZC‘—C,(2x+l)—.‘isenx—-Zcosx.
3085, y = (C; — 2C, — 2C,x)e~* — 6% + 14, 2= (C; + Co)e™> + 52 — 9 C; = 9;

C, =4, 9= 14(1 — ¢=%) — 2%(3 + 4¢~7), 7= — 9(1l — &%) + %(3 4 46~%).
3886, + 2 m,m‘_ 3,§=_),-+Es:-. 1;z]y=—zu¢='+s¢=' + 3¢t F 12 ¢ + 10.
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2C C
3087, y = ——1 el 1 2t + y A
TR el Uil 3088%, a) ( Wy el e, SRR, e STl _i___f__ _ % . .. a série converge quando
V'“'"_’ e el ** Stloh s o (1)2-2 ' @)-3  (3nr-4
b) In¥a® 4 y2=arctg = + C. A — oo < x < 4+ co. Indicagio. Emprega-se o método dos coeficientes indeterminados.
= = Vz'+y'_cr Indicagfio. Integrando a equagio 1 . 4 {irigls g !
h dx dy 3099, y=1— —a% 4 —— 48— — " 29 4 a série é convergente quando
omogénea = . S _— 31 61!
g The Ty achamosapnmmmtegmlln]/x!+ya=ml+cr " senx _ . i
A seguir, utilizando as . x — < % < + oo, 3100. y = —~ . Indicagdo. Emprega-se o método dos coeficien
' propriedades das proporgdes das derivadas, teremos * . " o
% x
e Rl T T

o Ak L lydy | wév-tydy

r #x—9) yxr+y) a4
4

Donde In z# = In(+* + 3% + In G2 e,

to, —— = C,; =
portanto VS'+}" Cpi ) #+ ¥y +2=0, 4% + 3® 4 2* = 6. Indicagfo, Utilizando
as propriedades das proporgdes dersivadas, teremos: £ A S

y— =z z— x x—y

Ay dx + dy + dz_
= ——————— donde dx}dy+4dz=0, e, portanto, *+ y } z= C,. Analogamente

0
x dx - y dy M. zdz  xdr4ydy+ zd:
:}7-—!) yE—2x) zxr—3y) 0 ixdx +ydy+zde=0e
4+ 3% + 22 = C,. Isto € as curvas integrais sdo as cir :
3 cunferén
= C,, 2® + »® 4 28 = C,. Das condigdes iniciais » = 1, y = 1, :‘::';y+z:=s

que C; =0, Cq = 6.
2 2
3089. y = C2? + -2 — % (GIns — 21n %),
x 18
c
sm1=20r+ 2420y +inx—1).
a2 9

3090. y = Cla’vz -+ C,o"yz + Cy cos ¥ + Cy sen x + e — 2z,

2 ~sf2 €
‘=‘—CIEIF — Cge e ———’cosx—%—sen:—.ia"—}-x.
2

L
UM COS o ( R L e
3091, x= 2—— \1—e ™ ,y=ﬁ(kvosenm+mg}[l—~c “‘)_hm_gt.
& k k
Solugdo. m s — kug; day |
g = = =7 Ay — kvy — mg, quando as condigBes iniciais

830 3, = ¥ =0, v, =Y cosa, v, =tpsena quando # = 0. Integrando, obtemos:

—_t —_—t

Uy = U, COS ae f”, kv, + mg = (kup seno + mgle ™ . 3092. x=aooe-v—_—-!.
m

e %V; k %2 k2y2
sen —#f, — -} —=—— = 1. Indicagio. As equagdes diferenciais do

k Vm  a? mu}
: d®x d?
mo to sdo: — = — kx; =i ==
vimento 5 Ex; m ey A2y, 3093. y = — 2 — 2x — 22,
1
3094,y=[y°+—]¢’(=—1)_l3+l, 3095.ym-l+—-1—x+—l~z’+-l-x3+
3 1"1 2 4 Z 4 8 16
4+ — ¥+ 25+ L. 3096. y-=i 23 — : %’ 4 1 _
32 320 : ¥ 3 7-9 711-27
x &
3097. y = x + BT -{—2.3-}-3 3 + ...; a série é convergentequando — l<s<I1.

tes indeterminados. 310t 'y =1——-|
22 22 . 42 23 . 42 . G2
co. Indicagio. Emprega-se o método dos coeficien-

2 9 5
xr=a 1—-1—124———3‘——:8-]-_2.;3_ =

convergente quando || < +
tes indeterminados. 3102. S (i
21 4] 6! 81

3103. w = A cos i sen e M Indicagdo. Usar as condigdes: w(0, ) =0, u(l. ) =0,
i !

1 202 1 2k + l)mat
u{x.0}=A5enE,-a—u(x—-l-—-0.3104.u=——2 sen( wedl X
I ot nta = (2k + 1)? I

n L . Indicagfio. Usar as condigdes: #(0, ) = 0, u(l, 8) = 0, u(x, 0) = 0.

X se
i
-]
‘ i
(%0 _ | 3105 4P 5 1 oen ™ cos ™% sen”™% | Indicag#io. Usar as condigdes:
ot =i 2

2hx
—— para 0 < x<

2450 _ o 0,0 =0, ull,)=0, ulz,0) =
5 2h [1 ~ ﬁ{) para

2 1
(2n + 1) amt o (21 + 1) ©x , onde os coeficientes Ay =
21 2l

oD
3106. u = E Ap cos

n=0

1
o n
o i o sen .__{2" __+ i)fﬁ dx = _——-—8( ) . Indicagdo. Usar as condigdes:
£ JE 2 (2n + 1)n®
0
e . 0
u(0, 1) = 0, M:OJ u(x‘()):f., &(:«:—_}=0‘
ox 1 at
- atnimit
1 ot
3107. u= 400 2 — (1 — cos ) sen it i Indicagdo. Usar as condigdes:
o 100

u(0,8) = 0, u(100, ) =0, u(x, 0) = 0,01x(100 — x).

Capitulo X

3108. a)< 1°’; =<0,0023%; b)<1mm; <0,26%; c)<1g; <0,0016%. 3109. a)<0,05;
< 0,021%; b) <00005; < 1,45%; ¢ < 0,005; < 0,169,. 3110. a) 2 cifras;
48 - 103 ou 49 - 103, j4 que o nfimero esti compreendido entre 47 877 e 48 845;
b) 2 cifras; 15; c) 1 cifra; 6 - 102. Praticamente, o resultado deve ser escrito na for-
ma (5,9 4+ 0,1) - 102, 3111. a) 29,5; b) 16 - 102; c) 43,2. 3112. a) 84,Z; b) 18,5 ou
18, 47 ++ 0,01; c) o resultado da substragdo nio tem cifras exatas, jA que a diferenga
¢ igual a um centésimo e 0 valor possivel do erro absoluto € também un centésimo.
3113*. 1,8 -+ 0,3 cm?. Indicagdo. Utilizara f6rmula do acréscimo da 4rea do quadrado.

31—35
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3114, a) 30,0 4 0.2; b) 43,7 4 0,1;¢) 0,3 4 0,1. 3115.19,9 4 0,1 m?. 3116.a)1,1295 L
4+ 0,0002; b) 0,120 4 0,006; c) o quociente pode oscilar entre 48 e 62. Portanto, na

3117. 0,480. A ultima cifra pode oscilar em uma unidade. 3118. a) 0,1729; b) 277-103;
c) 2. 3119. (2,05 + 0,01) - 10® cm®. 3120. a) 1,648; b) 4,025 4+ 0,001; c) 9,006 +
-+ 0,003. 3121.4,01- 10°%cm?® O erro absoluto é 6,5cm2 O erro relativo 0,169%,.
3122. O cateto € igual a 13,8 + 0,2 cm; sena = 0,44 4+ 001; & = 26°15* 4 35°.
3123. 2,7 - 0,1. 3124. 0,27 ampére. 3125. O comprimento do péndulo deve ser medido
com precisdo de até 0,3 cm ; os nimeros 7w e g devem ser tomados com trés cifras (segundo
o principio das influéncias iguais). 3126. Os raios e a geratriz devem ser medidos com
um erro relativo de 1/300. O niimero 7 deve ser tomado com trés cifras (segundo o
principio das influéncias iguais). 3127. A grandeza ! deve ser medida com precisio
de 0,29, e s com precisio de 0,7% (segundo o principio das influéncias iguais).
3128.

* 5 Ay Aty Ay Aty Aty
1 3 7 —2 —6 14 —23
2 10 5 —8 8 —9
3 15 —3 0 — 1
4 12 —3 —1
5 9 —4
6 in
3129.
* ¥ | Ay | Aty | ary
1 — 4 —12 32 48
3 — 16 20 80 48
J 4 100 128 418
7! 104 228 176
9 332 404
11 736
3130,
x y | Ay | Al | Ay Aty
0 0] — 4 —42 —24 24
1 —4 — 46 —66 0 24
2 —50 & — 112 —66 24 24
3 — 162 — 178 —42 48 24
4 —340 —220 6 il 72 24
S5 — 560 —214 78 926 24
6 — 774 — 136 174 120 24
7 —910 38 204 144
8 —872 332 438
9 — 540 770
10 230

anotagdo do quociente n3o se pode considerar exata nenhuma cifra decimal.
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Indicagdo. Calcular os primeiros cinco valores de y e, uma vez obtido fMJ'o s
pitir este niimero 24 por toda a coluna das quatre diferengas. A seguir, preencher o
restante da tabela mediante operagdes de soma (avangando da direita para a esquerda).
3131.a) 0,211; 0,389; 0,490; 0,660; b) 0,229: 0,399 ; 0,491; 0,664. 3132. 0,1822; 0,1993;

1 S e AL S S

0,2165; 0,2334; 0,2503. 3133. 1 + » + » + x3 LY = pes o o

=2 85 %+ 8; y= 22 quando x# =355; y = 20 quando x = 5,2. Indicagdo. Ao
12

ra — 20 fazer y, = l1. 3135. O polinémio de interpolagio é
;alzcuiaér_xwga_i‘ 1;y p= 1 qua.ndg x = 0. 3136. 158 kgf (aproximadamente).

15
3137. 2) (0.5 = — L ¥2) = 11; b) $(0.9) = — —=, y(2) = — 3. 3138. — 1,325.

40. — 1,86; — 0,25; 2,11, 3141. 2,09. 3142. 2,45; 0,019. 3143. 0,31;
3.139321;;{31.2,‘.3535. 3145. 0,02. 3146. 0,24. 3147. 1,27. 3148, — 1,88; 0.,35; 1,53.
3140, 1,84. 3150. 1,31; — 0,67. 3151. 7,13. 3152, 0,165. 3153. + 1,73 e 0. 3154. 1,72.
3155, 1,38. 3156. » = 0,83; y = 0,56; » =—0,83; y=—0,56. 3157. x=1,67; y =1,22.
3158. 4,493. 3159. + 1,1997. 3160, Pela férmula dos trapézios; 11, 625; pela formula:
de Simpson: 11,417. 3161. — 0,995; — 1; 0,005; 0,5%; A = 0,005. 3162, 0,3068;
A — 13- 10-5. 3163. 0,69. 3164. 0,79. 3165. 0,84. 3166. 0,28. 3167. 0, 10. 3168. 161.
3169. 1,85. 3170. 0,09. 3171. 0,67, 3172. 0,75. 3173. 0,79. 3174. 4,93, 3175. 1,29. Indi-

cagdio. Utilizar as equagdes paramétricas da elipse # = cosé, ¥ = 0,6222 sen ¢ e trans-
™

formar a férmula do comprimento do arco na forma 1 — e*cos?¢-dt, onde e é a

S L 1|

23 x3 %7 %3
excentricidade da elipse. 3170. y,(¥) = e y3(x) = — + el ya(x) = _5. -+
%7 211 218 x3 RS 34210 i
—_— 4+ — . 3177, yy(x) = — — 2+ 1, Yo(x) = — heds x+ 1,
+ 65 T 20 T 9535 ; 2 0 2
= x
J'a(*‘)ji—ﬁ i‘-'-v—-—::—l-l‘: (%) =3x — 2, z(x) = — — 2% + 31— 2,
12 6 2 6

Vi x93 B el g
z3(%) = % 24 + 3x — 2. 3178. y,(x) = 2, ya(x) =% — 5 ya(x) = x i

+ 2 3179. y(l) = 3,3. 3180. p(2) = 0,80. 3181. y(1) = 3,72; (1) = 2,72
120 .
= ; e s

3182, y — 1,80. 3183. 3,15. 3184. 0,14. 3185. (0,5 = 3,15; z(0,5) 3,1
3186. ;[0,5} — 0,55; z(0,5) — — 0,18. 3187. 1,16. 3188. 0,87. 3189. x(w = 3,58;

#*(m) = 0,79. 3190. 429 4 1739 cos ¥ — 1037 sen » — 6321 cos 2% + 1263 sen 2x —
— 1242 cos 3% — 33sen 3x. 3191. 6,49 — 1,96 cos x + 2,14 sen x — 1,68 cos 2x +
+0,53 sen 2x — 1,13 cos 3x + 0,04 sen 3x. 3192. 0,960 + 0,851 cos ¥+ 0,915 sen » +
4+ 0,542 cos 2x + 0,620 sen 2x + 0,271 cos 3x + 0,100 sen 3x. 3193. a) 0,608 sen ¥ +
-+ 0,076 sen 2x + 0,022 sen 3x; b) 0,338 + 0,414 cos » + 0,111 cos 2x | 0,056 cos 3x.

SE*
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II1. Valores inversos, poténcias, raizes e logaritmos

APENDICES
1. Alfabeto grego
Aa alfa Hyn eta Nv ni Tt tau
Bf beta @08 teta =E csi Yu  fpsilon
T'y gama Ii  iota Oo Omicron Op i
A3 delta Kx ecapa IIx pi Xx qui
Ee epsflon AX  lambda Pp 1o ¥ psi
ZE  zeta Mp mi o sigma Qw Omega
II. Algumas constantes
Grandeza x g = Grandeza z lg =
b1 3,14159 0,49715 ‘*1- 0,36788 1,5657 1
e
2r 6,28318 0,79818 e? 7,38906 0,86859
w —
; 1,57080 0,19612 Ve 1,64872 0,21715
7 -
: 0,78540 1,89509 ’/ e 1,3956 1 0,14476
1
: 0,31831 1,50285 M =Ige 0,43429 1,63778
n? 9,86960 0,99430 —1 = In 10 2,30258 0,36222
o s
Vr 1,77245 0,24857 1 rad. 57°1745'
V= 1,46459 0,16572 arc 1° 0,01745 2,24188
e 2,71828 0,43429 £ 9,81 0,99167

2 = x* V= Vfﬂ_x V: Vlo: VIOO x (:ﬁ;l- In x
- tissas) |
1,0| 1,000| 1,000 1,000| 1,000| 3,162| 1,000 | 2,154 4,642 ( 0000 |0,0000
1,1/ 0,909| 1,210 1,331 1,049 | 3,317 1,032 | 2,224 | 4,791| 0414 |0,0953
1,2| 0,833 1,440 1,728 | 1,095| 3,464| 1,063| 2,289 4,932| 0792 |0,1823
1,3| 0,769{ 1,690 2,197 | 1,140| 3,606 | 1,091, 2,351| 5,066| 1139 |0,2624
1,4 0,714 1,960 2,744 1,183 3,742 | 1,119 2,410} 5,192| 1461 |0,3365
1,5| 0,667 2,250 3,375 1,225| 3,873| 1,145| 2,466 | 5313| 1761 |0,4055
1,6| 0,625| 2,560 4,096 | 1,265| 4,000| 1,170| 2,520 | 5,429 | 2041 |0,4700
1,7| 0,588 | 2,890 4,913 1,304 | 4,123 1,193| 2,571| 5,540 2304 |0,5306
1,8| 0,556 3,240 5832 1,342 | 4,243 1,216| 2,621| 5,646| 2553 |0,5878
1,91 0,526 3,610 6,859 | 1,378 4,359 1,239| 2,668 | 5,749| 2788 |0,6419
2,0| 0,500| 4,000 8,000 1,414 4,472 1,260 2,714 | 5848 3010 |0,6931
2,1} 0,476 4,410 9,261 | 1,449 4,583 ! 1,281] 2,759 | 5944} 3222 |0,7419
2,2| 0,454 4.840 10,65 1,483 | 4,690 1,301| 2,802 6,037 | 3424 |0,7885
2,3| 0,435| 5,290 12,17 1,517 | 4,796 1,320| 2,844| 6,127 3617 |0,8329
2,4| 0,417 5,760 13,82 1,549 | 4,800 1,339 2,884, 6,214| 3802 |0,8755
2,5| 0,400| 6,250 15,62 1,581| 5,000 1,357 | 2,924| 6,300| 3979 |0,9163
2,6|.0,385| 6,760 17,58 1,612} 5,099 1,375| 2,962 6,383 4150 |0,9555
2,7| 0,370 7,290 19,68 1,643 | 5,196 | 1,392| 3,000| 6,463 | 4314 |0,9933
28| 0,357 7,840 21,95 1,673 5,292 1,409| 3,037 | 6,542 | 4472 1,0296
2,9 0,345| 8,410] 24,39 1,703 | 5,385| 1,426 | 3,072 6,619 | 4624 1,0647
3,00 0,333| 9,000| 27,00 1,732 5,477 | 1,442 3,107 | 6,694 | 4771 1,0986
3,1| 0,323| 9,610 29,79 1,761| 5,568 | 1,458 | 3,141| 6,768 | 4914 1,1314
32| 0,312 10,24 32,77 1,789 | 5,657 | 1,474 3,175 6,840 5051 1,1632
3,3| 0,303 10,89 35,94 1,817 5,745| 1,489 | 3,208| 6,910| 5185 1,1939
34| 0,294] 11,56 39,30 1,844 | 5,831| 1,504 | 3,240 6,980 5315 1,2238
3,5| 0,286 12,25 42,88 1,871] 5916 1,518| 3,271 | 7,047 | 5441 1,2528
36| 0,278 12,96 46,66 1,897 | 6,000 1,533 3,302| 7,114 5563 1,2809
3,7| 0,270| 13,69 50,65 1,924 | 6,083 | 1,547 | 3,332 7,179| 5682 1,3083
3,8] 0,263 14,44 54,87 1,949 | 6,164 1,560 | 3,362 | 7,243 | 5798 1,3350
3,9| 0,256 15,21 59,32 1,975 6,245| 1,574| 3,391 7,306 | 5911 1,36 10
4,0| 0,250 16,00 64,00 | 2,000] 6,325| 1,587 | 3,420 7,368 | 6021 1,3863
4,11 0,244 16,81 68,92 2,025| 6,403 | 1,601 | 3,448 | 7,429 | 6128 1,4110
4,2| 0,238] 17,64 74,09 | 2,049| 6,481| 1,613| 3,476 | 7,489 | 6232 1,4351
43| 0,233 18,49 79,51 | 2,074| 6,557| 1,626 3,503 | 7,548 | 6335 1,4586
44| 0,227| 19,36 85,18 | 2,098| 6,633| 1,639| 3,530 7,606 | 6435 1,4816
4,5| 0,222120,25 91,12 | 2,121| 6,708 | 1,651| 3,557 | 7,663 | 6532 1,5041
46| 0,217| 21,16 97,34 | 2,145| 6,782| 1,663| 3,583 7,719| 6628 1,5261
4,7| 0,213] 22,09 103,8 2,168| 6,856| 1,675| 3,609| 7,775 6721 1,5476
48| 0,208 23,04 110,6 2,191| 6,928 | 1,687 | 3,634| 7,830 | 6812 1,5686
49| 0,204 24,01 117,6 2,214| 7,000| 1,698| 3,659 7,884 | 6502 1,5892
5,0 0,200|25,00 125,0 2,236| 7,071| 1,710| 3,684 | 7,937| 6990 1,6094
3,1| 0,196 26,01 132,7 2,258 7,141 1,721 3,708 | 7,990 | 7076 1,6292
52| 0,192 27,04 140,6 2,280 7,211| 1,732 3,733 | 8,041| 7160 1,6487
5,3| 0.189 28,09 148,9 2,302| 7,280 | 1,744 | 3,756 | 8,093 | 7243 1,6677
54| 0,185| 29,16 157,5 2,324| 7,348 | 1,754 3,780 | 8,143 | 7324 1,6864




478 APENDICES
Continuagido
1 = A = = ]
T = a2 23 V= Vioz Vx 1’10: 7100: (mga:- In =
i tissas)
55| 0,182 30,25 | 166,4 | 2,345| 7,416 1,765| 3,803 | 8,193 | . 7404 | 1,7047
56| 0,179| 31,36 | 175.6 | 2,366 | 7,483 | 1,776 | 3,826 | 8,243 7482 | 17228
57| 0,175| 32,49 | 1852 | 2,387 7.550| 1,786 | 3.849| 8,291 7559 |1,7405
58| 0,172| 33,64 | 1951 | 2,408| 7,616 1,797| 3,871| 8,340| 7634 | 1,7579
59| 0,169| 34,81 | 2054 | 2,429| 7,681| 1,807 | 3,803 | 8,387 7709 |1,7750
6,0 0,167| 36,00 | 216,0 | 2,449 | 7,746 | 1,817 | 3,915| 8,434| 7782 |1,7918
6,1 0,164| 37,21 | 2270 | 2,470| 7,810 1,827 | 3,936 | 8,481| 7853 1,8083
62| 0,161| 38,44 | 238,3 | 2,490 7,874| 1,837 | 3,958 | 8,527 | 7924 |1,8245
6,3| 0,159 39,69 | 250,0 | 2,510| 7,937 | 1,847 | 3,979 | 8,573 | 7993 | 1,8405
6.4| 0,156 40,96 | 262,1 | 2,530 8,000| 1,857 4,000| 8,618| 8062 | 1,8563
65| 0,154| 42,25 | 2746 | 2,550 8,062| 1,866| 4,021| 8,662| 8129 |1,8718
66| 0.151| 43,56 | 287,5 | 2.569| 8.124| 1.876| 4.041| 8.707| 8195 |1.8871
6,7| 0,149| 44,89 | 300,8 | 2,588| 8,185| 1,885| 4,062| 8,750| 8261 | 1,9021
6,8| 0,147 | 46,24 | 3144 | 2,608| 8,246| 1,805| 4,082| 8794 8325 |1,9169
6,9| 0,145| 47,61 | 328,5 | 2,627| 8,307 | 1,904| 4,102 | 8,837| 8388 |[1,9315
70| 0,143| 49,00 | 3430 | 2,646| 8,367 | 1,913 | 4,121 | 8879| 8451 | 1,9459
7,1 0,141| 50,41 | 357,9 | 2,665| 8,426| 1,922 | 4,141 8,921| 8513 | 1,9601
7,2| 0,139 51,84 | 373,2 | 2,683 | 8,485| 1,931 4,160| 8,963| 8573 | 1,9741
7,3| 0,137 53,29 | 380,0 | 2,702 | 8,544| 1,940| 4,179| 9,004} 8633 | 19879
7,4| 0,135| 54,76 | 405,2 | 2,720| 8,602| 1,949 | 4,198| 9,045 8692 |2,0015
7.5] 0,133| 56,25 | 421,9 | 2,739 | 8,660 1,957 | 4,217| 9,086 | 8751 |2,0149
7,6| 0,132| 57,76 | 439,0 | 2,757 | 8,718| 1,966 | 4,236 | 9,126 | 8808 |2,0281
77| 0,130| 59,20 | 456,5 | 2,775| 8,775| 1,975| 4,254 9,166 | 8865 |2,0412
78| 0,128| 60,84 | 4746 | 2,793 | 8,832 | 1,983 | 4,273 9,205| 8921 |2,0541
79| 0,127 62,41 | 493,0 | 2,811 8,888| 1,992 | 4,291| 9,244 | 8976 |2,0669
80| 0,125 64,00 | 512,0 | 2,828| 8,944| 2,000 4,309| 9,283| 9031 |2,0794
81| 0,123| 6561 | 531,4 2,846 | 9,000 2,008 | 4,327 | 9,322| 9085 |2,0919
82| 0,122 67,24 | 551,4 | 2,864| 9,055| 2,017 | 4,344 | 9,360| 0138 |2,1041
83| 0,120 6889 | 571,8 | 2,881| 9,110 2,025| 4,362 | 9,398| 9191 |2,1163
84| 0,119 70,56 | 592,7 | 2,898 | 9,165| 2,033 | 4,380 | 9,435| 0243 |2,1282
8,5| 0,118| 72,25 | 614,1 2,915| 9,220 2,041 | 4,397| 9,473 | 9294 |2,1401
8,6| 0,116| 73,96 | 636,1 | 2,933| 9,274} 2,049 | 4,414| 9,510| 9345 |2,1518
8,7| 0,115| 7569 | 6585 | 2,950| 9,327 2,057 | 4,431] 9,546 | 9395 |2,1633
88| 0,114 77,44 | 681,5 | 2,966| 9,381 | 2,065 | 4,448| 9,583 | 9445 |2,1748
8,9 0,112] 79,21 | 7050 | 2,983| 9,434| 2,072 | 4,465| 9,619| 9494 |2,1861
9,0| 0,111 81,00 | 729,0 | 3,000| 9,487 | 2,080 4,481| 9,655| 9542 |2,1972
9,1/ 0,110 82,81 | 753,6 | 3,017| 9,539 2,088 | 4,498 | 9,691 | 9590 |2,2083
92| 0,109| 84,64 | 778,7 3,033| 9,592 2,095| 4,514| 9,726 | 9638 |2,2192
9,3| 0,108 86,49 | 804,4 3,050 9,644 2,103 | 4,531| 9,761 | 9685 |2,2300
9,4| 0,106| 88,36 | 830,6 3,066 | 9,695| 2,110 | 4,547 | 9,796 | 9731 |2,2407
9,5| 0,105| 90,25 | 857,4 | 3,082| 9,747 2,118| 4,563| 9,830 9777 |2,2513
96| 0,104 92,16 | 884,7 3,098 | 9,798 | 2,125| 4,579 | 9,865| 9823 |2,2618
9,7| 0,103 94,09 | 912,7 | 3,114| 9,849 2,133 | 4,595| 9,899 | 9868 |2,2721
98| 0,102| 96,04 | 941,2 | 3,130| 9,899 | 2,140| 4,610| 9,933 | 9912 |2,2824
99| 0,101 98,01 | 970,3 | 3,146 9,950 | 2,147 | 4,626| 9,967 | 9956 |2,2925
10,0| 0,100 | 100,00 [1000,0 | 3,162 (10,000 | 2,154 | 4,642 |10,000| 0000 |2,3026

APENDICES 479
1V. Fungdes trigonoméiricas
A x = arcx®
x (radianos) sen x tg = ctg x cos x
0 0,0000 0,0000 0,0000 o 1,0000 1,5708 90
1 0,0175 0,0175 0,0175 | 57,29 0,9998 1,5533 89
2 0,0349 0,0349 0,0349 | 28,64 0,9994 1,5359 B8
3 0,0524 0,0523 0,0524 19,08 0,9986 1,5184 87
4 0,0698 0,0698 0,0699 14,30 0,9976 1,5010 86
5 0,0873 0,0872 0,0875 11,43 0,9962 1,4835 85
6 0,1047 0,1045 0,1051 9,514 0,9945 1,4661 84
2 0,1222 0,1219 0,1228 8,144 0,9925 1,4486 B3
8 0,1396 0,1392 0,1405 7,115 0,9903 1,4312 82
9 0,1571 0,1564 0,1584 6,314 0,9877 1,4137 81
10 0,1745 0,1736 0,1763 5,671 0,9848 1,3963 80
11 0,1920 0,1908 0,1944 5,145 0,9816 1,3788 79
12 0,2094 0,2079 0,2126 4,705 0,9781 1,36 14 T8
13 0,2269 0,2250 0,2309 4,331 0,9744 1,3439 T
14 0,2443 0,2419 0,2493 4,011 0,9703 1,3265 76
15 0,2618 0,2588 0,2679 3,732 0,9659 1,3090 Th
16 0,2793 0,2756 0,2867 3,487 0,9613 1,2915 74
17 0,2967 0,2924 0,3057 3,271 0,9563 1,2741 73
18 0,3142 0,3090 0,3249 3,078 0,9511 1,2566 72
19 0,3316 0,3256 0,3443 2,904 0,9455 1,2392 74
20 0,3491 0,3420 0,3640 2,747 0,9397 1,2217 70
Z1 0,3665 0,3584 0,3839 2,605 0,9336 1,2043 69
22 0,3840 0,3746 0,4040 2,475 0,9272 1,1868 68
23 0,4041 0,3907 0,4245 2,356 0,9205 1,1694 67
24 0,1189 0,4067 0,4452 2,246 0,9135 1,1519 66
25 0,4363 0,4226 0,4663 2.145 0,9063 1,1345 65
26 0,4538 0,4384 0,4877 2,050 0,8988 1,1170 64
27 0,4712 0,4540 0,5095 1,963 0,8910 1,0996 63
28 0,4887 0,4695 0,5317 1,881 0,8829 1,0821 62
29 0,5061 0,4848 0,5543 1,804 0,8746 1,0647 61
30 0,5236 0,5000 0,5774 1,732 0,8660 1,0472 60
31 0,5411 0,5150 0,6009 1,6643 0,8572 1,0297 59
A2 0,5585 0,5299 0,6249 1,6003 0,8480 1,0123 58
33 0,5760 0,5446 0,6494 1,5399 0,8387 0,9948 b ¥/
34 0,5934 0,5592 0,6745 1,4826 0,8290 0,9774 56
35 0,6109 0,5736 0,7002 1,4281 0,8192 0,9599 35
36 0,6283 0,5878 0,7265 1,3764 0,8090 0,9425 54
37 0,6458 0,6018 0,7536 1,3270 0,7986 0,9250 53
38 0,6632 0,6157 0,7813 1,2799 0,7880 0,9076 52
39 0,6807 0,6293 0,8098 1,2349 0,7771 0,8901 21
40 0,6981 0,6428 0,8391 1,1918 0,7660 0,8727 50
41 0,7156 0,6561 0,8693 1,1504 0,7547 0,8552 49
42 0,7330 0,6691 0,9004 1,1106 0,7431 0,8378 48
43 0,7505 0,6820 0,9325 1,0724 0.7314 0,8203 47
44 0,7679 0,6947 0,9657 1,0355 0,7193 0,8029 46
45 0,7854 0,7071 1,0000 1,0000 0,7071 0,7854 45
x = arc x°
cos x ctg x tg x sen x 20

(radianos)




480 APENDICES
V. FungBes exponenciais, hiperbflicas e trigonométricas
x (4 ez sen h x cosh x tghx sen x COs x
0,0 1,0000 1,0000 0,0000 1,0000 0,0000 0,0000 1,0000
0,1 1,1052 0,9048 0,1002 1,0050 0,0997 0,0998 0,9950
0,2 1,2214 0,8187 0,2013 1,0201 0,1974 0,1987 0,9801
0,3 1,3499 i 0,7408 0,3045 1,0453 0,2913 0,2955 0,9553
0,4 1,4918 0,6703 0,4108 1,0811 0,3799 0,3894 0,9211
0,5 1,6487 0,6065 0,5211 1,1276 0,4621 0,4794 0,8776
0,6 1,8221 0,5488 0,6367 1,1855 0,5370 0,5646 0,8253
0,7 2,0138 0,4966 0,7586 1,2552 0,6044 0,6442 0,7648
0,8 2,2255 0,4493 0,8881 1,3374 0,6640 0,7174 0,6967
0,9 2,4596 0,4066 1,0265 1,4331 0,7163 0,7833 0,6216
1,0 2,7183 0,3679 1,1752 1,5431 0,76 16 0,8415 0,5403
1,1 3,0042 0,3329 1,3356 1,6685 0,8005 0,8912 0,4536
1,2 3,3201 0,3012 1,5095 1,8107 0,8337 0,9320 0,3624
1,3 3,6693 0,2725 1,6984 1,9709 0,8617 0,9636 0,2675
1,4 4,0552 0,2466 1,9043 2,1509 0,8854 0,9854 0,1700
1,5 4,4817 0,2231 2,1293 2,3524 0,9051 0,9975 0,0707 |
1,6 4,9530 0,2019 2,3756 2,5775 0,9217 0,9996 —0,0292
1.7 54739 0,1827 2,6456 2,8283 0,9354 0,9917 —0,1288
1,8 6,0496 0,1653 2,9422 3,1075 0,9468 0,9738 —0,2272
1,9 6,6859 0,1496 3,2682 3,4177 0,9562 0,9463 —0,3233
2,0 7,3891 0,1353 3.6269 3,7622 0,9640 0,9093 —0,4161
2,1 8,1662 0,1225 4,0219 4,1443 0,9704 0,8632 —0,5048
2,2 9,0250 0,1108 4,4571 4,5679 0,9757 0,8085 —0,5885
23 9,9742 0,1003 4,9370 5,0372 0,9801 0,7457 —0,6663
2,4 | 11,0232 0,0907 5,4662 5,5569 0,9837 0,6755 | —0,7374
2,5 12,1825 0,0821 6,0502 6,1312 0,9866 0,5985 —0,8011
2,6 13,4637 0,0743 6,6947 6,7690 0,9890 0,5155 —0,8569
2,7 14,8797 0,0672 7,4063 7,4735 0,9910 0,4274 —0,9041
2,8 16,4446 0,0608 8,1919 8,2527 0,9926 0,3350 —0,9422
2,9 18,1741 0,0550 9,0596 9,1146 0,9940 - 0,2392 - 0,9710
3,0 | 20,0855 0,0498 10,0179 10,0677 0,9950 0,1411 —0,9900
3,1 | 22,1979 0,0450 11,0764 11,1215 0,9959 0,0416 —0,9991
3,2 | 24,5325 0,0408 12,2459 12,2366 0,9967 —0,0584 —0,9983
3,3 | 27,1126 0,0369 13,5379 13,5748 0,9973 —0,1577 —0,9875
3,4 | 29,9641 0,0334 14,9654 14,9987 0,9978 —0,2555 —0,9668
3,5 | 33,1154 0,0302 16,5426 16,5728 0,9982 —0,3508 —0,9365

. e———

R Y

VI. Algumas curvas (para consulta)

APENDICES

P

0 Y

1. Pardbola
y = 2%

7+

=7 0| 71 X

4. Gréafico da fungio
1

fraciondria 3 = — .
22

g X

6. Pardabola (ramo superior)

y = Vx.

|

2. Pardbola cibica

y =2

3. Hipérbole equiaxial

1
y=—-=:-
x

1 1

481

-7 0 1

3. Curva de Agnesi

y - 1
14 »®

7. Pardbola cibica
y = V x.

<
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APENDICES

YA
Y
g X
o x
&8, Pa:AbOIa de. Neile 8b. Pardbola semiciibica
3 x =5, 2 x = 12,
y=x ou{?_‘.- y‘—xsou{y=‘3_
=C00S T =senz
ey a

T yzfz ;ff

¢

¥

y=sen ¥ e y = COS #.

=ct
o

9, Sinuséide e co-sinusdide

[
\ } i
|
1 \
2 A

z
¥ R Y,
AL A

\
~
Y

S TN
2 N

I gfx‘/,r:r X
2\

\ /\
X \

e A i

-

i

—

I

y=1tgx e y=ctg ».

¥
i {
1
1

10. Tangentéide e co-tangentdide

Y
)
2l |
|
1
S
1
N | |
I
2Nt y=Arcsen
z] i
2y |
_;.r:-' |- y=arcsen
L
~f Dzt X
i
“#] |
71 1
1
I
-7\
i
=) | Y=Arcsen T
i
|
-2 :

- y=arceosz

FsXx

. y=Arctos.x

~Zmy-—+

12. Gréficos das fungdes trigonométricas inversas
¥y = Arcsen ¥ e y = Arccos x.

APENDICES 483
y=secx YA g=cosecz
“‘H-‘.‘_,-_l ; 1 1 I I I
IEIR T
Y 'l‘ "' l‘ l;
) of / \ 7/
g - Set) e
R
I - g oz &y I xSy IxX
A 2 Z 2 Z
B -1 - ~ P
i \ 't/ \_ r’,
' 1 —2 ! \ i
I \ H 1 [}
+ 1 : i ! i
H BT I'T-3 i N ] ! |




14. Graficos das fun¢des exponendiais
y=1 e y=2¢"

484 APENDICES
Y YA
i '
- + . N 1
?;Z 2n \
i [ = i
Y s Z NS Sss i l
; [ ' H _
v %’f‘-’ | y=Arcctg 2
i | y=arctgz /
: VL i
7 W - 7 !
z 1
3 :
— - :
0 1 w2 3 7 i
| > a W y=orectg
i 5 2 —
:;r' L— 0 1wz 3 X
1 \ [
e ! Yy=Arctgz !
] LE
i - !
Gn : Z - y=Arcctg z
Z ! 1
i -7 1
13. Graficos das func¢des trigonométricas inversas
ye=Arctgxr e y= Arcctg x.
y=e~"
1 x

APENDICES

485

—-—-—"'-/

15. Curva logaritmica
¥y = In x.

']

i \ g
i E— — ,....f'

RS S 0 1 7z 3 X
S | 1
-1

e L
=2
[
[l [
BE ! -5 i
17. Grificos das fung¢des hiperbélicas
% — a-%
y=senhr=————
5
e e* 4 e~ *
y=—cosh x=
2
(catendria)

-

I
|
- a 7
B
16. Curva de Gauss

y ="

Fel

y':;tgh;: \

o

T2

18. Grdfico das fungdes
hiperbdlicas

tgt i
y=twghsx=
81+ﬂ_:
ez ~x
N y=ctghxﬁri+e .
e% — g%




486 APENDICES

14 £

2 = a cos {,
i ou{

7
P
a=
A'/ | A
ﬁ'

3at®
e

19. Elipse

y = bsen ¢

20. Hipérbole

B {5 x =acosht,
y =bsenh ¢

(para o ramo direito).

y
¢ B
A
M
7 : X
i

23. Ciss6ide de Diocles

21. Paribola 22. Folha de Descartes
y2 =2 px. 23 4+ 93 — 3axy = 0 ou 4 a® o
3at a— x
— 5 i
1= 13 i at I
14 22

APENDICES 487

Afa;0)

24. Estrofdide
a-+ x

9% = a?

a— &

25. Lemniscata de Bernoulli
(3 + y92 = @*(x* — 59 ou
r® = a® cos 2g.

27. Hipocicldide (astréide)

x = a(t — sen i),

¥ =al{l — cos ).

g X

28. Cardidide
r =a(l 4 cosg).

{x:acos:*t,

¥y = asen’ !

29. Evolvente (desenvolvimento) da
circunferéncia

x = alcos ¢ -} ¢ sen ),
y =a(senf — { cos t).
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A
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30. Espiral de Arquimedes 31. Espiral hiperbdlica
v = ag(r > 0). y o= = (r > 0).
P

32. Espiral logaritmica 33. Rosa de trés pétalas

r = &%, y = a sen 3p(r = 0).

34. Rosa de quatro pétalas

¥y = a|sen 2¢|.




