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Prefacio

O objectivo fundamental deste livro é apresentar uma exposicao
sistematica e moderna do calculo diferencial de funcoes de vérias
variaveis que possa servir como texto de apoio aos cursos que sobre
essa matéria sao geralmente ministrados no ensino superior aos es-

tudantes de matemadtica, ciéncias e engenharia.

Os conteuidos abrangidos sao os normalmente incluidos em obras
deste tipo e foram programados de modo a poderem ser tratados
num curso semestral com trés horas semanais de aula. De acordo
com a orientacao modernamente utilizada neste dominio houve, en-
tretanto, a preocupacao de alicercar a exposi¢ao da matéria no es-
tudo prévio dos espacos métricos, por se considerar ser essa a mel-
hor forma de introduzir o estudante na linguagem e nos conceitos
fundamentais da matematica moderna e de o capacitar para uma

ulterior ampliacao dos seus conhecimentos.

Como pré-requisito para a utilizacao do livro, pressupoe-se que
o leitor possua os conhecimentos geralmente obtidos nos cursos
basicos de célculo, dlgebra e geometria analitica.

Tendo em vista a necessidade de garantir o grau de rigor que é
de exigir no ensino superior, houve a preocupagao de apresentar
a demonstragao de todos os resultados importantes com excepgao

de alguns poucos que, pela sua delicadeza, exigem um nivel de



conhecimentos mais avancados e que por isso se remetem para a
bibliografia. Tais resultados foram de uma forma geral designada
como Proposicoes, reservando-se a designagao Teorema apenas para
aqueles que se destacam pela sua importancia ou que tradicional-
mente sao designados desse modo.

Com vista a desenvolver técnicas numéricas e analiticas para abor-
dar os problemas que surgem nas aplicacoes praticas, incluem-se

ao longo do texto intimeros exemplos resolvidos e problemas com

resposta.

Os Autores
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Capitulo 1
Espacos métricos

O conceito de espago métrico, formulado no inicio do século XX
pelo matemaético francés Maurice Fréchet, assenta num conjunto
de axiomas que nao sao mais do que o refinamento matematico da

nocao intuitiva de distancia utilizada na vida corrente.

A nocao de distancia devem-se associar dois conceitos de funda-

mental importancia: convergéncia e limite. Com efeito,

(i) uma sucessio (a,) de elementos de um dado conjunto A diz-
se convergente para o elemento a € A quando, para n sufi-
cientemente grande, os termos a,, se tornam arbitrariamente

préximos de a.
De forma anéloga:

(ii) uma fungao f : A — B diz-se que converge para o limite ¢
ao tender x para a quando, para valores de x suficientemente
préximos de a, os valores de f(z) se tornam arbitrariamente
proximos de £.



1.1. Definicao do espaco métrico

E evidente pois que ambas definicoes assentam no pressuposto de
que é possivel averiguar se dois elementos de um conjunto estao
ou nao “préoximos” um do outro. Ora isso implica que para as
defini¢oes dadas terem sentido é indispenséavel que os conjuntos con-
siderados possuam uma estrutura que permita estabelecer a “prox-
imidade” dos seus elementos.

Portanto quando por exemplo se pretende verificar qual dentre os
elementos = e y de um dado conjunto A estd mais proximo de
um outro elemento a € A, nao se pretende mais do que avaliar a
distancia de cada um deles a a. Todavia, isso exige que no conjunto
A se tenha previamente definido a noc¢ao de distancia. Quando as-
sim acontece o conjunto A deixa de ser um conjunto qualquer e

passa a constituir o que denomina um espago métrico.

1.1 Definicao do espaco métrico
Definigao 1.1 (Métrica).

Dado um conjunto nao vazio E, chama-se métrica (ou
funcao distancia) nesse conjunto, a qualquer aplicagdo
d: ExFE — R que associa a cada par de pontos (x,y) €
E x E um nimero real d(x,y), chamado distancia do

ponto x ao pontoy, e que goza das sequintes propriedades:

(i) Positividade:
dlz,y) >0 se z#y;, e d(xz,x)=0;
(ii) Simetria:

d(z,y) = d(y, x);

(iii) Desigualdade triangular:
d(z,z) < d(x,y) + d(y, 2).



Capitulo 1. Espagos métricos

A propriedade (iii) chama-se desigualdade triangular (Figura 9.11)
porque exprime que cada lado dum triangulo nao excede a soma
dos outros dois.

d(z, z)
d(z,y)

d(x, 2)

Figura 1.1: Desigualdade triangular no plano

Como decorre da propria definicao, num mesmo conjunto E po-
dem definir-se tantas métricas (ou fungoes distancia), quantas as
aplicacoes distintas de E X E em R que satisfacam as propriedades

indicadas.

Definigao 1.2 (Espago métrico).

Chama-se espago métrico ao par (E,d) formado por
um conjunto E e uma métrica d definida em E.

Por comodidade, sempre que nao haja perigo de confusao, podemos
referir-nos ao espago métrico (E,d), dizendo apenas “espago mé-

trico £7, isto é, deixando subentendida a métrica d.

Exemplo 1.1 (Recta real R). O exemplo mais importante de
espaco métrico é o conjunto R dos ntimeros reais, munido da métrica
d(z,y) = |z —y|. E facil de verificar que a aplicacio d : R x R — R
assim definida satisfaz as condigoes (i), (ii), (iii). Com efeito, como
se sabe do estudo das propriedades dos ntimeros reais:



1.1. Definicao do espaco métrico

(a) d(z,y)=|z—y| >0 sex#y e d(z,x) =|0[=0;
(b) d(z,y) = |z —y| = |y — 2| = d(y,z);
(c) dlz,2)=|r—z| =z —y+y—2z <

O conjunto R munido desta métrica, isto é, o espago métrico (R, d),
com d(x,y) = | —y|, chama-se recta real. Sempre que R se consi-
dera um espaco métrico, sem indicar expressamente qual a métrica
de que esta munido, subentende-se que ¢é a fungao distancia acima
indicada. <«

Exemplo 1.2. A funcao distancia atras considerada nao é, porém,
evidentemente, a unica que se pode considerar no conjunto dos
nimeros reais R. Assim, por exemplo, se f for uma funcao real

estritamente monétona definida sobre R, a fungao

d(z,y) = [f(x) = f(y)]

é também uma métrica em R.

Com efeito,

(a) d(z,y) = |f(z) = f(Y)| >0 sex £y e d(z,z)=[0]=0;

(b) d(z,y) = [f(x) = ()| = |f(y) = f(@)] = d(y, z);

(c) d(z,y) =f(x) = f(2)] = [f(z) = f(y) + fly) = f(2)] <
< @) =f @I+ )= f(2)] = d(z, y)+d(y, z). <
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Exemplo 1.3 (Plano Euclidiano R?). No plano R?* = R x R,
pode-se definir uma métrica tomando o conjunto de todos os pares
ordenados com a distancia euclidiana d definida por,

d(z,y) = V/(x1 — y1)? + (z2 — yo)2.

Com efeito,

(a) d(z,y) >0 sex#y e d(z,z)=0;
(b) d(z,y) = d(y,z);

(©) d(z,2) = /o1 = 2P F (52— 2P =
:\/ y1+y1—z1) + (T2 — Y2+ 92 — 22)? <
< /(= (T2 —12)2 + V(g1 — 21)2 + (Y2 — 20)? =
d(z, )+d( )

de acordo com a desigualdade de Minkowski .«

Exemplo 1.4. Ainda em R? pode também definir-se uma métrica,
pondo, para r = (z1,%2) e Yy = (Y1, Y2):

d(z,y) = |x1 — 1| + |x2 — val.

Na verdade:

(a) d(z,y) >0 sex#y e d(z,z)=0;
(b) d(z,y) = d(y, x);

(c) d(z,z) = |z1 — 21| + |z2 — 22| =
=|z1 —y1+y1 — 2]+ T2 — Yo+ Y2 — 22 <
<oy —wyi| + 1 — 21| + 22 — yo| + Y2 — 22| =
=d(z,y) +d(y,z). 4



1.1. Definicao do espaco métrico

Exemplo 1.5. Seja £ um conjunto qualquer. Pode-se definir em
E uma métrica d pondo d(z,z) =0e d(z,y) =1sex #y.

Com efeito:

(a) d(z,y) >0 sex#y e d(z,x)=0;
(b) d(z,y) = d(y, =) quer seja & =y, quer seja x # y;

(c) Sex #zex#yey+# z, entdo
d(z,z) =1<1+1=d(z,y) + d(y, z);

Se x # z, mas x = y ou y = z, entao
d(z,z) =1=1+0=d(z,y) +d(y, z)

e portanto, em conclusao, qualquer que seja y, é

d(z,z) <d(z,y) +d(y,z). <

A métrica assim definida chama-se métrica discreta. E uma
métrica trivial, normalmente s6 usada em contra-exemplos. Por
ela se vé, porém, que qualquer conjunto se pode tornar um espaco

métrico.

1.1.1 Subespacgo métrico

Todo o subconjunto X dum espago métrico £ possui uma estru-
tura natural de espaco métrico. Basta, para isso, definir a distancia
entre dois pontos de X como a distancia entre esses pontos quando
considerados como pontos de E. A métrica assim definida em X
chama-se a métrica induzida em X pela métrica F e o espaco
métrico X resultante diz-se um subespaco métrico de E.
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1.1.2 Isometrias

Dados dois espagos métricos (F,d;) e (F,ds), chama-se isometria
a toda a aplicacao bijectiva f : E — F que preserva as distancias,
isto é, que satisfaz, para quaisquer x, y € E, a condi¢ao

d2(f<$)7f(y)) = d1<l',y).

Dois espacos E e I’ dizem-se isométricos se existir uma isometria
de E sobre F. Nessa altura toda a propriedade demonstrada em F
relativa apenas a distancias entre elementos de £ tem em F uma

propriedade correspondente.

Se, embora preservando as distancias, a aplicacao f de F em F

for apenas injectiva, entao denomina-se uma imersao isométrica
de F em F.

1.2 Nocoes métricas

De um modo geral, déd-se o nome de nogoes métricas num con-
junto F a todas as nogoes que se podem definir logicamente a partir
da métrica (ou fungao distancia) prépria de E. Entre elas figura,
evidentemente, a nocao de distancia entre dois pontos, que é a nogao

métrica primitiva. Vejamos algumas outras.

Definicao 1.3 (Bola aberta).

Dados um espago métrico (E,d), um ponto a de E e um
numero real r > 0, chama-se bola aberta com centro
em a e raio v (Figura 1.2) ao conjunto dos pontos x de
E cuja distancia ao ponto a € inferior a r, isto €, ao
conjunto B(a,r) tal que

B(a,r) ={x € E :d(a,x) <r}.

7



1.2. Nocgoes métricas

De forma analoga:

Definigao 1.4 (Bola fechada).
Dados um espago métrico (E,d), um ponto a de E e um
numero real r > 0, chama-se bola fechada de centro

a e raio r (Figura 1.8) ao conjunto dos pontos x de F
tais que d(a,x) < r, isto é, ao conjunto

B'(a,7) ={z € E :d(a,x) <r}.

— T T B(a,r) B’(a,r)
y \\\ ou ou
/
f . B Bl (a)
\\ )
\ //
Figura 1.2: Bola aberta Figura 1.3: Bola fechada

Definicao 1.5 (Superficie esférica). Das defini¢oes 1.3 e 1.4,
a bola fechada B'(a,r) é formada pela bola aberta B(a,r) e pelos
pontos x de E cuja distancia ao ponto a € igual a r. Estes ultimos
pontos formam um conjunto que se anota S(a,r) e se chama a
esfera de centro a e raio v ou superficie esférica (Figura 1.4) e
denota-se:  S(a,r) ={zr € E:d(a,z) =r}.

“\\\\,\?&\\\\\ S(a,r)

Figura 1.4: Superficie esférica
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Exemplo 1.6. Na recta R, a bola aberta B(a,r) é o intervalo
aberto Ja —r, a + [, a bola fechada B’(a,r) ¢ o intervalo fechado
[a—7, a+7r] e a esfera S(a,r) reduz-se ao par de pontos
{a—71, a+r} <

Exemplo 1.7 (Espago métrico discreto). Num espaco com mé-
trica discreta, uma bola fechada de raio r < 1 reduz-se ao centro,
uma bola fechada de raio r = 1 é o espaco inteiro e todas as esferas

de raio r = 2 coincidem e sao vazias. <«

Exemplo 1.8. No espaco R?, a bola aberta B(a, ) chama-se disco
e ¢ o interior da circunferéncia de centro a e raio r; a esfera S(a,r)

chama-se circunferéncia e é a circunferéncia de centro a e raio r. <

Definicao 1.6.

Dados um espago métrico (E,d), um ponto a € E e um
subcongunto nao vazio A C E, chama-se distancia de
a a A ao infimo das distancias de a aos pontos x de A,
ou seja:

d(a,A) = inf d(a, x).

€A

Assim, a distancia d(9, A) do ponto a ao conjunto A é o tdnico

nimero real m tal que

(a) m <d(a,z), Yx € A

(b) Dado qualquer € > 0, existe x € F tal que d(a,z) — € < m.
Se a € A, entao d(a, A) = 0, mas a reciproca é falsa.

Na recta real, por exemplo, se A for o intervalo aberto |1, 2[ tem-se
d(1,A) =0ed(2,A) =0 sem que, no entanto, 1 € A nem 2 € A.

9



1.2. Nocgoes métricas

Em geral, d(a, A) = 0 significa que dado € > 0 arbitrario, existe
x € A tal que d(a,z) < e, isto é, existem pontos de A arbitraria-

mente proximos de a.

Definigao 1.7.

Dados dois subconjuntos nao vazios A e B de um espago
métrico (E,d), chama-se distancia de A a B ao infimo
das distancias dos pontos de A aos pontos de B, isto é:

d(A,B) = inf d(z,vy).

r€AyEB

Como é evidente, se os conjuntos A e B nao forem disjuntos, isto
é, se AN B # (), a sua distancia é nula: d(A, B) = 0. O reciproco,
porém, nao é necessariamente verdadeiro, isto é, dois conjuntos po-
dem ser disjuntos e a sua distancia ser nula. E o que acontece,
por exemplo, em R? quando A = {(2,0) : x € R} é o eixo real

1
e B={(z,—): 2 € R} éum ramo de hipérbole. Nesse caso, é
x
1
AN B =, mas d(A,B) = 0, pois se z = (2,0) e y = (z,—),
x
1
d(xz,y) = — pode tornar-se tao pequena quanto se queira, desde
x

que tome zx suficientemente grande.

Definicao 1.8.

Seja A um conjunto nao vazio do espago métrico (F,d).
Chama-se diagmetro do conjunto A ao supremo das
distancias de dois pontos varidveis de A, isto €, ao

nimero:  0(A) = sup d(z,y).
z,y€A

De acordo com a defini¢ao 1.8 o diametro dum conjunto é sempre

um numero real positivo ou infinito.

10
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O diametro é nulo se e s6 se o conjunto A for formado por um s6
ponto. Nessa altura, e s6 entao, tem-se §(A) = 0.

Definicao 1.9.

Um subconjunto A dum espago métrico (E,d) diz-se
limitado quando o seu diametro € finito; equivale isso a

dizer que existe pelo menos uma bola de E que contém
A.

1.3 Subconjuntos particulares dos espa-

cos métricos

1.3.1 Partes abertas

Defini¢ao 1.10 (Parte aberta ou conjunto aberto).

Diz-se que um subconjunto A de um espago métrico
(E,d) € uma parte aberta (ou conjunto aberto) de E
quando todo o ponto a € A € centro de uma bola aberta
inteiramente contida em A, isto €,

Vae€ A, e >0: Bl(a,e) C A.

Ou seja, para cada a € A existe e > 0 tal que, sex € Fed(a, ) < €,
entao r € A.

11



1.3. Subconjuntos particulares dos espacos métricos

Proposicao 1.1. Toda a bola aberta B(a,r) de um espa¢o métrico
(E,d) € um subconjunto aberto de E.

Demonstragao. Com efeito, para cada ponto x € B(a,r) tem-
se d(a,x) < r. E, escolhendo € = r — d(a,z) > 0 é facil ver que a
bola B(z,€) esta contida em B(a,r). Donde, se y € B(z,€) entao
d(z,y) < e =r —d(a,z) e portanto

d(a,y) < d(a,z)+d(z,y) <r—d(a,z) +d(a,z) =1

Logo, y € B(a,r) e portanto B(z,¢) C B(a,r). B

Proposicao 1.2. Os subconjuntos abertos de um espagco métrico
(E,d) gozam das sequintes propriedades:

P1. O espaco inteiro E e o conjunto vazio sao subconjuntos aber-
tos de E.

Demonstracao. Com efeito, o espaco total E/ é aberto, visto que
qualquer bola aberta centrada num dos seus pontos esta contida
em FE. Como é logico, os pontos que nao pertencem a um dado
espago métrico nao tém qualquer relevancia nas questoes relativas
ao contexto desse espago. Ora, um conjunto é aberto ou nao apenas
em relacao a um especifico espago métrico que o contém e nunca
em relacdo a si proprio. Assim, para mostrar que () é aberto basta
notar que um subconjunto X C F s6 nao é aberto quando existe
um ponto z € X tal que nenhuma bola de centro x esta contida em
X. Ora, como nao existe nenhum z € () o conjunto vazio nao viola

a condicao de definicao das partes abertas.
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P2. A unido de qualquer familia (finita ou infinita)de subconjun-
tos abertos de E é um subconjunto aberto de E.

Demonstracao. Com efeito, seja (A;),i € I, uma familia qual-
quer de subconjuntos abertos de E e designemos por S a sua uniao

(isto é, S = UAl) Se x for um elemento qualquer de S, entao
iel

pertence, pelo menos, a um dos conjuntos da familia, por exemplo

Ai(k € I). Mas como Ay é, por hipdtese, aberto, existe um § > 0

tal que B(x,0) C Ax C S e, portanto, S é aberto.

P3. A interseccao de um niumero finito de subconjuntos abertos
de E é um subconjunto aberto de E.

Demonstracao. Com efeito, seja A;, As,..., A, uma coleccao
finita de subconjuntos abertos de E' e designemos por S a sua inter-
n

seccao S = ﬂ A;. Se a interseccao for vazia, nada ha a demonstrar,
i=1
visto que () é aberto. Suponhamos, porém, que assim nao é e seja

x um elemento arbitrario de S. Se x € S, entao x € A; para cada
1=1,2,3,...,n, isto é, x é elemento comum a todos os conjuntos.

Mas, como todos eles sao abertos, existem €1, €2, €3, ..., €, tais que

Designando por € = min{ey, €s, ..., €,} entdo B(x, €) estard contida
em todos os conjuntos (isto é, B(z,e) C AN AsN...NA,=195),0
que significa que S é aberto. B
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Nota. Em geral, uma interseccao de infinitos conjuntos abertos nao
é aberta. Por exemplo a intersec¢ao dos intervalos | — 1/n,1/n[ de R
é o conjunto formado por um tunico ponto {0} que nao é aberto(vd.

Proposigao 1.6).

Observacao. A familia dos conjuntos abertos de um espaco métrico

denomina-se frequentemente a topologia desse espaco.

Proposicao 1.3 (Proposicao da separacao de Hausdorff).
Dados dois pontos distintos a e b dum espago métrico (E,d) ezis-
tem dois subconjuntos abertos e disjuntos que contém a e b respec-
tivamente.

Demonstracao. Seja d(a,b) a distancia entre os dois pontos e
consideremos as bolas abertas com centro em a e b e raio d(a,b)/2.
Se estas bolas tivessem um ponto comum x € E, seria

e portanto, pela desigualdade triangular , resultaria
d(a,b) <d(a,z)+ d(z,b) < d(a,b)
o que é absurdo. Por consequéncia, as bolas abertas sao distintas. W

Um espago que goza desta propriedade (Proposi¢ao 1.3) denomina-
se Espaco separavel ou de Hausdorff. Todo o espago métrico é,
portanto, espaco de Hausdorff.
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1.3.2 Partes fechadas

Defini¢ao 1.11 (Subconjunto fechado).

Um subcongunto A de um espago métrico (E,d) diz-se
fechado quando o seu complementar E— A ¢ aberto.

De acordo com a definicao, o conjunto vazio e o espaco total E sao

ambos conjuntos fechados.

Proposicao 1.4. Uma bola fechada é um conjunto fechado. Uma
esfera € um congunto fechado.

Demonstragao. Com feito, se = € B'(a,r), entao

d(z,B'(a,r)) > d(a,z) —r >0
e, portanto, a bola aberta de centro em z e raio d(a,x) — r estd no
complementar de B’(a,r), o que demonstra que esse complementar

¢ aberto (pois ¢ unido de bola abertas).

O complementar da esfera S(a,r) é a reunido da bola B(a,r) e

do complementar de B'(a,r) e, portanto, é aberta. B

Proposicao 1.5. Os subconjuntos fechados de um espaco métrico
(E,d) gozam das sequintes propriedades:

P1. O conjunto vazio ) e o espaco inteiro E sao fechados.

Demonstragao. Na verdade, () e E sao complementares de
E e (), respectivamente, logo sao fechados;

15



1.3. Subconjuntos particulares dos espacos métricos

P2.

P3.

A intersecgcao de uma familia qualquer (finita ou infinita) de
subconjuntos fechados de E € um subconjunto fechado de E;

Demonstragao. Seja (4;),i € I, uma familia qualquer
(finita ou infinita) de subconjuntos fechados de F e designemos
por S a sua interseccao:

S=[)A.
iel
De acordo com as leis de De Morgan, o complementar de S é
E-S=|J(E-4)
iel

e, portanto, £ — S é aberto e S fechado.

A uniao de um numero finito de subconjuntos fechados é um
subconjunto fechado de E.

Demonstragao. Seja A, As, ..., A, uma coleccao finita de
subconjuntos fechados de E e designemos por S a sua uniao:

De acordo com as leis de De Morgan, o complementar de S é

n
E—-5=(\E-A).
iel
Ora, como os A; sao fechados, os £ — A; serao abertos e,
portanto, F# — S é aberto por ser a interseccao dum nimero

finito de conjuntos abertos. Mas, se £ — S é aberto, entao S
é fechado, como se pretendia provar. Wl
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Proposicao 1.6. Um conjunto formado por um so ponto € fechado.
Geralizando tem-se que: todo o conjunto finito € fechado.

Demonstragao. Seja a € E e consideremos o conjunto {a}. Para
provar que este conjunto é fechado, basta provar que o seu comple-
mentar £ — {a} é aberto. Com efeito, se

r € FE—{a} entao d(a,z) > 0.

Mas entao a bola aberta B(z,€) com € = d(a,z), ndo contém o
ponto a e portanto B(z,€) C E —{a}. Mais geralmente, o comple-
mentar F — F de qualquer subconjunto finito F' = {ay, as....,a,}
de E é um subconjunto aberto de E, pois se x € (E — F') entdo o

nuamero

e = min{d(ay, z),...,d(a,,z)}

¢ maior que 0 e a bola aberta B(z, €) nao contém nenhum dos pon-
tos ay, ag, ..., ay,, isto é, B(x,e¢) C E—F e portanto F' é fechado.

1.3.3 Vizinhancas

Definicao 1.12 (Vizinhanga).

Seja A um subconjunto nao vazio de um espaco métrico
(E,d). Chama-se vizinhan¢a de A a qualquer subcon-
junto aberto de E que contenha A. Se A se reduz a um
unico ponto, A = {a}, as vizinhangas dizem-se entao

vizinhancas do ponto a.

Assim, qualquer bola aberta com centro num ponto a é uma viz-
inhanca desse ponto. Salvo indicagao em contrario, serao deste tipo

as vizinhancas que doravante se utilizarao:
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(i) A bola aberta com centro no ponto a e raio € > 0 denomina-se
vizinhanga € de a e representa-se por V(a, €).

(ii) Se desta vizinhanca se excluir o ponto a, entdo a vizinhanga

diz-se vizinhanga reduzida de a e representa-se por V'(a, €).
E, como ¢é evidente, V'(a,€) =V (a,€) — {a}.

1.3.4 Interior dum conjunto

Definicao 1.13 (Ponto interior).

Seja A um subconjunto dum espago métrico (E,d). Um
ponto x de E diz-se ponto interior a A se existir uma

vizinhanca de x inteiramente contida em A.

O conjunto de todos os pontos interiores a A chama-se o interior
de A e designa-se por int(A).

O interior de um conjunto tem as seguintes propriedades basicas:

(i) O interior de um conjunto A é o maior conjunto aberto contido

em A;

(ii) Um conjunto A é aberto se e s6 se coincide com o seu interior,
isto é: A = int(A)

(iii) int(A) é a unido de todos os subconjuntos abertos de A.

18
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1.3.5 Exterior de um conjunto

Definicao 1.14.

Um ponto x diz-se exterior ao conjunto A quando for
interior ao seu complementar E — A (isto é, quando
existir pelo menos uma vizinhanca de x que estd con-

tida no complementar de A).

Ao conjunto dos pontos exteriores a A chama-se o exterior de A
e representa-se por ext(A). Como resulta da prépria definigao, é
ext(A) = int(E — A) e portanto ext(A) é aberto.

1.3.6 Fronteira dum conjunto

Defini¢ao 1.15 (Ponto fronteiro).

Seja A um subconjunto dum espago métrico (E,d). Um
ponto x de E diz-se que € ponto fronteiro a A, quando
nao € interior nem exterior a A. Equivale isto a dizer
que em cada vizinhanca de x existe pelo menos um ponto

interior a A e um ponto exterior a A.

O conjunto dos pontos fronteiros a A chama-se fronteira de A e
representa-se por front(A). Como é evidente, tem-se:

E = int(A) Uext(A) U front(A)

sendo os conjuntos disjuntos dois a dois.
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Por outro lado, da definicao resulta que:
E — front(A) = int(A) U ext(A)

e, portanto, front(A) é fechado, visto o seu complementar ser
aberto.

1.3.7 Aderéncia de um conjunto

Definicao 1.16 (Ponto aderente).

Seja A um subconjunto dum espago métrico (E,d). Diz-
se que um ponto x de E ¢ ponto aderente a A quando
nao € exterior a A, isto €, quando € interior ou fronteiro
a A. FEquivale isto a dizer que em cada vizinhanca de x
existe pelo menos um ponto de A.

O conjunto de todos os pontos aderentes de A chama-se a aderéncia

ou fecho de A e representa-se por A. De acordo com a definicdo é

A= AU front(A).

Da propria defini¢ao resulta também imediatamente que:

(a) A aderéncia de um conjunto A é o complementar do exterior

de A;

(b) Um conjunto A ¢ fechado se e sé se coincide com seu fecho,
isto é, A = A.
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1.3.8 Pontos de acumulacao. Conjunto derivado

Defini¢ao 1.17 (Ponto de acumulagao).

Seja A um subconjunto dum espagco métrico (E,d). Um
ponto a de E diz-se ponto de acumulag¢ao do con-
junto A se qualquer sua vizinhanca contém uma in-
finidade de pontos de A.

Um ponto de acumulacao dum conjunto pode pertencer ou nao
a esse conjunto. Por exemplo, o conjunto dos ntimeros racionais
do intervalo [1, 2] tem como pontos de acumulagao nao sé todos os
racionais desse intervalo (que pertencem ao conjunto), mas também

todos os irracionais entre 1 e 2 (que nao pertencem ao conjunto).

O conjunto de todos os pontos de acumulagao de um conjunto A

denomina-se derivado de A e representa-se por A'.

Defini¢ao 1.18 (Ponto isolado).

Um ponto x dum conjunto A diz-se ponto isolado de
A se existe uma vizinhanga de x que ndao contém nen-
hum ponto de A distinto do proprio x.

Como é facil de verificar:

Proposicao 1.7. Todo o ponto aderente a um conjunto A ou €
ponto de acumulacao ou ponto isolado de A.

O fecho ou aderéncia dum conjunto A é, portanto, constituido em
geral por trés tipos de pontos:
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e pontos isolados de A;
e pontos de acumulacao de A pertencentes a A;

e pontos de acumulacao de A nao pertencentes a A.

Assim o fecho ou aderéncia de A é a uniao de A com o seu derivado,
isto é: A= AU A’. Portanto:

Proposicao 1.8. Um conjunto A € fechado se e s6 se contém todos

0s seus pontos de acumulacao, isto é: A’ C A.

Um conjunto que é fechado e cujos pontos sao todos de acumulacao
diz-se um conjunto perfeito.

1.3.9 Conjunto denso

Definigao 1.19 (Conjunto denso).

Num espago métrico (E,d) um conjunto A diz-se denso
em relacao a um conjunto B quando cada ponto de B é
ponto aderente a A, isto €, quando para todo o x € B

qualquer vizinhanc¢a de x contém pontos de A.

Tem-se entdo B C A o que significa que A é denso em B se e s6 se
todo o ponto de B é ponto de acumulagao de A ou ponto de A (ou
ambas as coisas).

Se um conjunto A é denso em relagao a todo o espago E, diz-se
entao que ¢ denso em todas as partes de F ou simplesmente
denso em E. Por exemplo, o conjunto @Q dos niimeros racionais é

denso em R.
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1.4 Sucessoes em espacos métricos

1.4.1 Convergéncia

Dados dois conjuntos quaisquer E e F' chama-se aplicagao (ou
funcao) de F em F' a toda correspondéncia que a cada elemento

de E associa um e um soO elemento de F.

Designado por uma letra, por exemplo f, a correspondéncia, escreve-
se f: E— Fquesele “f éuma aplicacao de £ em F”. O conjunto

E é o dominio da aplicacao f.

Se y for o elemento de F' que corresponde ao elemento x de E
através da aplicagao f , escreve-se y = f(x) e diz-se que y é a ima-
gem de z através de f. Ao conjunto de todas as imagens através
de f dos elementos de E chama-se o contradominio da aplicagao

e representa-se por f(FE).

Em vez das expressoes aplicagao ou fungao de £ em F' usam-
se também com o mesmo sentido as expressoes transformacgao ou

operador.

Um caso particular importante e que recebe designacao especial
¢ o das aplicacoes do conjunto N dos nimeros naturais num outro
conjunto qualquer F, isto é, o das aplicacoes f : N — FE. Tais
aplicacoes denominam-se sucessoes e nao sao mais do que aplicacoes
que a cada nimero natural n associam um elemento f(n) de E que
se representa geralmente por z,, (se for = a letra utilizada para de-

signar elementos de F).

A sucessao xg,x1,Ta, ..., Ty, ... representa-se abreviadamente por

(). Com n variavel, x,, denomina-se o termo geral da sucessao.
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Se o conjunto E estiver algebrizado podem nele definir-se operacoes
com sucessoes. Assim, por exemplo, se E for um corpo, dadas duas
sucessoes (x,) e (y,) de pontos de E, chama-se soma, produto e
quociente dessas sucessoes a sucessao (w,) cujos termos tém, res-

pectivamente, as expressoes:

(a) Wi =2y + Yns

(c) Wn = g yn 7 0 para todo n.

n

Definigao 1.20 (Sucessao convergente).

Seja (x,) uma sucessao de pontos do espago métrico
(E,d). Diz-se que a sucessdo é convergente para o
ponto v € E quando a todo o € > 0 corresponde um
nidmero natural ng tal que, para n > ng, € d(z,,z) < €.

A definigao equivale a afirmar que a todo ¢ > 0 corresponde uma
ordem n( a partir da qual os termos da sucessao estao contidos na
vizinhanga V'(x,¢€). Escreve-se entao lim z,, = z ou z, — x e diz-

n—o0

se que x é o limite da sucessao ao tender n para o infinito.

Quando nao haja duvida de que n tende para o infinito escreve-

se simplesmente lim x, = x.

’

E claro que se (z,) converge para x, entao:

(a) é finito o nimero de termos da sucessao situados no exterior
de qualquer vizinhanga de x.
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(b) se a sucessao tem uma infinidade de termos distintos, entao
o limite z é ponto de acumulagao do conjunto dos seus termos.

A ordem ng a partir da qual se verifica a condicao da defini¢ao
d(x,,x) < € depende em geral do € escolhido, facto que se costuma

traduzir escrevendo ng = ng(e).

A convergéncia da sucessao para x pode exprimir-se simbolicamente
da seguinte forma:

Ve >0, Ing =ng(e) e N: n>ng = d(z,,z) <e
ou
n>ny = x, € V(z,e).
Na recta real R, como d(z,y) = |z — y|, a definigdo toma a forma
Ve >0, dngle) eN: n>ng= |z, —z| <e.

Uma sucessao (x,) diz-se limitada se o conjunto dos seus termos
{.1'0, T1,T9, .. } ¢é limitado.

Se (z,) é uma sucessao qualquer e (n) é uma sucessao de inteiros
positivos tais que n; < ng < ... < mn, < ... entdo a sucessao (z,,)

chama-se uma subsucessao da sucessao dada.

Proposicao 1.9. Num espago métrico o limite de uma sucessao,

se existe, € Unico.

Demonstracao. Suponha-se que assim nao sucedia e que a sucessao
(x,) admitia dois limites x e 2’ tais que d(x,z’) = €. Entao, para
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esse € > 0, existiriam dois naturais ng(€) e ny(e) tais que

n>ny = d(z,,z)>

n>ny, = d(x,,2) <

I 2N

Mas nessas condigoes, tomando N = max{ng,ny}, ter-se-ia, para
n>N,

d(z,x') < d(z,x,) + d(z,, 1) < e = d(z,2'),

o que ¢é contraditério. Portanto deve ser d(z,z') = 0 o que significa
que z =2'. W

Proposicao 1.10. Toda a sucessao convergente de pontos dum
espago métrico (E,d) € limitada .

Demonstragao. Basta mostrar que o conjunto {xzg, x1, s, ...} dos
termos da sucessao estd contido numa bola de (E, d). Se limx,, = z,
escolhido € > 0 existe ng tal que, para qualquer n > ny, é d(z, x,) <
e. Fixado € seja r = max{d(x, xo),d(z,x1),...,d(z,z,,),€}. Entdo
o conjunto {xg, €1, T, . ..} estd contido na bola fechada B'(z,r) com
centro em x e raio r, o que prova que é limitado. W

Proposicao 1.11. Num espaco métrico, toda a subsucessao duma

sucessao convergente converge para o mesmo limite.

Demonstracao. Se limz, = z, dado ¢ > 0 existe ng tal que
d(x,x,) < € sempre que n > ng. Como n,, > m para todos os
inteiros positivos m, tem-se: d(z,z,,) < € para m > ng o que

significa que lim x,,, = x como se queria provar. B
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Proposicao 1.12. Se x € ponto de acumulagcao do subconjunto D
do espago métrico (E,d), € sempre possivel construir uma sucessao

de pontos distintos de D convergente para x.

Demonstracao. Se x é o ponto de acumulacao de D, qualquer
bola aberta com centro em z contém uma infinidade de pontos de
D. Entao, tomando o raio rg = 1 escolha-se na bola B(x,ry) um
ponto de D, xg # x. Em seguida tome-se

d(x,zo)

rmn=——<
2

N | —

e na bola B(z,r) escolha-se um ponto z; # z. Continuando a

proceder do mesmo modo, obtém-se na bola B(z,r,) com

o dx,x,—1) 1
" 2 2n
um ponto z,, # x. Os pontos escolhidos pertencem todos a D e sao
distintos uns dos outros formando uma sucessao xg, x1,..., Ty, .. ..
Como .

rn=d(x,x,_1) < —

on’

1
vem d(x,xg) < on o que mostra que a todo o € > 0 corresponde
um ny de modo que d(z, z,) < € paran > ng (para o que, escolhido

€, basta fazer 5. < ¢, resultando dai ng). Logo é limx,, = x, como

se pretendia provar. H

Proposicao 1.13. Um ponto x € ponto de acumulagcao dum subcon-
Junto D de um espago métrico (E,d) se e sd se existe uma sucessao

de pontos distintos de D convergente para x.

Demonstracao. De facto, se x é ponto de acumulacao de D,
nos termos da proposi¢ao anterior é sempre possivel construir uma

sucessao (z,) de pontos distintos de D convergente para x. Reci-
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procamente, se x é limite duma sucessao de pontos distintos de D,
a todo o € > 0 corresponde um ng(e) tal que é d(z,z,) < € para
n > ng, e, portanto, qualquer bola aberta com centro em x contém
uma infinidade de pontos de D, o que significa que x é ponto de

acumulacao de D. W

Proposicao 1.14. O limite duma sucessao com uma infinidade de
termos distintos € unico ponto de acumulagcao do conjunto dos seus
termos.

Demonstragao. De facto, como se verificou j4, se a sucessao tem
uma infinidade de termos distintos e é convergente, o limite é ponto
de acumulacao do conjunto dos termos da sucessao. E nao pode
haver outro, pois que se houvesse podia extrair-se da sucessao uma
subsucessao convergente para ele, que teria, portanto, limite dis-
tinto do da sucessao, o que nao é possivel nos termos da Proposi¢ao
1.11. |

Observagao. Da proposicao anterior decorre que o limite de uma
sucessao convergente ou ¢ ponto de acumulacao do conjunto dos seus

termos ou termo indefinidamente repetido na sucessao.

1.4.2 Sucessoes de Cauchy. Espacos completos

Definigao 1.21 (Sucessao de Cauchy).

Uma sucessio (x,) de pontos de um espa¢o métrico
(E,d) diz-se uma sucessio de Cauchy se a todo o € > 0
corresponde um nimero natural ng tal que d(x,, x,) < €
sempre que p,q > Ng.
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Portanto, toda a sucessao convergente é sucessao de Cauchy.
De facto, se (z,) converge para x, entdao para todo o € > 0 existe

um natural ng tal que para n > ng é

€
d(xp,,x) < 3

Para quaisquer p,q > ny tem-se portanto

d(zp, xy) < d(zp,x) +d(z,24) <€

0 que mostra que a sucessao é, de facto, uma sucessao de Cauchy.

O reciproco, porém, é falso, isto é, nem todas as sucessoes de

Cauchy sao convergentes. Por exemplo, no subespaco A =0, 1]

da recta real a sucessao de termo geral xz, = — ¢é sucessao de

~ ., ~ n
Cauchy mas nao é convergente ja que 0 nao pertence a A.

Como é evidente:

Proposicao 1.15. Toda a subsucessao de uma sucessao de Cauchy

€ também uma sucessao de Cauchy.

Proposicao 1.16. Toda a sucessao de Cauchy € limitada.

Se (z,,) é sucessao de Cauchy, para cada € > 0 existe um ng tal que
d(z,,x,) < € para quaisquer p,q > ng. Entao, fixado um ¢ > ny,
todos os termos da sucessao ficarao contidos na bola fechada com
centro em xz, e raio r = max{d(zo, z,), d(z1,2,), ..., d(Tn, x,), €}
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Proposicao 1.17. E convergente toda a sucessao de Cauchy que

tenha uma subsucessao convergente.

Demonstragao. Sejam (z,) uma sucessao de Cauchy do espago
métrico (£, d) e (z,,) uma sua subsucessdo para o ponto x € E.
Como a subsucessao converge para x, dado € > 0 existe n(, tal que

para ny > ng é

€

Mas como a sucessao dada é sucessao de Cauchy, ao mesmo € es-
colhido corresponde um ny tal que é

d(zy, xy) <

NN e

sempre que p,q > ng. Entdo, se for ng = max{ny,ng}, para n > ng
e ng > ng tem-se

d(xN7x) S d(l‘n,xnk) + d(mnk,m) < % + g =€,

o que significa que a sucessao (x,) converge também para x. B

Defini¢ao 1.22 (Espago completo).

Um espago métrico (E,d) diz-se um espag¢o métrico
completo quando toda a sucessao de Cauchy de pontos
de E/ € convergente em E.

Das proposigoes 1.12, 1.6 e 1.14 resulta que num espago métrico £

hé identidade entre os subconjuntos fechados de E e os subespacos
completos de E.
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Teorema 1.1. A recta real R € um espaco métrico completo.

Demonstragao. Seja z, uma sucessao de Cauchy de nimeros

reais e A o conjunto definido pela forma:

A={a€eR:a <z, paraum nimero infinito de naturais n}.

Como toda a sucessao de Cauchy é limitada, o conjunto A é limitado
superiormente e, portanto, admite supremo. Seja x = sup A. Como
(x,,) é sucessao de Cauchy, para qualquer € > 0 existe um natural
ng tal que para p,q > ng é

d(@p, zq) <
Para o mesmo € tem-se entao, de acordo com a defini¢cao de supremo,

que

:c—%GA mas :c—l—%gZA,

o que significa que ha uma infinidade de naturais n para os quais
€ €

x— 5 < x, e apenas um numero finito para os quais = + 5 < .

Pode portanto determinar-se um natural ¢ > ng tal que seja

e por consequéncia
Entao para p > ng tem-se
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|$p_x|:|(xp_xq)+(xq_$>|§|$p_xq|+’$q_x|<€

0 que prova que a sucessao (x,) converge para x. Portanto em R
toda a sucessao de Cauchy é convergente e, por consequéncia, R é
completo. W

A importancia dos espacos completos assenta no facto de que neles,
para se provar que uma sucessao é convergente, basta provar que
ela é sucessao de Cauchy (ou, como se costuma dizer, que verifica
o Critério de Cauchy) sem necessidade de se determinar o seu

limite.
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1.5 Exercicios

1. Deduza a desigualdade de Cauchy

n 2 n n
k=1

k=1 k=1

2. Deduza a desigualdade de Minkowski

n

Z(ak—i-bk)Q < Zn:az—i- Zn:bz
k=1 k=1

k=1

3. Seja Cla,b] o conjunto de todas as fungoes reais continuas no
intervalo [a,b]. Prove que d(f,g) = sup,epay |f(z) —g(x)| é
métrica nesse conjunto.

4. Seja C|0, 1] o conjunto das fungoes reais continuas no intervalo
1
[0,1]. Prove que d(f,g)= / |f(z)—g(z)|dx é métrica nesse
0
conjunto.

5. Dados os conjuntos A = [0,1] e B =|1,2] de R, determine a

distancia entre esses conjuntos quando R estd munido:

(a) Da métrica usual d(z,y) = |z — y|;

(b) Da métrica discreta.

6. Seja (F,d) um espago discreto e A um subconjunto nao vazio
de E. Determine a distancia de um ponto qualquer z de F
ao conjunto A.

7. Determine os pontos interiores, os pontos exteriores e 0s pon-

tos fronteiros do conjunto dos irracionais do intervalo |1, 5][.

8. Prove que o interior de um subconjunto aberto A é o maior
conjunto aberto contido em A.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Prove que se A C B também int(A) C int(B).

Determine o interior, o exterior e a fronteira dos seguintes

conjuntos:
(a) O intervalo I = [a,b] de R;
(b) O conjunto Q dos racionais.
Prove que R — A = int(R — A).
Determine o derivado dos seguintes subconjuntos de R:

(a) 10, 1J;
(b) Conjunto Z dos inteiros.

Determine o fecho ou aderéncia dos seguintes subconjuntos
da recta real

(a) Q;
(b) 10, +o0];
() ]— 1,0[U]0, 1].

Sejam (z,,) e (yn) sucessoes do espago métrico (E,d) conver-
gentes para x e y respectivamente. Prove que

d(Tn, yn) — d(,y).

Prove que qualquer aplicacao dum espaco discreto noutro

espaco métrico é continua.

Prove que a uniao de um conjunto finito de subconjuntos com-
pactos de um espaco métrico é compacta.

Prove que uma aplicacdo f de um espago métrico (E,d)
noutro espaco métrico (F,dy) é continua se e s6 se a imagem
inversa por f de qualquer fechado de F' é um fechado de FE.
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18.

19.

20.

Prove que a aplicacao identidade ¢ : * — x de um espaco
métrico (E, d) sobre si mesmo é continua.

Prove que um subconjunto A da recta real R é conexo se e
s6 se contém qualquer niimero real ¢ compreendido entre dois
quaisquer dos seus elementos, isto é: sea € A, be A, ceR
ea<c<bentao c € A.

Mostre que se todo o subconjunto infinito dum conjunto A
tem pelo menos um ponto de acumulacao em A, entao A é

fechado e limitado.
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Capitulo 2

Espacos vectoriais
normados

2.1 Espacos vectoriais

2.1.1 Definicao de espaco vectorial

Definicao 2.1.

Dados um conjunto E de elementos u, v, z,... quais-
quer e um corpo comutativo K de elementos o, f3,. ..
diz-se que o conjunto E € um espaco vectorial sobre o
corpo K, quando se verificam as sequintes condigoes:

(i) Estd definida em E uma adi¢ao que a cada par
(u,v) de elementos de E faz corresponder um e
um so elemento de E, que se chama soma de u
com v e se representa por u+ v, de tal modo que a
operacao assim definida confere a E estrutura de

grupo comutativo;

(i1) A cada par (o, u), formado por um elemento o de
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2.1. Espacos vectoriais

K e um elemento u de E, corresponde um determi-
nado elemento de E, que se chama produto escalar
de a por u e se representa por au, de tal modo que

para quaisquer u,v € K e o, 3 € K:
1. (a+ f)u = au+ fu

(distributividade para os elementos dos corpos
K).
2. a(u+v) =au+ av
(distributividade para os elementos de E).
5. a(Bu) = (aB)u
(Associatividade)

4. 1-u=u.

Nestas condicoes os elementos de E chamam-se vectores e os de
K escalares.

Nas aplicacoes a Analise s6 interessa, geralmente, o caso em que
K é o corpo R ou o corpo complexo C. No primeiro caso diz-se que
E é um espaco vectorial real e, no segundo caso, um espago
vectorial complexo . S6 destes dois casos se tratard em tudo o

que se segue, salvo indicagao expressa em contrario.

Exemplo 2.1. A recta real R, com a adicao e multiplicagao usuais
de niimeros reais é um espago vectorial sobre si mesmo. Na real-

idade é mais do que isso visto ser um corpo. <«

Exemplo 2.2. Seja E o conjunto dos polinémios P(z) com coe-
ficientes reais definidos no intervalo [0, 1], incluindo os polinémios
de grau zero e o polinémio identicamente nulo. Com as operagoes
usuais de adi¢ao de polinémios e de multiplicacao de um polinémio

por um numero real, £ é um espago vectorial real. «

38



Capitulo 2. Espacos vectoriais normados

Exemplo 2.3. Se em R? se definir soma de dois elementos
x = (71,22) e y = (y1,%2) como sendo o elemento de R?

r+y=(r1+y1,22+y2)
e produto de um ntmero real A por z como sendo o elemento de R?
Ar = (A\x1, Axo)

é facil verificar que as operacoes assim definidas conferem a R? es-
trutura de espago vectorial real (se A € C o espago serd um espago
vectorial complexo). <«

Exemplo 2.4. Designando por R*® o conjunto de todas as sucessoes
de ntimeros reais

(.CCl,.TQ,...,.ﬁEn,...)

e definindo neste conjunto, de forma analoga a do exemplo anterior,
operacoes de adicao e de multiplicacao por escalar, o conjunto R

converte-se num espaco vectorial real. <

Exemplo 2.5. Dado um intervalo I qualquer de R, seja F (I,R) o
conjunto de todas as funcoes reais definidas em I. Definindo soma
f + g de duas funcgoes f,g € F (I,R) e produto Af de um nimero
A € R por uma fungao f € F (I,R) pela forma usual, isto é

(f+9)(x) = [fle)+glx), Veel

(A)(z) = Af(x), Voel
facilmente se reconhece que f (I,R) é um espaco vectorial real. <
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2.1. Espacos vectoriais

Exemplo 2.6. De forma andloga sao espacos vectoriais reais os
conjuntos R(X,R) das fungoes reais limitadas definidas num con-

junto X e o conjunto Cfa, b] das fungoes reais continuas num inter-
valo [a,b] de R. <

Nesta ordem de ideias, pode-se chamar vector a cada funcao f e
coordenadas ou componentes do vector f aos valores f(z) que

f toma nos diferentes pontos x do seu dominio.

2.1.2 Independéncia linear

Se {x1,%3,...,x,} é um subconjunto finito de vectores do espaco
vectorial E sobre o corpo K, chama-se combinacao linear desse
vector a qualquer vector da forma

T =N+ XoTo + -+ Ay,

em que Ay, A\1,..., A\, sao escalares pertencentes ao corpo K que se

denominam coeficientes da combinacao.

Um conjunto de vectores {1, xs, . . ., Z, } diz-se linearmente inde-
pendente se qualquer combinacao linear de coeficientes nao todos
nulos é diferente de zero, isto €, se qualquer relacao da forma

Mz + Aoxo+ -+ Az, =0
implica

)\1:)\2::>\n20

Se assim nao acontecer, diz-se que os vectores sao linearmente de-
pendentes sobre K (ou que formam um sistema ligado). Significa
isso que hé pelo menos uma combinacao linear desses vectores, de
coeficientes nao todos nulos, que é nula.
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Capitulo 2. Espacos vectoriais normados

2.1.3 Subespacos vectoriais

Chama-se subespago dum espago vectorial F a qualquer subcon-
junto nao vazio E’ de E que seja ele préprio um espaco vectorial
relativamente as operacoes definidas sobre F.

Como é evidente, um subconjunto nao vazio £’ de um espago vec-
torial £ é um subespacgo vectorial de E se e s se for fechado em
relagao a adicao e a multiplicacao escalar, isto é, se contém qual-
quer combinagao linear dos seus vectores: \ix + Ay € E' sempre
que z,y € E' e A\, s € K.

Se o subespaco E’ for um subconjunto préprio do espaco E diz-
se que E' é um subespacgo préprio de E. O espaco inteiro E
e o subconjunto {0} constituido pelo vector nulo sdo sempre sub-
espacos de F, denominados subespacgos improprios.

Como resulta da prépria definicao, se S for um subconjunto nao
vazio do espacgo vectorial F, o conjunto de todas as combinacoes
lineares dos vectores de S é um subconjunto de F, que contém S e
se diz gerado por S.

Os vectores de S denominam-se entao os geradores do subespago e
este representa-se por {S}.

2.1.4 Base e dimensao dum espaco vectorial

Chama-se base dum espaco vectorial E¥ a qualquer conjunto B de
vectores linearmente independentes de F que gera F, isto é, tal que
E ={B}.
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Assim, um subconjunto B = {zy,2,...,2,} dum espago vecto-
rial £ é uma base de E se e s6 se qualquer vector x € E se pode
exprimir de um sé modo como combinacao linear dos z; e estes sao

linearmente independentes.
O nuimero de vectores de uma base pode ser finito ou infinito.

Se um espaco vectorial £ admite, pelo menos, um sistema finito
de geradores linearmente independentes, tal sistema constitui uma
base finita do espago E.

Os vectores que constituem uma base representam-se, geralmente,

pela letra e afectada de indices: e;.

Como facilmente se pode comprovar, se um espaco F tem uma
base finita B = {ej,eq,...,e,} com n elementos, entao qualquer

outra base de F tem o mesmo numero de n elementos.

Ao numero de vectores de qualquer base do espaco vectorial E
chama-se a dimensao desse espago.

Se um espago E admite uma base constituida por n vectores entao
diz-se que F é um espago de dimensao finita n e escreve-se
dim(E) = n. Caso contrario, o espago diz-se de dimensao in-
finita.

Da definicao resulta que num espaco de dimensao n qualquer sis-
temas de n + 1 vectores é necessariamente dependente e s6 existem

sistemas linearmente independentes de k vectores se for k£ < n.

Claro que qualquer subespaco W dum espago E de dimensao n
tem dimensao nao superior a n, isto é, dim(W) < n.

Se, em particular, for dim (W) = n entao necessariamente W = E.
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2.1.5 Isomorfismos

Dois espagos vectoriais E e F' sobre o mesmo corpo K dizem-se
isomorfos se existe uma bijeccao f de F sobre F que respeite as
operacoes desses espacos, isto é, tal que:

flz+y) = fl@)+ fly)
fQz) = Af(2).

2.1.6 Conjuntos convexos. Fungoes convexas

Se E é um espaco vectorial real e x e y sao dois pontos de E, chama-
se segmento fechado com extremidades nesses pontos, e representa-
se por [z, y], ao conjunto dos pontos p de F tais que

p=Xx+(1-XNy, 0<A<L

De forma andloga se define segmento aberto |z, y| de extremidades
x ey, tomando 0 < A < 1.

Definicao 2.2 (Conjunto denso).

Um subconjunto A dum espaco métrico vectorial E diz-
se conjunto convexo se contém o segmento fechado que

liga dois quaisquer dos seus pontos.

Portanto o subconjunto A de E é convexo se e sO se, sempre que
z,y € A, também o segmento [x,y] estd contido em A.
Como ¢ evidente, se F for convexo todo o subespaco vectorial de
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¢é convexo e em R os tnicos subconjuntos convexos nao vazios sao

os intervalos.

Um conjunto convexo A diz-se um cone convexo se, para todo
ox de Aetodo A >0, também Az € A.

Se A; e As sdo conjuntos convexos e x e y sao pontos comuns a
ambos, entao o segmento que liga x e y estd necessariamente con-
tido tanto em A; como em As.

Portanto, a interseccao de conjuntos convexos é um con-

junto convexo (a uniao em geral nao é.)

Definicao 2.3.

Seja A um subconjunto convexo do espago vectorial real
E. Uma fungio f : A — R diz-se convexa se para
quaisquer pontos r,y € A e0 <A <1 €

fOz+ (1 =Ny) < Af(@)+ (1= N)f(y).

A funcao é estritamente convexa se a desigualdade estrita se veri-
ficar para = # y. A fungao f(x) diz-se concava (ou estritamente

concava) quando (—f(z)) é convexa (resp. estritamente convexa).

Da definicao deduz-se sem dificuldade que a soma de funcoes con-
vexas ¢ uma funcdo convexa. Por outro lado, se ¢ > 0 e f(z) é
convexa, cf(z) é obviamente convexa. Portanto: qualquer com-
binacao linear de funcoes convexas com coeficientes nao-

negativos é também uma funcao convexa.
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Capitulo 2. Espacos vectoriais normados

2.1.7 Transformacoes lineares

Definigao 2.4 (Transformagao linear).

Sejam E e F dois espacos vectoriais sobre o mesmo
corpo K. Chama-se transformagao (ou aplicagdo) line-
ar de E em F a toda a aplicagao T : E — F' que satisfaz
as condigoes

T(x+y) = T(x)+T(y)
T(\x) = Ml(x)

para quaisquer x,y € E e A € K.

De acordo com a definicao, as transformacoes lineares sao, pois,
aplicacoes que respeitam as operagoes dos espacos vectoriais envol-
vidos. As duas condigoes da definicao podem, como é evidente,
substituir-se pela condi¢ao equivalente

Tz + Ay) = MT(x) + AT (y)

que é frequentemente utilizada para caracterizar as transformacoes

lineares. A sua aplicagao repetida conduz a relagao

T (i )\Z-:Ei) = i )\iT(ﬂfi)

que traduz a propriedade fundamental das transformacoes lineares.

Exemplo 2.7. Seja E o espago vectorial real dos polindmios P(x)
com coeficientes reais definidos em [0,1]. A aplicagdo D : £ — E

definida pela forma
_dP

D(P) =~
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é uma transformacao linear de E sobre si mesmo visto que

d dpP dQ
—(MP 4 X20) = A\ — + \p—2.
dm(1+2Q) 1dm+2d$ <

Exemplo 2.8. No espago vectorial real Cla,b] a aplicacdo
I : Cla,b] — R definida pela forma

I(f) = /bf(ff)dx

¢ uma transformacao linear de C[a, b] em R visto que

b b b
/[Alf(x) + Aag(z)]|de = Al/f(:z:)da: + Ay /g(m)dw. <

As transformacoes lineares, além de preservarem as operagoes, preser-

vam também a origem e os negativos pois que

Assim, numa transformagao linear 7' : ' — F' a imagem (ou trans-
formada) do vector zero de E é o vector zero de F' e a imagem (ou
transformada) do oposto dum vector de E é o oposto da imagem
desse vector em F'.
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Proposicao 2.1. Numa transformacao linear T : E — F, para se
obter a imagem de qualquer vector de E, basta conhecer as imagens

dos vectores de uma base de E.

Seja {e1,eq,...,e,} uma base do espago E. Entao, para qualquer
vector x € F existem escalares \; € K tais que

T =M€+ Aaes+ ...+ Aen.
Como T é uma transformacao linear tem-se
T(l’) = )\1T(61) + /\2T(€2) + ...+ )\nT<€n)

o que mostra que, de facto, para se obter a imagem de x € F basta
conhecer as imagens dos vectores de uma base de E. Quer dizer:
uma transformacao linear 7' : F — F fica completamente determi-

nada pela maneira como transforma uma base de E.

Seja J(F, F') o conjunto de todas as transformagoes lineares do
espaco vectorial F no espaco vectorial F', ambos sobre o mesmo

corpo K.

Sobre §(F, F') podem definir-se, de maneira natural, uma operagao
de adicao de duas transformacoes lineares e uma operacao de mul-
tiplicagao de uma transformacao linear por um escalar pondo para
quaisquer T, U € S(E, F) e X € K.

(T+U)(z) =T(x)+U(x)
(2.1)
(A\T)(z) = \T'(z).

Como ¢ facil de verificar, T'4+ U e AT sao também transformacoes
lineares de ' em F e as operacoes assim definidas conferem a
S(E, F) estrutura de espago vectorial sobre o corpo K. Portanto:
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Proposicao 2.2. As operacoes de adicao de transformacaoes line-
ares e de multiplicacdo de um escalar por uma transformacado linear
definidas pelas equagoes (2.1) conferem ao conjunto S(E,F) das
transformacoes lineares de E em F', ambos sobre o mesmo corpo
K, estrutura de espago vectorial sobre K.

Um caso particular importante é aquele em que F = K, isto é,
o caso das transformacoes lineares dum espago E no corpo K dos

escalares, as quais se designam formas lineares.

Definicao 2.5 (Forma linear).

Chama-se forma linear o toda a transformagao linear

de um espaco vectorial no corpo do seus escalares.

De acordo com a Proposigao 2.2 o conjunto S(FE, F') de todas as
formas lineares definidas sobre um espagco vectorial E é, ele préprio,
um espago vectorial, que se denomina espago dual de E e se repre-
senta por E*.

2.2 Espacos normados

2.2.1 Definicao

Definicao 2.6 (Norma).

Dado um espago vectorial E (real ou complexo), chama-
se norma em E a uma aplicacao, geralmente notada
x — ||z||, de E no conjunto R dos nimeros reais, que

verifica os sequintes ariomas:
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(i) |lx][ >0 sex#0; |[|0]] =0;
(i1) ||Az]| = |y| - ||=|| para todo o escalar \;

(i) |z +yl| < ||| + [yl

A cada vector x do espaco vectorial E fica, assim, associado um
nimero real ndo negativo, que se chama a norma de x e se repre-
senta por ||z||. A aplicacdo x — ||z|| pode também representar-se
abreviadamente por || - ||.

Um espago vectorial no qual esteja definida uma norma denomina-se
espaco vectorial normado ou simplesmente espago normado,
isto é:

Definigao 2.7 (Espacgo vectoria normado).

Chama-se espago vectorial normado ao par (E, ||-||)

constituido por um espago vectorial E e uma norma ||-||
definida sobre E.

Caso nao haja duvidas quanto a norma considerada, o espaco desi-
gna-se simplesmente por E.

Exemplo 2.9. Seja R(X,R) o espago vectorial das fungoes reais
limitadas definidas sobre X. Neste espaco a aplicacao definida pela
forma

11l = sup | f(x)]
zeX

¢ uma norma, que se denomina norma de convergéncia uni-
forme. «
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Exemplo 2.10. No espaco vectorial Ca, b] das fungdes reais continuas
no intervalo [a, b, além da norma do exemplo anterior, pode também

definir-se a norma

b
1] = / f(@)|dr.

Exemplo 2.11. O espago vectorial real R é naturalmente um
espaco normado no qual a norma de um numero x se define por
||| = |«]. <

Proposicao 2.3. Num espago vectorial normado (E, ||-||) a aplicag¢ao
d definida pela forma

d(z,y) = [l =yl

para quaisquer x,y € E, é uma métrica, denominada métrica in-

duzida pela norma.

Demonstracao. Com efeito, das propriedades que caracterizam
uma norma, resulta para a funcao d(z,y) = ||z — y||:

(a) d(z,y) = |lz—yll > Osex #y e d(z,z)+|lz—z|| = [|0]| = 0;
(b) d(z,y) = [lz = yll = [ly — «|| = d(y, v);
(¢) dz,2) = [lz =zl = |[(x —y) + (y = 2)[| <

<z =yl +ly = zl[ = d(z,y) + d(y, 2),

o que mostra que a aplicacao d : £ X F — R definida pela forma
d(x,y) = ||z — y|| satisfaz os axiomas de uma métrica em E.
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Por consequéncia: todo o espagco normado F se pode con-
verter num espago métrico desde que se defina a distancia
entre dois elementos (vectores) de E por meio da igualdade

d(z,y) = ||z —y||. B

Por este motivo, todo o espago normado sera doravante sempre
considerado um espago métrico, aplicando-se-lhe por consequéncia

toda a teoria exposta no Capitulo 1.

2.2.2 Espacgos de Banach

Num espago normado (£, || - ||) uma sucessao (z,) de elementos de
E diz-se sucessao de Cauchy se a todo o € > 0 corresponde um
natural ng(€) tal que para quaisquer p,q > ng é

d(xp, xq) = [|p — || <€

Tal como se viu no nimero 1.4.2 do Capitulo 1, toda a sucessao
convergente num espaco normado E é uma sucessao de Cauchy,

mas o reciproco é, em geral, inexacto.
Se, porém, acontecer que num dado espaco normado FE toda a

sucessao de Cauchy seja convergente, o espaco E diz-se entao um
espago de Banach.

Defini¢ao 2.8 (Espago de Banach).

Chama-se espaco de Banach a todo o espaco normado

que € completo.
Assim, R é um espaco de Banach; Q, porém, nao é.
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2.2. Espacos normados

2.2.3 Normas equivalentes
Definigao 2.9 (Normas equivalentes).

Duas normas x — ||z||y e z — ||x||2 sobre um espago
vectorial E dizem-se equivalentes quando existem nimeros

reais positivos h e k tais que, para qualquer x € F, seja

lzlls < Alfalla e [lzlla < Kzl

O interesse da nogao de norma equivalente reside no facto de que
certas propriedades dum espaco normado nao se alteram quando se

substitui a norma utilizada por outra equivalente.

As propriedades nessas condigoes, isto é, que nao se alteram quando
se substitui uma norma por outra que lhe seja equivalente, chamam-
se propriedades topoldgicas dum espaco normado. No caso de
espacos vectoriais de dimensao finita pode-se demonstrar a seguinte
proposic¢ao:

Proposicao 2.4. Num espago vectorial de dimensdo finita todas

as normas sao equivalentes.

2.2.4 Produto interno

E muitas vezes desejavel introduzir num espago vectorial uma outra

operacao, denominada produto interno, definida do seguinte modo:

Definigao 2.10 (Produto interno).

Dado um espaco vectorial E, chama-se produto interno

sobre B a uma aplicacao de E X E em R que a cada par
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Capitulo 2. Espacos vectoriais normados

de vectores x e y de E associa um numero real, geral-

mente notado x -y e que satisfaz os sequintes axiomas:

(i) Positividade: x -x >0, excepto se x = 0;
(i1) Simetria: ©-y =1y -z,

(i1i) Linearidade: (ax + By) -z =a(x-2)+ By - 2),
Vo, € K.

Como sem dificuldade se pode verificar, num espago com produto
interno a aplicagao que a cada vector x faz corresponder o niimero

real nao negativo y/x - x define uma norma. Pondo

lz]] = V-

o espago vectorial converte-se entao num espag¢o normado com norma

induzida pelo produto interno .

Todo o espago com produto interno pode, portanto, considerar-se
um espago normado. O reciproco nao é, porém, verdadeiro, isto é,
num espago vectorial podem introduzir-se normas que nao resultam

de um produto interno.

Defini¢ao 2.11 (Espago de Hilbert).

Chama-se espaco de Hilbert a um espago com produto
terno que € completo, isto é, a um espaco de Banach
cuja norma € gerada por um produto interno.
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2.2. Espacos normados

2.2.5 Produtos de espacos normados

Sejam (Ey, || - |]1) e (F2,]| - ||2) dois espagos normados. No pro-
duto cartesiano £ = E; X Fy pode introduzir-se uma qualquer das

seguintes normas equivalentes:

(2, y)l| [zl + [lyll2

@l = Vll=lh)? + (lyll)?

(@)l = max({[z[]1, [[y]]2)

comzx € Fy, y € E.

Deste modo o produto cartesiano de dois espagos normados converte-
se num espago normado que se denomina espago produto. De
forma andaloga, se (Ey, || - ||:), ¢ = 1,2,...,n for uma familia finita
de espacos normados, no produto cartesiano £ = E; X Fr X...xX E,

podem definir-se as normas equivalentes

n

S (laall)?, el

=1

n
> llailli
i=1

emquer; € B,i=1,2,...,n.

No espaco produto resultante, os espacos Ei, Fs, ..., E, chamam-
se os espacgos coordenados e denomina-se projecgao do conjunto
produto E no espaco coordenado F; a aplicacao P; : E — E; tal que

Pi(x1, 29, ..., Tiy .. X)) = Xy
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Capitulo 2. Espacos vectoriais normados

Se os espagos coordenados forem espacos de Banach entao o espaco
produto é também de Banach. Para o provar considere-se, para
maior simplicidade, o caso do produto de dois espagos de Banach
E e Es.

Seja (Zn,yn) uma sucessdo de Cauchy de £ = E; x E; munido
de uma das normas atrds indicadas. Entao (z,) é uma sucessao de
Cauchy em E; e (y,) uma sucessao de Cauchy de Ey e, como estes
espagos sao completos, existem vectores x € E; e y € Fy tais que

Ty — T €Yy — Y.

Portanto, a sucessao (z,,vy,) — (x,y) o que significa que o pro-
duto cartesiano de dois espacos de Banach é um espaco de
Banach, conclusao que se estende a um numero finito de
espagos.

De forma andloga, verificam-se também nos produtos de espagos

normados, como espagos métricos que sao:

e 0 produto de espacos normados compactos € compacto;

e 0 produto de espacos normados coneros é conexo.
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2.3 Exercicios

1. Mostre que num espaco vectorial é linearmente dependente

qualquer sistema de vectores que:

(a) contenha dois vectores iguais;

(b) contenha o vector nulo.

2. Mostre que o espago vectorial Ca, b] das fungdes reais continuas
no intervalo [a, b] é um subespaco vectorial F [a,b] do espago
das fungdes reais definidas em |[a, b].

3. Mostre que a interseccao de um nimero finito de subespacos
dum espago vectorial £ é também um subespaco de E.

4. Mostre que no espago vectorial C|a, b] a aplica¢do de C' em R
definida pela forma

b 3
IUHz(/F@Mx

é uma norma (chamada norma da convergéncia em média
quadratica).

5. Mostre que em Cfa,b] a aplicacio de C' x C' em R definida
pela forma

b
frg= [ o)y
¢ um produto interno. Indique a norma por ele induzida.
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Capitulo 2. Espacos vectoriais normados

6. Mostre que a norma dum espaco normado F é uma aplicagao
continua de £ em R.

7. Mostre que R, munido da norma ||z|| = |z|, é um espago de
Banach.

8. Mostre que num espaco de Hilbert quaisquer vectores = e y
verificam as relagoes:

(a) |z -y| <||z||- |ly|]| (desigualdade de Cauchy-Schwarz);

(b) [l +ylI* + [lz = ylI* = 2[[x|* + 2]ly[|* (regra do para-
lelogramo).
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Capitulo 3

Espaco euclidiano R"

3.1 Espaco normado R"

Considere-se o conjunto R x R x ... x R = R" cujo elementos sao
os énuplos (z1,Ts,...,7,) de n nimeros reais segundo uma deter-

minada ordem.

Se neste conjunto se definirem adigao entre elementos do conjunto
e multiplicacao de um nimero real por um elemento do conjunto

pela forma,
(@1, ) + W Y) = (@Y T+ ),

Az, ,xn) = (Az1,...,AT,), AER,

as operacoes assim definidas conferem ao conjunto R™ estrutura
de espago vectorial real. Os niimeros reais sao os escalares desse
espago e os elementos (x1, ..., z,) os seus vectores, os quais se desi-
gnarao abreviadamente por z ou (z;).
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3.1. Espago normado R"

Se se considerarem os n vectores linearmente independentes

er = (1,0,...,0),
62:(0,1,...,0),

e, = (0,0,...,1),

verifica-se que qualquer vector (1, s, ..., x,) se exprime de forma

Unica como combinacao linear desses vectores:
T =161 + Tt + ...+ Tp€p.
Os vectores {eq, €9, . . ., €, } constituem portanto uma base do espaco

vectorial R™, que é assim um espaco de dimensao n. Tal espaco é

geralmente denominado espaco cartesiano n—dimensional.

No espaco cartesiano R™ pode agora definir-se uma nova operagao, o
chamado produto interno de dois vectores. Como ¢ facil de verificar,

a aplicagdo de R™ x R™ em R™ que a dois vectores x = (x1,...,2,) e
y = (y1,...,yn) de R™ associa o nimero real z-y [ou (z,y)] definido
pela forma

x-y=(z,y) :x1y1+...+xnyn:inyi
i=1

constitui um produto interno, que se denomina produto interno
natural ou euclidiano de R".
Se, sendo z # 0 ey # 0, é x-y = 0 os vectores x e y dizem-se

perpendiculares ou ortogonais.

Definido o produto interno euclidiano em R"™ pode a partir dele

definir-se uma norma.
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Capitulo 3. Espago euclidiano R"

De facto, tal como se referiu no pardgrafo 2.2.4 do Capitulo ante-
rior, a aplicacao que a cada vector x faz corresponder o niimero real
nao negativo \/z - r define uma norma em R", chamada a norma
euclidiana.

Pondo ||z|| = /x - = o espago cartesiano R"™ converte-se pois num
espago vectorial normado, que se denomina o espago euclidiano

n—dimensional e se designa também por R".

Tendo em atencao a definicao do produto interno euclidiano, a

norma euclidiana pode exprimir-se pela forma
z]| = /22 4+ ...+ a2.

Observagao. No espago cartesiano pode introduzir-se outras normas
distintas da euclidiana pela forma

|zl = fea] + .+ |2l

l|lzl]l2 = max(|z1] + ...+ |zn]).

Estas normas nao resultam todavia de um produto interno e por
isso 0 espago cartesiano munido de qualquer delas é um espaco nor-
mado mas nao espaco euclidiano.

Por outro, como se pode observar (vd. 2.2.5. do Capitulo ante-
rior), o espago euclidiano R™ ¢ afinal o espago produto de n espagos

normados todos iguais ao espago normado R.

Tal como acontece com qualquer espaco normado, o espago euclid-

iano R™ converte-se num espaco métrico quando nele se toma para
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3.1. Espago normado R"

métrica, ou funcao distancia , a métrica induzida pela norma, isto é,

quando se define distancia entre dois vectores por meio da igualdade

d(z,y) = [l = yl|

ou seja

d(z,y) = V(1 —y1)? + o+ (20— ya)*

A métrica assim definida denomina-se métrica euclidiana ou

métrica usual de R".

Uma vez que o espaco euclidiano R™ é simultaneamente um espaco
vectorial e um espaco métrico, os seus elementos podem denominar-
se indiferentemente pontos ou vectores desse espago. Em qual-
quer dos casos, por uma questao de maior simplicidade na escrita e
desde que isso nao dé lugar a duvidas os elementos representar-se-ao
por uma sé letra minuiscula do alfabeto latino, que serd encimado
por uma seta quando se utilizar a designagao “vector”.

Assim, se se utilizar a designagao “ponto”, o elemento (z1,...,z,)

de R"™ representar-se-a simplesmente por x, escrevendo-se

r=(21,...,2,)

T1y.o.y, Ty

denominam-se coordenadas do ponto.

4

Se (z1,...,x,) for considerado um “vector”, entao representar-se-a
— — ~
por ¥, escrevendo-se ¥ = (z1,...,%,) € Z1,...,T, SA0 agora as

componentes do vector.
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Capitulo 3. Espago euclidiano R"

3.2 Nocoes topolégicas em R”

Com base na métrica definida no espaco euclidiano podem agora
estender-se-lhe os conceitos anteriormente definidos para os espagos

métricos.

Sejam a = (ay,...,a,) um ponto de R” e r um ntimero real posi-
tivo, r > 0.

Chama-se bola aberta de centro em a e raio r ao conjunto dos
pontos de R” situados a uma distancia de a inferior a r, isto é, o

conjunto dos pontos z = (x1,...,z,) tais que ||z —al| <.

O conjunto dos pontos = para os quais ||z — a|]| < r chama-se a
bola fechada de centro a e raio 7.

No caso de R!, a bola aberta de centro a = (a) e raio r é o inter-
valo aberto com centro em a e comprimento 2r; em R? é o interior
do circulo com centro em a e raio r; em R? o interior da esfera
com centro em a e raio r; para n > 3 nao é possivel dar qual-
quer interpretacao geométrica e diz-se, geralmente, que se trata da

hiperesfera de centro a e raio r.

Além de bola definem-se também intervalos n—dimensionais. Assim,
se a = (ay,...,a,) € b = (by,...,b,) sdo dois pontos distintos de
R™ tais que a; < b; para i =1,2,...,n chama-se intervalo aberto
n—dimensional de extremidades a e b e representa-se por |a,b| ao
conjunto dos pontos (xi,...,z,) de R™ tais que é a; < z; < b,

1=1,2,...,n.
Tal conjunto pode considerar-se como o “produto cartesiano”
]CL, b[:]al, bl[X]CLQ, bQ[X R X]an, bn[
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3.2. Nocoes topologicas em R”

Se for a; < x; < b; para todo o i, obtém-se o intervalo n—dimensional
fechado [a, b] produto de n intervalos fechados da recta real.

Das definicoes anteriores resulta que toda a bola com centro num
dado ponto contém um intervalo que contém esse ponto e recipro-

camente.

Um subconjunto A de R™ diz-se conjunto aberto se qualquer
seu ponto é centro de uma bola aberta inteiramente contida em A.
Como logo se reconhece toda a bola aberta é um conjunto aberto e
tanto o conjunto vazio como o préprio R™ sao abertos. Os abertos
de R"™ satisfazem as propriedades da Proposicao 1.2 do Capitulo 1

e definem, portanto, uma topologia em R".

Um subconjunto A de R" diz-se fechado se o seu complementar é
aberto. O conjunto vazio e R" sdo pois dois fechados (e simulta-

neamente abertos como se viu anteriormente).

Um subconjunto A de R™ diz-se limitado se existe uma bola (ou

um intervalo) que o contém.

Chama-se vizinhanga de um ponto a = (a4, ...,a,) de R" a qual-
quer conjunto aberto que o contenha. Assim, qualquer bola aberta
que contenha a é uma vizinhanca de a. Em geral sao vizinhangas
deste tipo que utilizam e, em particular, a chamada vizinhanca de
raio € > 0 do ponto a que é a bola aberta com centro a e raio e,

isto é, o conjunto dos pontos z = (x1, T, ..., T,) tais que
(1 —a1)® + (20 —ap)® + ...+ (zp — an)* < €.

Tal vizinhanca sera designada por V(a, €).

Se da vizinhanca se excluir o ponto a, entao a vizinhanca denomina-

se vizinhanca reduzida de a de raio € e escreve-se V'(a, €).
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Capitulo 3. Espago euclidiano R"

Como toda a bola aberta com centro em a contém um intervalo
aberto que contém a, e reciprocamente, em vez de bolas abertas
podem tomar-se para vizinhancas dum ponto quaisquer interva-
los abertos que o contenham. Assim, por exemplo, o intervalo

la — €, a + €[ constituido pelos pontos (z1,...,x,) tais que

’131—a1| <€

|zg — ag| < €

(3.1)
|z, —an] <€
é uma vizinhanca de a = (aq, as, . .., a,) que contém a bola aberta
V(a,e).
Sejam A um subconjunto de R™ e a = (ay,as,...,a,) um ponto

qualquer de R". O ponto a diz-se:

Ponto interior a A quando existe uma vizinhanca de a inteira-

mente contida em A;
Ponto exterior a A se ¢é interior ao complementar de A;
Ponto fronteiro a A quando nao ¢ interior nem exterior a A;

Ponto aderente a A se nao é exterior a A, isto é, quando é interior

ou fronteiro a A;

Ponto de acumulagao de A se qualquer vizinhanca de a contém
uma infinidade de pontos de A distintos do préprio a.

O conjunto de todos os pontos interiores de A forma o interior de
A, designado por int(A); o conjunto de pontos exteriores a A con-
stitui o seu exterior, designado por ext(A); o conjunto dos pontos
fronteirigos é a fronteira de A, designada por front(A); o con-
junto dos pontos aderentes a A chama-se fecho ou aderéncia de
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3.2. Nocoes topologicas em R”

A, representa-se por A; o conjunto dos pontos de acumulacdo de A
chama-se o derivado de A e representada por A'.

Como esta bem de ver, em R"” todos os pontos sao interiores e

nao ha pontos exteriores nem pontos fronteiros, isto é:

int(R") =R", ext(R")=0 e front(R")={0.
No caso do conjunto vazio, int(0) = 0, ext(0) = R™ e front(d) = 0.

Das defini¢oes anteriores decorre que:

(i) o fecho ou aderéncia de um conjunto A é o conjunto
A=AUA,;

(ii) um conjunto A é fechado se e sé se coincide com o seu fecho,

A = A, isto é, contém todos os seus pontos de acumulacao;

(iii) um subconjunto A é aberto se e sé se coincide com o seu
interior: A = int(A).

Um subconjunto A de R™ diz-se compacto se de qualquer sua
cobertura aberta se pode extrair uma subcobertura finita. Tal como
na recta real, em R", produto de n espacos idénticos a R, todo o
intervalo fechado I = [a,b] é compacto, visto ser o produto de n
intervalos fechados e portanto compactos de R. Por outro lado, em
R™ toda a sucessao (I,,) de intervalos e encaixados

LDOLD...DI[, D111 D ...

tem interseccao nao vazia:
[e.e]
(L # 0.
i=1
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Teorema 3.1 (Teorema de Bolzano — Weierstrass). Todo o
conjunto infinito e limitado de R™ tem pelo menos um ponto de

acumulacao.

Demonstracao. Seja A um conjunto infinito e limitado. Como
A é limitado, existe um intervalo fechado I tal que A C I. Mas
como [ é completo entao A é um subconjunto infinito dum conjunto
compacto e, portanto, tem pelo menos um ponto de acumulagao,

como se pretendia provar. H

Teorema 3.2 (Heine — Borel). Todo o subconjunto fechado e
limitado de R™ é compacto.

Demonstracao. Seja A um conjunto nessas condigoes. Como
A é limitado, existe um intervalo fechado I que o contém, A C I.
Entao A é um subconjunto fechado dum conjunto compacto e por-
tanto é compacto. W

Por outro lado, facilmente se pode provar que:

Proposicao 3.1. Se um subconjunto A de R"™ tem alguma das pro-

priedades sequintes tem também as outras duas:

(a) A € fechado e limitado;
(b) A € compacto;

(c) Todo o subconjunto infinito de A tem um ponto de acumulagdo
em A.

Note-se que (b) e (c) sdo equivalentes em qualquer espago métrico
mas (a) em geral nao implica (b) e (¢), embora em R™ isso aconteca.

67



3.2. Nocoes topologicas em R”

Um subconjunto A de R™ é convexo se nao existe nenhuma particao
de A em duas partes fechadas (ou abertas) nao vazias.

Por outro lado, um subconjunto A de R™ diz-se conexo por arcos
se dois quaisquer dos seus pontos podem ser ligados por um arco
ou caminho inteiramente contido em A. Todo o conjunto conexo

por arcos é conexo.

Como em R os conexos sao o préprio R e os intervalos, segue-se
)
que R” e os intervalos de R™ s@o conexos (Capitulo 2 — 2.5).

Em R” toda a sucessao de Cauchy é convergente. Portanto R™:

(a) Como espago métrico é um espago completo;
(b) Como espago normado é um espago de Banach;

(¢) Como espago com produto interno é um espago de Hilbert.

Chama-se dominio a todo o subconjunto aberto, nao vazio e conexo
de R™.

Um dominio D diz-se simplesmente conexo se todo o ponto in-
terior a qualquer contorno fechado inteiramente contido em D per-
tence também a D. Caso contréario diz-se multiplamente conexo.
Assim, por exemplo, em R? o conjunto dos pontos (z,y) que verifica
a condicao 2% + y? < 1 é um dominio simplesmente conexo, mas o
conjunto dos pontos que satisfazem simultaneamente as condigoes
22 +y? > 1e 2%+ 9% <4 éum dominio duplamente conexo.
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3.3 Exercicios

— — —
1. Mostre que os vectores ¢ = (1,0,0), 7 = (0,1,0) e k =
(0,0,1) constituem uma base do espago R3.

2. Prove que em R™ toda bola com centro num dado ponto

contém um intervalo que contém esse ponto e reciprocamente.

3. Represente graficamente as bolas fechadas de R? com centro
no mesmo ponto a e com o mesmo raio r > 0 originados por

cada uma das trés normas indicadas no pardgrafo 3.1.

4. Mostre que se x e y sao dois vectores ortogonais de R™ entao
verificam a relagdo ||z + y|[> = [[z[|* + [[y[[* (Teorema de
Pitdgoras).

5. Mostre que se x e y sao dois vectores nao nulos de R™ existe
um angulo € compreendido entre 0 e 7 tal que

ry

cosf) = ——2——.
][ - [yl

6. Mostre que toda a bola de R™ é um conjunto: (a) convexo;
(b) conexo.

7. Seja A um subconjunto de R™. Mostre que se qualquer sub-
conjunto infinito de A tem um ponto de acumulagao em A

é:
(a) fechado e limitado;

(b) (b) compacto.
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Capitulo 4

Funcoes reais de n variaveis

reails

4.1 Funcoes de varias variaveis

Chama-se funcao real de n varidaveis a toda a aplicacao f de um
conjunto D de R"™ em R

f:DCR"—R.

O conjunto D é o dominio ou campo de existéncia da funcao.
Se x = (x1, 2, ...,x,) for um ponto genérico do dominio da fungao
escreve-se

y:f('rlvx%"wmn) ou y:f(x)
e diz-se que y (varidvel real) é fungao do ponto z ou das n varidveis

reais xq, o, ..., Ty.

A zq,...,z, chamam-se variaveis independentes ou argumen-

tos e a y variavel dependente ou fungao.
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Ao conjunto dos valores de y obtidos quando = percorre o dominio
da funcao, chama-se contradominio da funcao.

Uma funcao fica definida quando é dado o seu dominio e indicada
a lei que faz corresponder a cada ponto do dominio um valor y
do contradominio. Em geral essa lei ¢ dada por uma expressao
analitica, mas pode também ser dada de outro modo como, por
exemplo, por uma tabela, uma relagao de natureza fisica ou de na-

tureza geométrica.

A mesma funcao pode, por vezes, ser definida por expressoes analiticas
diferentes, como é, por exemplo, o caso das expressoes

flz,y) = (z+4y)
g(z,y) = o°+2zy+y°

que definem a mesma funcao.

Por outro lado, uma mesma funcao pode ser definida por expressoes
analiticas distintas em diferentes partes do seu dominio, como é, por
exemplo, o caso da funcao

rT+y se r<y

fla,y) = 1 se z=y
T—1Y se T >q.

Por vezes, define-se uma funcao apenas pela sua expressao analitica
sem se indicar o seu dominio. Subentende-se, entao, que o dominio
¢ o conjunto dos pontos para os quais sao possiveis, no campo real,

as operagoes indicadas na expressao analitica.
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Exemplo 4.1. O dominio da funcao z = ++/1—22—9y2 é o
conjunto dos pontos (x,y) de R? tais que:

1—2>—4*>0 ou 2°+¢y* <1

Trata-se pois, do circulo com centro na origem e raio igual a 1
(Figura 4.1). <

Figura 4.1: Dominio da funcao z = ++/1 — 22 — ¢?

Exemplo 4.2. O dominio da fun¢do z = In(z +y) é o conjunto

dos pontos (z,y) tais que: x +y >0 ou y > —x. E, portanto, o
semi-plano situado para a direita da recta y = —z (com exclusao

da recta) (Figura 4.2). <
7

<

Figura 4.2: Dominio da fungao z = In(z + y)
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4.2 Grafico duma funcao

Dada a fungao f : D C R™ — R, chama-se gréafico da fun¢ao ao con-
junto dos pontos (z1, 3, ..., %,,y) de R*" com (zy,xs,...,2,) €

D.

Se n = 1, o grafico é um conjunto de pontos de R? que, uma vez
fixado um referencial cartesiano, pode ser visualizado geometrica-
mente por uma curva do plano. Se n = 2, o grafico ¢ um conjunto
de R? que se pode também, instituido um referencial cartesiano,
visualizar geometricamente por uma superficie do espaco a trés di-
mensoes. Se, porém, for n > 2, nao é possivel obter qualquer
visualizacao geométrica, dado o caracter tridimensional do espaco

ordinério.

4.3 Funcoes implicitas e funcoes multi-

vocas

Embora seja satisfeita por certos pares (x,y) de nimeros reais, a
equacao z2 + y? = 1 nao representa uma funcao, visto que, se  for
varidvel independente, entao a cada x tal que |z| < 1 corresponde-
riam dois valores de y o que contradiz a definicao. O que acontece
é que na equacao dada estao implicitamente definidas, nao uma

funcao, mas varias, nomeadamente
y=flz)=+vli-a* (jz[]<1)

ou

y=9(x)=—V1-a? (Jz[ <1)
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ou
+V1—-22 0<z<1
y=h(z)=
—V1—-22, —1<x<0.
De forma andloga, a formula y = arcsen z, —1 < z < 1 nao

define uma funcao, visto que, para cada valor de x, ha uma in-
finidade de angulos cujo seno é x. Neste caso, diz-se que a férmula
define uma funcao multivoca .

4.4 Limites

4.4.1 Definicao de limite

Definicao 4.1.

Seja f(z) = f(x1,...,2,) uma func¢ao de dominio D
definida em todos os pontos duma vizinhanc¢a do ponto
a = (ay,...,a,) excepto, possivelmente, no proprio ponto
a. Diz-se que f(x) tende para o limite € ao tender x para
a, quando a todo o € > 0 corresponde um 6 = 6(€) > 0
tal que seja | f(x) — €] < € para todos os x € D tais que
0<||lz—al|l <o.

A definicao dada equivale a afirmar que, para toda a sucessao de
pontos de D convergente para a, a correspondente sucessao dos va-
lores da funcao nesses pontos converge para o nimero .
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Se a defini¢ao é satisfeita escreve-se lim f(x) = ¢ ou
r—a

Jim flzy, ... x,) = L.
TnSan

A defini¢ao pode traduzir-se em termos de vizinhancas dizendo que
a toda a vizinhanga V(¢ ¢€) de ¢ corresponde uma vizinhanga re-
duzida V'(a,d) de a tal que, quando x percorre V'(a,d) segundo
pontos do dominio D da funcao, os correspondentes valores da

funcao estao contidos na vizinhanga V' (¢, €), isto é

re€V'(a,0)ND = f(x) € V(Le).

Como a proépria definigao o indica, nao é necessario que o ponto
a pertenca ao dominio da funcao; basta que seja um seu ponto de
acumulagao.

Essencial sim é que a desigualdade |f(z) — ¢] < e se verifique sem-
pre, seja qual for o modo como x tende para a dentro do dominio
da funcao.

Como ¢ evidente, o ponto = pode tender para a ao longo de uma
curva e na vizinhanca hé uma infinidade de curvas que conduzem
de x a a. Ora, para que o limite exista, é necessario que, qual-
quer que seja o percurso seguido, o valor final obtido seja sempre o
mesmo. Se, variando o caminho seguido, se obtém valores distintos,

a funcao nao tem limite.

Exemplo 4.3. A funcio f(z,y) = m;
rTy

na origem. Com efeito, se (z,y) tender para (0,0) ao longo do eixo

(x # —y) nao tem limite

das abcissas é
) .
g/ 0y =l =1
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mas, se (z,y) — (0,0) ao longo do eixo das ordenadas, tem-se

. —
lim £(0,y) = lim — = —1.
lim £(0,y) = lim ”

Como estes limites sao distintos, a fungao nao tem limite quando
(x,y) tende para (0,0). -

Exemplo 4.4. Seja a fungdo f(z,y) = cujo dominio é

x? 412
todo o plano excepto o ponto (0,0) e verifiquemos se a fungao tem
limite na origem. Se (z,y) — (0,0) ao longo do eixo das abcissas
tem-se lirr(l) f(z,0) =0; se (z,y) — (0,0) ao longo do eixo das orde-

nadas tem-se hH(l) f(0,y) =0.
y—>

Os limites calculados ao longo dos eixos coordenados sao iguais,
mais isso nao permite, todavia, concluir que a funcao tem limite na
origem, pois hd uma infinidade de outras formas de (z,y) convergir
para a origem. Se, por exemplo, a convergéncia se fizer da recta
Yy = mx, tem-se

m
I =
lim f (2, mz) = -

o que mostra que qualquer valor de m conduz a um resultado difer-

ente. Portanto, a fungdo nao tem limite na origem. <«

4.4.2 Limites sucessivos

Quando se diz que f(x) = f(z1,...,z,) tende para o limite ¢ ao
tender x = (z1,...,x,) para a = (ai,...,a,), pressupoe-se, na
definicao 4.1, que as variaveis independentes tendem todas simul-

taneamente para os respectivos limites. Por esse motivo muitas
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vezes se escreve

11113131 f(Il, Ce ,Z‘n) = 6,
Tp—an

em vez de lim f(x) = /.

r—a

Ocorre, porém, frequentemente ser necessario calcular o limite da
funcao em relagdo a uma das variaveis, considerando as demais
constantes, e reiterar em seguida o processo em relagao a cada uma
das restantes variaveis. O limite assim calculado chama-se limite
sucessivo (ou reiterado) da func¢do. Se a ordem de calculo dos su-
cessivos limites tiver sido, por exemplo, a mesma das coordenadas

do ponto = escreve-se entao

lim ... lim - lim f(xy,29,...,2,)

Tn—0n T2—a2 T1—ai

e de forma andloga nos demais casos.

Uma mudanca na ordem de passagem ao limite pode alterar o resul-
tado final pelo que qualquer modificacao da ordem deve ser cuida-
dosamente considerada. Se os diversos limites sucessivos forem
iguais diz-se que ha permutabilidade dos limites sucessivos. To-
davia, como indicam os Exemplos 4.6 e 4 a seguir apresentados,
a permutabilidade dos limites sucessivos nao implica a existéncia
do limite, nem, por outro lado, a existéncia deste implica a per-
mutabilidade.

2

x
Exemplo 4.5. A fungdo f(r,y) = ——— nao tem limite na
2?2 + y?
origem. Todavia
2 2
lim limm— =1; limlim T 0. =

z—0y—0 x2 —+ y2 y—0x—0 x2 + y2
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T

Exemplo 4.6. Como se viu atrés, a fungao f(z,y) = Tyz nao
=Ty

tem limite quando (z,y) — (0,0). No entanto os limites sucessivos

existem e sao iguais

lim lim (z,y) = lelgg)}cgrg)f(x,y) =0. «

Exemplo 4.7. Considere-se a fungao

1 1
xsin—+ysin—, x#0, y#0
Yy T
f(z,y) =

0, =0, y=0.
A fungao tem limite quando (z,y) — (0,0): hr% f(z)=0.
y—0

Todavia nao existem os limites sucessivos

lim li lim 1i .
lim lim (z,y) e ygr(lmlgg)f(x,y) <

4.4.3 Limite infinito e limite quando ||z|| — oo

A definicdo de limite dada em 4.1 admite as seguintes generaliza-

coes.

Definigao 4.2 (Limite infinito).

Diz-se que a fun¢ao f(z) tem limite infinito ao tender

x para a quando a todo o nimero real N > 0 corresponde
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um 0 > 0 tal que € |f(x)| > N sempre que ||z —al| < 0.

Nestas condigoes escreve-se lim f(x) = co.

r—a

Defini¢ao 4.3 (Limite finito).

Diz-se que f(x) tem limite finito ( quando ||z|| — oo,
se a todo o € > 0 corresponde um numero N > 0 tal que
f(z) — ] < e sempre que ||z|| > N.

7

[&

Escreve-se entao, lim f(z)=~¢(.
||| =00

4.4.4 Operacgoes com limites

Os teoremas sobre os limites da soma, do produto e do quociente
de funcgoes reais de uma variavel real permanecem validos para as
funcoes de n varidveis como é facil de verificar. Assim, se f(x) e
g(x) sao duas fungoes definidas no mesmo dominio D de R", a é
ponto de acumulacao de D e ilHlll flz) =1, 3131H(11 g(x) = v, entao:

- =

(a) im(f+g)=L+wv

r—a

(b) Im(f-g)=£-v

r—a
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4.5 Continuidade

4.5.1 Continuidade num ponto
Definicao 4.4.

Seja f(z) = f(x1,...,2,) uma func¢ao de dominio D
definida em todos os pontos duma vizinhanc¢a do ponto
a = (ay,...,a,). Diz-se que f(x) é continua no ponto
a quando

lim f(z) = f(a).

r—a

A definicao anterior ¢é equivalente a seguinte: diz-se que
f(x) = f(z1,...,2z,) é continua no ponto a do seu dominio quando

a todo o € > 0 corresponde um § = §(e) > 0 tal que seja

[f(x) = fla)] <e

sempre que x € D e ||z —al| <.

De acordo com a defini¢ao é, portanto, necessario que se verifiquem
as trés condicoes seguintes:
(a) Existir f(a);

(b) Existir lim f(x);

Tr—a

(¢) lim f(x) = f(a)

Caso nao se verifique alguma destas condigoes a funcao diz-se des-
continua no ponto a. Se a descontinuidade resultar da nao ob-
servancia da condigao (c), ela pode ser eliminada alterando o valor
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da funcao no ponto de modo a coincidir com o valor do limite da
funcao nesse ponto, pelo que se diz que se trata de uma descon-
tinuidade removivel. Quando, porém a descontinuidade resulta
da nao verificagdo da condicao (b) a descontinuidade diz-se des-

continuidade essencial.

Ty
g © @y 700
Exemplo 4.8. A fungao f(x,y) =

0, se (z,y) = (0,0)

é descontinua no ponto (0,0).

De facto, como se viu no Exemplo 4.4 do paragrafo 4.4.1, nao existe

( 1)1rr% )f(a:,y). A descontinuidade é essencial. <«
z,y)—(0,0

Ty
@y *TFO T
Exemplo 4.9. A fungao f(z,y) =

1, sex =0, y=0
é descontinua no ponto (0,0), visto que lig% f=0+# f(0,0)=1.

y—0

A descontinuidade pode, porém, ser removida, bastando para isso

redefinir a func¢@o nesse ponto de modo a ser f(0,0) =0. «

4
Exemplo 4.10. A funcgao z = o é obviamente descontinua
2Ty
no ponto (0,0) visto nem sequer estar definida nesse ponto. <«
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4.5.2 Continuidade num conjunto

Uma fungao diz-se continua num conjunto (do seu dominio) se e s6

se for continua em todos os pontos desse conjunto.

4.5.3 Continuidade uniforme

Se uma fungao f(x) é continua num dado conjunto S, entao isso
significa que, em cada ponto xg do conjunto, qualquer que seja
o numero € > (0 escolhido é sempre possivel fazer-lhe correspon-
der um 0 > 0 de tal modo que seja |f(x) — f(zo)| < € sempre que
||x—x0|| < d. O valor de § depende, geralmente, nao sé do € escolhi-
do, mas também do ponto zy considerado. Pode, todavia, acontecer
que escolhido um € > 0 seja possivel determinar um mesmo 6 > 0
valido para todos os pontos do conjunto. Quando isto acontece a

funcao diz-se uniformemente continua no conjunto. Isto é:

Definicao 4.5.

Seja f(x) uma fungao definida num conjunto de R™.
Diz-se que a funcdo € uniformemente continua nesse
conjunto quando para todo € > 0 existe um 6 > 0 (de-
pendente apenas de €) tal que, qualquer que seja o par

de pontos x', 2" de S tais que

l2" = 2"|| <6, seja [f() = f(a")] <e.

Da definicao resulta que se uma fungao ¢ uniformemente continua
num conjunto é continua nesse conjunto. A reciproca, porém, nao

¢é valida.
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4.5.4 Propriedades das fungoes continuas

As funcoes reais continuas de n varidveis reais gozam de propriedades
andlogas as das funcoes de uma s6 variavel real. As respecti-
vas demonstragoes ou foram feitas nos capitulos anteriores ou sao
analogas as das fungoes de uma variavel, pelo que nos limitemos a
enuncia-las.

Teorema 4.1. Se f(x) e g(z) sdo fungoes continuas no ponto a,
também a sua soma, o seu produto e o seu quociente sao funcoes

continuas em a, salvo, no caso de quociente, se g(a) = 0.

Teorema 4.2. Se f(x) ¢ continua em a e ¢(t) continua em
to = f(a) entao a fungdo composta gof € continua em a.

Teorema 4.3. Se f(x) € continua em a e f(x) # 0, existe uma
vizinhang¢a de a na qual a fun¢ao mantém o mesmo sinal que tem
em a.

Teorema 4.4 (Teorema de Weierstrass). Fung¢do continua num
conjunto compacto (limitado e fechado) € limitada nesse conjunto

e admite ai um mdximo e um minimo .

Teorema 4.5 (Teorema de Bolzano). Se f(x) é continua num
conjunto conexo e toma ai dois valores k e | entao toma também
qualquer valor entre k e (.
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Teorema 4.6. Funcao continua num conjunto compacto € uni-

formemente continua nesse conjunto.

De acordo com o estudo feito nos capitulos anteriores, tanto o Teo-
rema 4.4 como o Teorema 4.5 admitem formulagao mais simples.

Assim, como em R" e, portanto, também em R! = R, os conjuntos
compactos sao os limitados e fechados, o enunciado de 4.4 pode ser
substituido pelo seguinte: as fungoes continuas transformam
conjuntos compactos em conjuntos compactos de R.

Por outro lado, como em R os conjuntos conexos sao os intervalos,

o Teorema 4.5 pode enunciar-se: as funcoes continuas transfor-

mam conjuntos conexos de R” em conjuntos conexos de R.
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4.6 Exercicios

1. Determine o dominio de cada uma das fungoes:

(a) f(z,y) =Iny? + 1 — 22
(b) z = arcsen (z + y);

() 2= ——.

VY

2. Determine os seguintes limites caso existam:
tg (z

() lim 7Y

z—5

y—0

I

Y
.ty
(b) zlLIglé 10z+y ’

Yy— 00

T
li .
(C) mli% €T _|_ y

y—0

3. Determine os pontos de descontinuidade das funcoes:

(a) f(z,y) = sen iy

(b) flz,y) =In(1l — 2 —y?);
1
() flz,y) = .
4. Demonstre a continuidade em todo o plano zoy da funcao
f(z,y) = ax + by +c.

5. Estude a continuidade em (0,0) da fun¢do com a defini¢ao

f(r,y) = ——2— se (z,y) #(0,0) e f(0,0)=0.

x? 4 y?
6. Mostre que toda a fungao racional fraccionéria de (1, xo, . . ., T,)

é continua nos pontos que nao anulam o denominador.

7. Demonstre que se f(xi,...,2,) é continua num ponto a =
(a,...,ay) interior ao seu dominio e se f(a) # 0, entao existe

uma vizinhanca de a na qual a fungao nao se anula.
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Derivacao

5.1 Derivadas parciais
Definicao 5.1.

Seja a = (ay, ..., a,) um ponto interior do dominio
da funcao f(x) = f(xy, ..., x,). Se se atribuirem
a todas as varidaveis excepto x; os valores constantes
1,02, .. Qi_1,0it1,---,0n, G funcao dada converte-se
numa funcao de uma so varidvel x;. E esta funcao de
uma unica varidvel admitir derivada no ponto x; = aj;,
isto €, se existir

i flay,...;a; 4+ Axyy ..o a,) — flay, ... a4, .. ., a,)
Az;—0 AIZ

)

entao a este limite chama-se a derivada parcial da
fungcao em ordem a x; no ponto a e designa-se por
qualquer das formas

of
8.CEZ‘

(a), fi(a), (Ds.f)a:
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De forma andloga se definem as derivadas parciais em ordem as

demais variaveis no ponto a.

Da definicao 5.1 resulta que as derivadas parciais, se existirem,
obedecem as regras de derivacao utilizadas para as funcoes de uma

variavel.

Se, por exemplo, a funcao for uma funcao de duas variaveis,
z = f(x,y), a sua derivada parcial em ordem a x no ponto (a,b) é

/ BERT
fr(a7b> - }ILE%

f(a’+hab> —f((l,b)
h
caso o limite exista.

De forma andloga, a derivada parcial de f(z,y) em ordem a y no

ponto (a,b) é o limite, quando existe

fyfa.) = i (0L ER 2S00,

k—0

Ao contrario do que acontece com as fungoes de uma s6 variavel,
em que a existéncia de derivada finita num ponto implica a con-
tinuidade da func¢ao nesse ponto, no caso das fungoes de mais de
uma variavel o facto de existirem as derivadas parciais de 1* ordem

nao implica que a fun¢ao seja continua nesse ponto.

E, por exemplo, o que acontece com a funcao

Y se (z,9) # (0,0)
flz,y) = nry

0, se (z,y) = (0,0)
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que, como se viu no Exemplo 4.8 de 4.5.1 do Capitulo 4, é des-
continua em (0,0), mas todavia tem derivadas parciais nesse ponto:

£:(0,0) e f,(0,0).

Como adiante se verd, a continuidade de f(x) num ponto a sé
se pode deduzir da existéncia das derivadas parciais em a se essas

derivadas forem continuas nesse ponto.

5.2 Derivacao sucessiva

Definicao 5.2.

Se a funcao [ admitir derivada parcial em ordem a x;,
num dado conjunto S do seu dominio, entdo a cada
ponto de S pode associar-se um numero real, a derivada
parcial da fun¢ao em ordem a x; nesse ponto. Fica
assim definida em S uma nova fun¢ao que se chama
funcao derivada parcial em ordem a x; e se representa
por

of
6%’

De modo semelhante se definem as funcgoes derivadas parciais de f

em ordem as demais variaveis independentes x1, ..., ,.

Pode porém acontecer que as novas funcgoes assim definidas admi-

tam também derivadas parciais. Assim, por exemplo, se a funcao

5 admitir derivada parcial em ordem a x; no ponto a, essa
T

derivada chama-se segunda derivada parcial (ou derivada par-
cial de 2* ordem) de f em ordem primeiro a z; e depois a x; no
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ponto a, a qual se designa por qualquer das formas

92 f

a), fim(a), (Digfla

Se f admitir derivadas parciais de 2* ordem em relacao a x; e x em
todos os pontos dum conjunto S entao fica definida nesse conjunto
uma nova fung¢ao que se chama fungao segunda derivada parcial

em ordem a x; e x e representa-se por

9% f

f// D2 f
Oxiﬁxk’ Tilk? Lk

De forma andloga se definem as derivadas parciais de 2* ordem em
relagdo a qualquer outro par de varidveis independentes (ou duas

vezes em relagdo a uma mesma variavel).

A partir das derivadas parciais de segunda ordem definem-se as
derivadas de 3* ordem e sucessivamente as de ordem superior.

Exemplo 5.1. Determinar as derivadas parciais de 2* ordem da
funcdo z = f(x,y) = e™ 4 sen x.

Resolucao. A derivada parcial em ordem a x é

0z
— =ye"™ + cos x,

ox

e a derivada parcial em ordem a y é

0z

— = ze".
dy

90



Capitulo 5. Derivagao

Derivando agora cada uma destas funcoes em ordem a x e a y
obtém-se as derivadas de 2* ordem pretendidas

822 _ 82'2 _ 26:1:1/ sen r: 822 = %Y +x Y-
drdx  or2 Y T 0xdy ve
0%z Pz 0%z
=™ 4+ xye™,; = = %™, <
Jyox Y dydy  Oy?

Como facilmente se pode verificar, uma funcao de duas variaveis
que seja n vezes derivavel admite 2" derivadas parciais de ordem n.

Na pratica, porém, muitas delas sao iguais entre si, como o mostra

o exemplo anterior, em que

Pz 0Pz
oxdy  Oydx

isto é, sao iguais as derivadas de 2* ordem em relacao a x e y,
independentemente da ordem de derivagao. A partir deste exemplo
pode-se perguntar em que condicoes é que a ordem de derivagao é
indiferente.

No caso das derivadas de 2* ordem de funcgoes de 2 varidveis a

resposta é dada pelo teorema seguinte:

Teorema 5.1 (Teorema de Schwarz). Se as derivadas f,, f, e

"
Yy

for continua nesse ponto, entao também existe
14 _ "
my(a’7 b) - ym(a’? b)

existirem numa vizinhanga do ponto (a,b) e a 2% derivada f,

"

gz T0€Ss€ ponto e €
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Demonstragao. De acordo com a definigao de derivada, f, (a,b),
se existir, sera dada pela expressao seguinte, caso os limites existam

F(ab) = lim fyla+h,b) — f;(a,b) _

h—0 h

h—0 | h |k—0 k

i Fl@ b R) — f(a,b)H
k—0 k

(5.1)

Com efeito, pondo

A=[fla+hb+k)— fla+h,b)] — [fla,b+k)— f(a,b)]

a expressao anterior toma a forma

£ (a,b) = lim - lim % A

h—0 h k—0

O limite em relagao a k existe visto que, por hipdtese, existe f,
numa vizinhanga de (a,b). Entdo, como existe o limite em k o li-
mite sucessivo

A

= N

existira caso exista o limite
A
lim —

h—0 hk‘

k—0

e, ambos terao entao o mesmo valor.
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Capitulo 5. Derivagao

Pondo u(x) = f(x,b + k) — f(x,b) e aplicando o teorema dos
acréscimos finitos para fungoes de uma variavel real, tem-se

A = pla+b)—pla) =hy'(a+60:h) =
hfe(a+01h,b+ k) — fi(a+61h,b)] =
= hkfy, (a+01h,b+ 0sk)

Yy

com(0<6;,<leO<Oy<l.

"4 BN ,
Como f; &, por hipétese, continua em (a,b), vem

A
lim P lim vy 010, b+ 05k) = 7 (a,b)
k—0 kE—0

o que prova que existe f,’ (a,b) e ¢é f/ (a,b) = f (a,0). B

Se as derivadas de f(x,y) de ordem superior a segunda forem
continuas, o teorema anterior aplica-se a essas derivadas. Assim,

" " "

se as derivadas 7., fiy. € [z, existirem e forem continuas, entao

sao iguais entre si.

O teorema extende-se a func¢oes de mais de 2 varidveis. Assim,
se a funcdo f(x1,...,x,) pode ser derivada ki vezes em ordem a
x1, ko vezes em ordem a xo,..., k, vezes em ordem a x, e essas
derivadas sao continuas, entao ¢ indiferente a ordem segundo a qual
se fazem as derivacoes e o seu valor comum pode ser representado

por

ak1+/€2+---+kn f

k1 9,.k2 kn
0xy'0xs? ... Oxkr
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5.3. Funcoes diferenciaveis

5.3 Funcoes diferenciaveis

Definicao 5.3.

Uma fungao f(x1,...,x,) diz-se diferencidvel num
ponto interior a = (ay,...,a,) do seu dominio se ex-
1ste uma vizinhanga desse ponto na qual seja

flar + Axq, ... a0 + Axy) — flar,...,an) =

5.2

=kAz + ... k, Az, + eiAxy + ...+ €,Ax, (52)
em que kq,...,k, sao numeros reais independentes de
Axy,...,Ax, e €,...,€, sao funcoes de Axq, ..., Az,

que tendem para zero quando

Ar = (Axy,...,Azx,) — (0,...,0).

Da definigao resulta imediatamente do seguinte teorema.

Teorema 5.2. Se f(x) € diferencidvel no ponto a entdo € continua

nesse ponto e admite nele deriwadas parciais que sao

f:z,cl(a) = kl’ fi;g(a> = k27 s 7f3/:n(a) = kn

Demonstracao. Com efeito, da igualdade (5.2) que traduz a di-
ferenciabilidade da funcao resulta imediatamente que

lim f(a; + Az, ... a0, + Axy,) = flay, ..., ap)

Az —0
Az'ﬁ‘ﬂo

o que prova que a continuidade da fungao no ponto a = (ay, . .., a,).
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Capitulo 5. Derivagao

No que se refere a diferenciabilidade, para a derivada em ordem a
x;, por exemplo, tem-se

flay,...;a; + Az, ..o a,) — flay, ... a4, .. . a,)

/ _ .
~ Ao Az; N
-k

tal como se pretendia provar. l

O teorema poe em evidéncia que a diferenciabilidade é uma condigao
mais forte do que a simples existéncia de derivadas parciais, pois
que, enquanto esta nao garante, como se viu anteriormente, a con-
tinuidade da fungao, a diferenciabilidade implica tanto a continuidade

como a existéncia das derivadas parciais.

De acordo com o teorema anterior a expressao da diferenciabili-

dade pode, portanto, tomar a forma

flay + Axq, ... a4, + Azy) — flag,...,a,) =

= ;1(Q)Ax1 + ...+ fo (a)Az, + e Az + ...+ €Ay,

ou ainda, uma vez que a = (ay,...,a,) ¢ Ax = (Axy,...,Ax,),

tem-se:

fla+ Ax) Z (995 a)Az; + Z 6;Ax;.
v =1

O reciproco do teorema anterior é, todavia, falso. Isto é, o facto de
uma fungao ser continua e admitir derivadas parciais de primeira

ordem num dado ponto nao implica que a funcao seja diferencidvel
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5.3. Funcoes diferenciaveis

nesse ponto. Eo que acontece, por exemplo, com a fungao
f(@,y) = ++V/|zyl

que é continua e tem derivadas parciais na origem e todavia nao é

diferenciavel nesse ponto.

O teorema seguinte, que se enuncia sem demonstracao estabelece,

porém, uma condicao suficiente de diferenciabilidade.

Teorema 5.3. E condicdo suficiente para que uma fun¢do de n
variaveis seja diferencidvel num dado ponto que nesse ponto admi-
ta derivadas parciais de primeira ordem e n — 1 dessas derivadas
sejam continuas.

Embora suficiente, esta condi¢ao nao é todavia necessaria. Por
exemplo, a funcao

1
T+y

(z +y)? sen , se (z,y) # (0,0)
[z, y) =

0, se (z,y) = (0,0)

tem ambas as primeiras derivadas parciais descontinuas na origem
e, no entanto, é diferenciavel nesse ponto.

Diz-se que uma funcao f é continuamente derivavel ou de classe
C' num ponto (ou num conjunto) quando admite derivadas parciais
continuas nesse ponto (ou conjunto). Em geral, diz-se que a fungao
f é da classe C™ num dado conjunto quando nele admite derivadas

parciais continuas até a ordem n.

Do Teorema 5.3 decorre que toda a funcao de classe C™ é dife-

renciavel (e portanto continua).
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Capitulo 5. Derivagao

5.4 Diferencial de uma funcao

Como se viu no paragrafo anterior, se uma funcao f é diferenciavel
num dado ponto a do seu dominio, entao existe uma vizinhanca

desse ponto na qual se verifica a relagao

fla+ Ax) Z 83: a)Ax; + Z 6 Ax;.

O primeiro membro desta igualdade representa o acréscimo sofrido
pela funcao f ao passar do ponto a para a + Az e denomina-se

simplesmente acréscimo da funcao entre a e a + Ax.

Tal como o indica a prépria igualdade, esse acréscimo ¢ numeri-
camente igual a soma de duas partes

2”: gg (a)Az; + Zn: 6;A\x;.
i=1 v i=1

Como os ¢; sao, por defini¢ao, infinitésimos simultaneos como os

Azx;, entdo, para valores suficientemente pequenos de Az (e por-
n

tanto dos Ax;) a parte Z ¢;Ax; pode tornar-se tao pequena quanto
i=1
se queira. Isso significa que, para valores suficientemente pequenos

de Az = (Azy,...,Ax,), a expressao

Z gi (a)Ax; (5.3)

fla+Az) = fla) = af' (a)Az;. (5.4)

A expressao 5.3 denomina-se o diferencial total da fungao f no
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5.4. Diferencial de uma funcao

ponto a e costuma designar-se por df, escrevendo-se

of af

df (a) = 6_x1(a)Ax1 +...+ o (a)Az,.
Como para as fungoes
gi(T1, o xyy ) =x, 1=1,2,....n

[N

a expressao anterior pode escrever-se (abstraindo do ponto a para

maior simplicidade)

=L dz,,.
8x1 (%n *

df

E pondo Af = f(a + Az) — f(a), a expressao 5.4 pode por-
tanto escrever-se Af = df o que traduz o facto ja referido de
que o diferencial df é o valor principal do acréscimo Af da
func@o (subentende-se que é num mesmo ponto e para os mesmos

acréscimos das varidveis independentes).

Exemplo 5.2. Seja f(z,y) = Entao, o diferencial total da

funcao num ponto genérico é

1
df = ;dm — %dy ou df =y tdr —xyidy. <«

Exemplo 5.3. Seja z = 22 — 2. Entao, dz = 2xdx — 2ydy. <
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Capitulo 5. Derivagao

5.5 Diferenciais de ordem superior

Seja z = f(x,y) uma fungao de duas variaveis que admite derivadas
parciais continuas até uma determinada ordem n > 1. O diferencial

da fungao é neste caso

_of, . 9of

e depende tanto das variaveis x e y como dos parametros dzx e dy.
Se se fixarem dxr e dy, o diferencial dz passa a ser funcao ape-

nas de z e y. Ao diferencial desta funcao chama-se diferencial de

22 ordem da funcao z = f(x,y) e representa-se por
d*z = d(dz).

Assim, tem-se entao que,

2, _ f, o of gt 91, _
dz = Gx((?xd +aydy)dx+ay(a dx +8y )dy—

_ (9°f o*f o*f f _
= (@d:ﬂJr 8y0xdy) dx + (83:8 dx + e y> dy =

O*f O*f
= T2 5oy

0?
dxdy + 9y 2dy

onde dz? e dy? designam, respectivamente, (dz)? e (dy)? e nao d(z?)
e d(y?).
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5.5. Diferenciais de ordem superior

De forma analoga se define o diferencial de 3* ordem

2z = d(d*z),
obtendo-se
Pf Bf Bf Pf
Pz = —=dz +3 dz?dy + 3 drdy? + —=dy>.
T o™ + 0x20y rey+ 0x0y? vy +8y3 Y
Agora consideremos que os diferencias d*z, d°z,..., d*z definem-

se de modo andlogo e que pode verificar-se por inducao que as

expressoes se podem obter da igualdade

0 0 F
k., _
d°z = (8xdx+8ydy) z

onde o operador

d d . \"
—dr + —d
(ax 9y y)
é uma poténcia simbdlica em cujo desenvolvimento um produto da

forma ﬁ r- 3 ) com r + s = k, significa "
Ox oy) ' s Oxrys’

Assim, as defini¢oes anteriores generalizam-se as fungoes com mais
de duas varidveis independentes. Donde, se for z = f(xq,...,z,),

o diferencial de ordem k da funcao é

) ) F
k.,
d¥z = (axldx1+...—|— 8a:ndxn) z.
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Capitulo 5. Derivagao

5.6 Derivadas e diferenciais de funcoes

compostas

Teorema 5.4. Seja F(t) a fungio que resulta de com-
por w = f(z,y) com x = z(t) ey = f(t). Se x(t) e y(t) sdo
diferencidveis no ponto ty e w = f(x,y) € diferencidvel no corre-
spondente ponto (xo,v0) = (z(to),y(to)), entdo a fungao composta
F(t) = f(z(t),y(t)) tem também derivada em ty que é dada pela
eTpressao

dw af dx aof dy

F'(ty) = %(%) = %(l‘oyyo) . a(to) + a—y(l’o,yo) : g(to)-

Demonstracao. Sejam

Ax = z(tg + At) — x(tg) e Ay =vy(to+ At) — y(to).

Entao, tem-se

= f(x(to + At), y(to + AL)) — f(z(to), y(to)) =
= f(xo+ Az, yo + Ay) — f(x0,Y0)-

Mas como, por hipétese, f(x,y) é diferenciavel em (z,yo), vem:

0 0
F(to+At)—F(ty) = a—i(xo, yo)-Ax—i-a—‘g(xo, Yo)-Ay+eAr+eAy =

- g_JxC(xo, o) (to + At) — z(to)] + g_g(fﬂm yo)ly(to + At) = y(to)]+

+efr(to + At) — x(to)] + efy(to + At) — y(to)]-
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5.6. Derivadas e diferenciais de fun¢oes compostas

Dividindo ambos os membros da igualdade por At e tomando limi-
tes quando At — 0, tem-se,

0 d 0 d
Fta) = 50 (o) 1) + 3 o0 ) - 1)

visto que, se z(t) e y(t) sado diferencidveis em t;, sdo continuas
nesse ponto e, portanto, quando At — 0 também Az, Ay — 0, por

consequencia, €, — 0. W

Em geral, abstraindo dos pontos considerados, a regra de derivagao

dada pelo teorema traduz-se abreviadamente pela féormula

dv_dF_9fde  0fdy

dt — dt  dxdt  dydt

Raciocinando de forma andloga, a regra pode estender-se ao caso
da composicao de uma fungao de n varidveis w = f(z1,...,x,) com

n fungoes de uma variavel t,

x1 =x1(t), T3 = x(t), ..., T, = xy(t)

desde que sejam satisfeitas as condi¢oes do Teorema 5.4.

A expressao da derivada é entao

dw _ Of dvy | OF dzs Of dan
dt — Oxy dt  Oxe dt Oz, dt
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Capitulo 5. Derivagao

Exemplo 5.4. Determinar a derivada da funcao composta de

w= 2%y +xy® com z =t>+ 3t ey = e’ sen t.

Resolucao. Como

dw _Qwdr  Owdy
dt — Ox dt Oy dt

calculando as derivadas envolvidas na férmula obtém-se

d
d_Q: = 22y + 3°)(2t + 3) + (2* + 32y?)(e' sen t + €' cost). <«

Teorema 5.5. Seja F(r,s) a fun¢ao que resulta da composi¢ao da
fungio w = f(x,y,z), definida e diferencidvel num dominio D de
R3, com as fungoes x = g1(r,s), y = g2(r,s), 2 = g3(r, s) definidas
e diferencidveis num dominio D1 de R e que a cada ponto de D,
fazem corresponder um ponto de D. Entdo a fung¢ao composta tem

derivadas parciais em relacao as varidveis r e s que sao dadas pelas

ETPTeSSOEes

o _0for 0fdy 050

or  dxOr Oyor 0z0r

Ow _0fox  0foy  0f0z

ds O0rds Oyds 0z0s
Demonstracao. Com efeito, se w = f(x,y,z) é diferencidvel,
tem-se

Aw = gAx + ﬁAy + gAz + 61 Ax + Ay + e3Az
ox oy 0z

com €y, €9, €3 — 0 quando Az, Ay, Az — 0.
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5.6. Derivadas e diferenciais de fun¢oes compostas

Ora, dividindo ambos os membros da igualdade por Ar tem-se:

A A A A A A A
<o 8f_x af—y + (9f_z 61—x+€2—y+63—z

Ar 9z Ar | 9y Ar ' 9z Ar Ar Ar Ar

e tomando limites quando Ar — 0

ow_ofor ofoy ofo:
or  0xdr  Oydr 0z0r

De forma andaloga pode se deduzir a férmula correspondente a derivada
ow

—.

0s

A regra traduzida pelo teorema anterior (Teorema 5.5), conhecida
por “Regra da Cadeia”, estende-se ao caso mais geral da com-
posta de uma fungao de n varidveis w = f(z1,x,...,x,) definida
e diferencidavel num dominio D de R™ com n funcgoes de k variaveis
independentes x; = g;(r1,72,...,7%), @ = 1,2,...,n, definidas e
diferencidveis num dominio D; de R* e tais que fazem correspon-

der a cada ponto de D; um ponto de D, de modo que

w= f(g1,92,---,9n) = F(r1,ra, ..., 1%).

Nestas condigoes, o mesmo raciocinio feito anteriormente conduz as

expressoes
8_w _of 83:1+ Of O0xo 8f%
ory,  Or10r  Orydry T Ox, Or
8_w ~of 81:1+ Of 0xo of Ox,
ory  O0r 0ry  Oxe Ori,  Oxy, Org
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Capitulo 5. Derivagao

Ora se se multiplicar a primeira destas equagoes por dry, a segunda
por dry e, de uma forma geral, a de ordem i por dr; (i =1,2,...,n)
e em seguida somar se as equacgoes obtidas resulta

8—wd7’1++6—wdﬁc:dw:a—f %drl—l—...vLﬂdrk +
87“1 8rk axl

+...+ﬁ a$“dr1+...+ax”drk :a—fdx1+...+a—fd:cn,
ox, \ Or; ory, z

o que mostra que o diferencial de w em ordem as variaveis finais
r1,72,...,7, se pode obter formando o diferencial de w em ordem
as variaveis intermedidarias zy, s, ..., T, € exprimindo em seguida
os diferenciais destas (isto é,  dxq,dzs,...,dx,) em fungdo das
variaveis finais.

Exemplo 5.5. Sendo

w:x2+y2+zzex:r2~l—32, y:r2+s,z:7’s,

. ow ow
determinar I e Bs
Resolugao.
2_1: = (22)(3r%) + (2y)(2r) + (22)(s);
ow
55 = (22)(25) + (29)(1) + (22)(r). <
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5.7 Transformacoes. Campos escalares

e campos vectoriais

5.7.1 Definicoes

Até agora se consideraram aplicacoes do tipo f: D C R" — R, isto
é, aplicacoes que a cada ponto de R™ fazem corresponder um escalar
(ntimero real). Tais aplica¢oes denominam-se aplicagoes escalares
e diz-se entao que f define um campo escalar.

No caso mais geral em que se consideram dois espagos euclidianos
R" e R¥ comn > 1e k > 1, as aplicacoes f : D C R* — RF
designam-se genericamente por transformagoes (do conjunto

D C R™ com valores em R¥).

Como os elementos de R" e de R* se podem considerar quer como
pontos quer como vectores, diversas situacoes podem ocorrer. As-
sim:

e se f aplica pontos de R® em pontos de R* designa-se por
transformacao pontual;

e se f aplica vectores de R” em vectores de R¥, designa-se por

transformacao vectorial;

e se f aplica pontos de R™ em vectores de R¥, designa-se por
campo vectorial.

Sendo este dltimo caso o que se ira doravante considerar.

H
Se f : D C R* — RF ¢ um campo vectorial, entdo a imagem

ﬁ
através de f de cada ponto x = (x1,29,...,x,) € D é um vector
de R* de componentes f,(z), fo(), ..., fe(z). Sendo €1, ¢5,...,¢ex
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Capitulo 5. Derivagao

uma base ortonormada de RF tem-se:

7)@) = fi(x) €1+ ...+ fe(x) €

ﬁ
A defini¢ao do campo vectorial f exige, portanto, a definicao de k

funcoes reais de n variaveis reais tais que,

Yy = f1<£lj'1,...,l'n)
Y = f2<x1,..-,$n)

Y = fk(xl, . ,l’n).

E o campo vectorial pode, pois, designar-se por

Wi ue) = (fi(2),- o fe(@) ou T = f(2)

ou ainda
—)

f :(flv"'afk)‘

Para estas funcoes os conceitos de limite, de continuidade, de derivada
e de integral definem-se como habitualmente.

H
Por outro lado, é facil de verificar que uma funcao vectorial f

é continua, derivavel ou integravel num dado dominio se e s se o

forem todas as suas componentes fi, fo, ..., fi-
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5.7.2 O vector simbdlico V (nabla ou del)

No espago normado R™ chama-se operador nabla ou del ao vector
simbolico,

5.7.3 Gradiente

Se f(x1,®9,...,2,) é uma fungao escalar de classe C'' num dado
dominio D de R", chama-se gradiente da fungdo (ou do campo

escalar por ela definido) num ponto genérico x € D ao vector

gradf = i?l + i?Q +...+ i?n.
81‘1 8$2

Deste modo, a cada ponto de D fica a corresponder um vector e por
isso se pode dizer que o gradiente é um operador que transforma

campos escalares em campos vectoriais.
Como se pode ver (vd. 5.7.2)
gradf = V.
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Capitulo 5. Derivagao

Se f(x1,...,x,) e g(z1,...,x,) definem dois campos escalares de
classe C!' num mesmo dominio D de R™ é ficil de verificar que:

(a) grad (f +g) = grag f +grad g
(b) grad (k- f) =k -grad f
(c) grad (f-g) = ferad g + ggrad f

(d) grad (i) _ ggrad f — fgrad g
9 g2

(g #0).

As duas primeiras propriedades mostram que o gradiente é um ope-

rador linear.

5.7.4 Divergéncia

H
Seja agora o campo vectorial f : D C R® — R". Se

—

f :(f17f27"'7fn)

R
¢ de classe C', chama-se divergéncia de f num ponto genérico

_)
de D, e designa-se por div f, ao escalar

= 0fi  0f Ofn
div f _8x1+8x2+”'+89€n

Trata-se, portanto, de um operador que transforma campos vec-
toriais em campos escalares . Utilizando o vector simbdlico nabla

tem-se
— —
divf =V- f.
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N
Se for div f = 0 em todo o campo, este diz-se um campo solenoidal.

A divergencia goza das seguintes propriedades:

—

e div(f+797)= div f +divg

o div(kf)=kdwf.

Trata-se, portanto, dum operador linear.

Exemplo 5.6. Calcular a divergéncia do campo vectorial

—)
7:x27—xy7+xyzk.

Resolucgao. De acordo com a definicao tem-se

di07:%+%+%:2x—x+xy:a:+xy.<
or 0Jdy 0z

5.7.5 Rotacional

. H H 7’
No caso particular em que f : D C R — R? e f ¢é de classe
H
C!, chama-se rotacional do campo f = (fi, f2, f3) num ponto
genérico de D ao vector definido pela forma

7 x
— — 0 0 0

tf =V = .
"o f 8 f 8x1 8ZE2 81'3
i 2 s
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Capitulo 5. Derivagao

O rotacional é pois um operador que transforma campos vectoriais

em novos campos vectoriais.

H
Se f e ¢ definem dois campos vectoriais de classe C' num mesmo

dominio D de R3, entao:

(a) rot (7 +79) = rot? +rot’qg

—

(b) rot (/{;~7):krotf,

o que indica que o rotacional é um operador linear.

é ~ . . .
Se for rot f =0 em todo o campo entao este diz-se irrotacional.
Se gradf for de classe C* num dominio D de R? é rot(gradf) = 0.

Se f = (f1, f2, f3) for de classe C? entao dz’v(rot?) =0.

Exemplo 5.7. Determinar o rotacional do campo

ﬁ
v = 2xyz7 + x227 + 2%y k.

Resolucgao. De acordo com a defini¢ao, tem-se:

- -
1 J k
0 o 0

rotv =| — — —|=0. <
or Oy 0z
2ayz 1’z 2%y
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5.7.6 Laplaciano

Definicao 5.4.

Chama-se Laplaciano ou operador de Laplace ao ope-

rador

0? 0? 0?
= 4+ — ..+8—I%.

O Laplaciano pode também exprimir-se em fungao do operador
nabla pela forma
ViP=V.V.

Donde, dada uma fungao real f(z1,...,x,) de classe C? chama-se

Laplaciano da func¢ao a expressao

92]0 92f 92f
VQF__ =z J = J
% x% o x%.

Como facilmente se pode verificar é

V2f =V -Vf=div(grad f).

A equacao V2f = 0 denomina-se Equagao de Laplace .

Se num dado dominio for V2f = 0, diz-se que f é funcao har-
modnica ou que satisfaz a equacao de Laplace nesse dominio.

Se em vez de um campo escalar se considerar um campo vectorial
— —
f D CR?®— R3 de componentes (fi, f2, f3), o laplaciano de f
define-se como sendo o campo de componentes (V2 f1, V2 fy, V2 f3).
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Capitulo 5. Derivagao

5.7.7 Jacobiano

— —
Se f:DCR"— R" com f = (f1,f2...,fn) chama-se Jaco-
H

biano da funcao vectorial f, ou do sistema de funcoes fi, fa, ..., fn
e designa-se por
6(f17f27 s 7fn)
O(x1, Tay ..., Tp)
ao valor do determinante
o on
E R
a(flaf27"'afn) o 2 2
= |01y ox,,
8(1’1,1'2,...,.%”)
o ol
c%l 6’%
5.8 Derivada direccional
Dada uma funcao f(z) = f(z1,29,...,2,) de dominio D, sejam
a = (ai,as,...,a,) um ponto interior de D,
vV = (v1,v,...,0,) = (cosay,cos g, ..., cosa,)

um vector unitario e ¢ um escalar tal que o ponto (a-+t7v’) pertence

a D:

e se em f se substituir  por a+tv obtém-se uma funcao de ¢

h(t) = fla+t0) = fla; + tvy, ..
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5.8. Derivada direccional

e Se esta funcao admitir derivada em ordem a ¢ no ponto t = 0,
a essa derivada chama-se a derivada da funcao f(x) no ponto

. -~ — .
a segundo a direccao v ou, simplesmente, segundo o vector

—
v .

Isto é:

Definicao 5.5 (Derivada direccional).

Chama-se derivada da func¢ao f(x) no ponto a na di-

~ ey . —
reccao dum vector unitdrio v e representa-se por

fola) ou L(a)

ao limite sequinte, caso exista

Como se pode ver, a relagao da definicao pode também escrever-se:

lim flay +tvy, ... a, +tv,) — flay,...,a,) _ f%»(a)

t—0 t

é .
Se v for um dos versores dos eixos coordenados, por exemplo
) bl
— —
v="7¢;=(0,...,0,1,...,0),
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Capitulo 5. Derivagao

entao a derivada direccional segundo esse vector é:

/—>((I) — lim f(a1,...,az>1,ai—i—t,aiﬂ,...,an) —f(al,...,an)
€; e ;
of
=

o que mostra que a derivada segundo o versor do eixo dos x; coin-

cide com a derivada parcial em ordem a z;.

Situacao andloga ocorre com as derivadas segundo os versores dos
demais eixos coordenados, o que permite concluir que as derivadas
parciais nao sao mais do que casos particulares das derivadas

direccionais.
Teorema 5.6. Se f(z) = f(x1,...,x,) € diferencidvel no ponto
a = (ay,...,a,) entao tem derivada nesse ponto sequndo qualquer

vector unitdrio

ﬁ
U = (v1,v9,...,0,) = (COSQy,COSQ3, . ..,COSa)

dada pela expressao

0 0
f%:a—%:a%cosal—i—a?cosag—i—...—i—
1 2

COS iy,

oz,

em que as derivadas parciais se supoem calculadas no ponto a.

Demonstragao. De facto, atendendo a diferenciabilidade da funcao,
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5.8. Derivada direccional

i flay +tcosaq,...,a, +tcosay) — flai, ..., a,) _
t—0 t

of of
t| =—cosaj+...+ ——cCosay +€1COSq1 + ...+ €,COSQy
= lim Oy On

t—0 t N

0 0
= —fCOSOél+—COSOé2+...-|——fCOSOén. [ |
(91'1 8372 L,

— ~ ) s . . . .
Se v" nao for um vector unitario, chama-se derivada direccional
— . —_
segundo v a derivada segundo o versor de v'. Nesse caso, se

U = (v, 0y,...,0,) tem-se:

_( vy Uy Up )
1 il ]

=l

—
vers v =

=l

e portanto, segue-se que,

f/ a_f U1 af Unp,

versv axl ||?||

de onde resulta

of of

81’1 axnvn: H?Hf:)ers?'
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Capitulo 5. Derivagao

Exemplo 5.8. Calcular a derivada de f(z,y,2) = 2>+ y* + 2z no
— - - -
ponto (1,2, —3) segundo o vector v = i +4j — k.

Resolucao. O vector dado nao é unitario, pelo que deve ser sub-
stituido pelo seu versor, isto é, pelo vector unitario

T 44—k

s V18

Os co-senos directores do vector dado sao, portanto,

cos vy = COS (vg = . cosag =

Qy‘

1
V18’
Entao,

2 16 6
o (1,2,-3) = + + = 4V2. <
fversv( ) \/ﬁ \/E \/E

Como é facil de verificar, a expressao do Teorema 5.6 é igual ao
produto escalar do gradiente da funcdo pelo vector unitario @', o
que permite interpretar a derivada direccional duma func¢ao como
sendo o produto escalar do seu gradiente pelo vector unitario que

determina a direccao segundo a qual se calcula a derivada, isto é

fo(@) = Vf(a) - 7.

Se @ for o angulo formado pelos vectores gradiente e v (Figura
5.1) tem-se portanto

fo(a) =1IVF(@)l - |7l cos = ||V f(a)]| cos .

Desta relacao conclui-se que a derivada direccional tera valor maximo
quando ¢ = 0, o que significa que a direcgao segundo a qual a
taxa de variagdo da fungdo f (que é dada por f.(a)) é
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5.9. Derivadas direccionais de ordem superior

maxima é a da direccao do gradiente de f. E claro que a
derivada direccional muda de sinal sempre que numa dada direc¢ao
se mudar de sentido, isto é,

fiemla) = =f5(a)

— . .
e se v nao for unitario

f;ers(—ﬁ) (G) = _fz/)ersﬁ> (CL) :

Figura 5.1:

5.9 Derivadas direccionais de ordem su-

perior

Se a funcao f for diferenciavel num dado conjunto, entao, escolhido

um vector unitdrio v, é possivel definir nesse conjunto uma nova

funcao que a cada ponto do conjunto faz corresponder a derivada de

f nesse ponto segundo o vector ©'. A funcio assim definida chama-

se funcéo derivada direccional de f segundo ¥ e representa-se por
= ou of

v’
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Capitulo 5. Derivagao

escrevendo-se

0
f%:—fcosozl—i——fcosag—k...—i—

8$1 81‘2 a:L'n

COS Q.

Se f for de classe C?, entdao esta funcao é, por seu turno dife-
renciavel, ja que as derivadas parciais de f sao, nessa hipdtese,
continuas. Nessas condigoes, a funcao fL admite derivada segundo
o vector v, a qual se denomina segunda derivada de f segundo o

ﬁ
vector v e se representa por

92 f

o2

ou f(;).

f%

De acordo com o exposto em 5.8. depois do Exemplo 5.8, sera:

" r
WZVf;wU.

Efectuando o produto escalar tem-se

ofL afL afL,
/5 /5 cosag + ...+ /5
81’2

ox,,

o= cos oy +

v axl

COoS (v, =

= 4 cos o + COS Qg + + 0 COS & 2 =
 \ oy Y Oa > oy, " N

com as convencoes habituais acerca das poténcias simbélicas.

De forma andloga se definem as derivadas de ordem superior a se-
gunda.

Por inducao pode mostrar-se que, se f é de classe C™ numa vizi-
nhanca do ponto a, entao admite nesse ponto derivada direccional
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5.10. Funcoes homogéneas

_> ~
de ordem n segundo o vector v" dada pela expressao,

fo = (VTS

(2

Como é facil de verificar

5.10 Funcoes homogéneas

Uma fungao f(x) = f(z1,...,2,) diz-se homogénea de grau de

homogeneidade o quando verifica a condicao,
fltxy, trg, ... tx,) =t f(x1, 20, ..., 2y),
para « constante e todos os valores ¢, xy,xo,...,x, tais que
(x1,22,...,2,) € (twy,tzg, ... tx,)

pertencem ao dominio da funcao.

Assim, por exemplo, a funcao
f(z,y) = (2* +y*) arcsen <g> (x #0)
x
¢ homogénea do grau 2 pois que,

ftx ty) = t*(2* + y?) arcsen <%> = t*f(z,y).
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Capitulo 5. Derivagao

Se se derivarem ambos os membros da relagado da definicao em or-
dem a variavel z; tem-se
ofte) o 0f(x)

t- — o L

ou seja:

Of(te) _ 0 0f(2),

=t :

o que mostra que as derivadas parciais de primeira ordem de uma
funcao homogénea de grau «a sao fungoes homogéneas de grau a—1.
A aplicacao reiterada desta propriedade leva a conclusao de que as
derivadas parciais de ordem k de uma funcao homogénea de grau
a sao fungoes homogéneas de grau a — k.

Teorema 5.7 (Teorema de Euler). Se f(xy,...,x,) € homogénea
de grau o entao verifica a identidade

(denominada identidade de Euler) em todo o ponto em que seja
diferencidvel.

Demonstracao. Fazendo y; = tzy,ys = txs,...,y, = tx,, visto f
ser homogénea de grau, tem-se: «

f(y17y27' "7y7’l) - taf<x1"r27"'7xn)

em que o primeiro membro ¢é fun¢do composta de f(y1,vs,. .., Yn)
com y; = txy,...,Y, = tx,. Donde, derivando a igualdade em or-

dem a t vem:
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5.10. Funcoes homogéneas

af dy, of dyn 1
—— 4.4+ =at” 1S D
Oy, dt Oy, dt f )
ou seja
of of 1
rn—4+...+tx,—— =at* f(x1,..., 2,
Para t = 1 resulta pois
af of
Ti— +... n = af(x, , Ty
D tang - [z )
visto entao ser y; = x1,ys = T2, ..., Yp = x,. A

Pode também demonstrar-se que, reciprocamente, numa funcao di-
ferenciavel que verifique a identidade de Euler é homogénea de grau
a. Se na relacao que traduz a homogeneidade de f

fltxy, teg, ... try,) =t f(x1, 20, ..., 2y)

1
se fizer t = —, obtém-se
sl

T Ty 1
f(lax_2a _):_af(xlax27"'vxn)
1

1y x$

que se pode também escrever
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Capitulo 5. Derivagao

expressao que traduz outra propriedade importante das funcoes ho-
mogéneas.

Exemplo 5.9. Verificar se

1,2

f(%y):\/ﬁ:er2

¢ homogénea.
Resolucao. Como
72

ftz,yt) = t\/ﬁ

a funcao é homogénea de grau 1. <

=tf(z,y)
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5.11. Exercicios

5.11 Exercicios

1. Calcule as derivadas parciais de primeira ordem das funcoes

(b) z = x sen xy.

2. Calcule as derivadas parciais de 2* ordem das funcoes

T
(a) z:x+y+—y;
r—Yy

(b) z = xev.

3. Verifique que a fungao z = In(e” + €¥) é uma solucao partic-

0 0
ular da equacao gz + % _ 1.
de  dy

4. Calcule o diferencial total das fungoes

Tty
(a) z arcg(l_xy),

(b) u= (22 +y* + 222

5. Calcule o diferencial de 2* ordem das funcoes

(a) z =+ zy;

(b) z =z sen %y.

6. Sendo u = e calcule d™u.

7. Calcule as derivadas das fungoes compostas:

(a) z =€ u= senz, v=a%

124



Capitulo 5. Derivagao

x
(b) z = arctg (—),x:u Sen v, Yy = U CoS v;
Yy

x
c) u=In sen —, x =33, y = V2 + 1;
(c) NG %
8. Mostre que se u = f(z,y) e x =rcosf e y = r sen 0, entao
ou\' | (u)_ (0, 1 (ouy’
ox oy)  \or r2\ 00 )

9. Sendo f(z,y,2) = 2*yz> e v = xz?—y27+2x2y?, calcule:

(a) Vf;

(b) V-7
(c) Vx;
(d) div(fv)

10. Prove que:

(@) V- (W+T)=V - T+V-T;
(b) rot(gradf) = 0.

11. Calcule as derivadas direccionais das funcoes seguintes nos

pontos e direccoes indicadas:

(a) f(z,y,2) = 22% — y? + 2% em (1,2, 3) e na direcgao da
recta que passa por (1,2,3) e (3,5,0);

(b) f(z,y) = €"cosy em (0,0) na direccdo que forma um
angulo de 60 graus com o eixo OX;

(c) f(z,y) =2z — 3y em (1,1) ao longo da curva y = x? no

sentido de = crescente;

(d) f(z,y) = v/2% + y? num ponto genérico e segundo o raio
— —
vector v =z i +yj.
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12. Mostre que as fungoes seguintes sao harmonicas:

(a) e*cosy;

(b) Iny/x% + y2.

13. Verifique a férmula de Euler para as funcoes:

(a) z = eV,

(b) z = /a?+zy+ 2
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Capitulo 6

Teorema dos acréscimos
finitos. Teorema de Taylor

6.1 Teorema dos acréscimos finitos

Para maior simplicidade na exposi¢ao, comegar-se-a por considerar
funcoes de apenas duas varidveis, isto €, funcoes reais definidas em
R2

Teorema 6.1. Se f(x,y) € diferencidvel numa vizinhanga do ponto

(a,b), entdo, para qualquer ponto (a+ h,b+ k) dessa vizinhanca é:

fla+h,b+k)— f(a,b) = hgf(a+9h,b+€k)+kg—£( +6h, b+ 0k)

X

com (0 <6 < 1.

Demonstragao. Pondo x = a+ ht, y = b+ kt, t € [0,1], f(z,v)
sera funcao composta de t através de x e y

f(x,y) = fla+ ht,b+ kt) = F(t) com ¢t € ]0,1].
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6.1. Teorema dos acréscimos finitos

Como f é diferenciavel na vizinhanca considerada e x e y sao
fungdes continuas e derivaveis de ¢, entao F'(t) cumpre as condigdes
do teorema dos acréscimos finitos (ou Lagrange) para fungoes de
uma sé varidvel real em [0, 1].

Portanto, F(1) — F(0) = F'(#) com 0<6 < 1.

Ora, como

F() = fla+hb+k), F(0)= f(a,b)

g Ofdx Ofdy  Of af
(1) = Ox dt + Oy dt _hax + oy’

tem-se, fazendo t = ¢

fla+h,b+k)— f(a,b) = h?(a+«9h,b+0k:)+k;?(a+0h,b+0k:)
x y

como se pretendia provar.

A extensao a R™ é imediata e traduz-se pelo enunciado do teo-

rema seguinte:

Teorema 6.2. Se f(x) = f(xy,...,x,) € diferencidvel numa viz-
imhanca do ponto

a=(ay,...,a,) € a+h=(a;+hy,as+ ho,...,a,+ hy)

€ um ponto dessa vizinhanca, entao existe, no segmento que une a
e a—+ h, um ponto a+ 60h (0 <0 < 1) tal que:

fla+h)— f(a) = hlg—a{l(a+6’h) + hgg—ai(a + 6h)+
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Capitulo 6. Teorema dos acréscimos finitos. Teorema de Taylor

of "L Of
...+ h h) = h; h).
+...+ naxn(a+9 ) ;Zl lami(a+9 )

Demonstragao. Compondo f com z; = a; + h;it (i =1,2,...,n),
0 <t <1, obtém-se a funcao de t:

F(t) = f(a+ ht) = f(a1 + hit, ..., an + hyt)

definida no intervalo [0,1]. Como tanto f como as componentes
x; = a; + h;t sdo direfencidveis, a fungdo composta F(t) é continua
e derivavel em [0, 1] e pode-se-lhe, portanto, aplicar o teorema dos

acréscimos finitos (Teorema 6.3) de Lagrange , isto é:
F(1)—F(0)=F'(§) com 0<86<1.

Como

F0) = f(a) e
F'(t) = hlg—i(a+ht)+...+hn§—i(a+ht),
fazendo t = 0 vem
f(a—l—h)—f(a):zn:hig;(a%—ﬁh). [
i=1 v

Donde, do teorema dos acréscimos finitos resulta imediatamente

que:

Corolario 6.1. Uma funcao com derivadas parciais de primeira
ordem todas nulas num dado dominio € constante nesse dominio.
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6.2. Teorema de Taylor

Corolario 6.2. Duas funcoes f e g com derivadas parciais de
primeira ordem finitas e iguais num dado dominio diferem apenas
por uma constante (nesse dominio).

Corolario 6.3. Uma funcdao f é continua num ponto a quando
numa vizinhanca desse ponto tiver derivadas parciais de primeira
ordem limitadas.

6.2 Teorema de Taylor

Em R? o teorema de Taylor tem a formulacao seguinte:

Teorema 6.3. Se f(z,y) e todas as suas derivadas parciais até a
ordem n + 1 sao continuas numa vizinhan¢a do ponto (a,b), entdo
o valor da fun¢ao em qualquer ponto (a + h,b + k) pertencente a
essa vizinhanga € dada pela formula

f(a+h,b+k):f(a,b)+(h—+k )
41 (h%+k§y)2f(a,b) <h§+kaﬁ> Fla,b)+

1/, 0 9\
+. +—<h%+kay> fla,b)+

+# h£+k£ nHf(a+9h b+0k); 0<60<1
(mn+1D!'\ 9z Oy ’ ’ ’

que se denomina formula de Taylor .
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Capitulo 6. Teorema dos acréscimos finitos. Teorema de Taylor

Demonstracao. Pondo z = a + ht, y = b+ kt, com t € [0, 1],
tem-se

flz,y) = fla+ ht,b+ kt) = F(t), te][0,1].

Dadas as hipéteses do teorema, a fungao F(t) pode exprimir-se

em [0, 1] através da férmula da Mac-Laurin e portanto

F(1) = F(0)+F’(0)+1!F”(0)+...+

2
(6.1)
1 1
— p(n) _ = it
+ n!F (0) + (n—l—l)!F (9)
com 0 <6 < 1.
Como
0 0
F't) = h—+k—
®) ox * dy
) o\°
F// — . .
(t) (hax + kay) f

, o
F™(@) = <ha—x+ka—y) f

e, fazendo ¢t = 0 e substituindo em (6.1) vem a expressao pretendida

0 0

fla+hb+k)= f(a,b)+ <ha—x + k8—y> fla,b)+

1/ 0 o\? 1/ 0 o\"
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6.2. Teorema de Taylor

L G2 N e
(n+1)!'\ 9z 0y ¢ ’ ’

em que 0 < 6 < 1.

O 1ltimo termo da férmula denomina-se o resto de Lagrange
e designa-se abreviadamente por R,,. B

A generalizacao da féormula de Taylor para fungoes de mais de duas
variaveis é imediata e traduz-se pelo teorema seguinte, cuja de-

monstracao ¢ andloga a anterior, pelo que se deixa como exercicio.

Teorema 6.4. Se f(xy,...,1,) € de classe C"™ numa vizinhanca
— —
do ponto a = (ay,....a,) ea+ h, com h = (hy,..., h,) pertence

a essa vizinhanga, entao

fla+ ﬁ)) = f(a) + (hlaixl +...+ hn£> fla)+

1 ) o\’

1 0 o \"

n! oy

1 n, 2 P " 0h). 0<6<1
+(n+1)! 18x1+"'+ "Dz fla+0h), <0<

que se denomina Formula de Taylor com resto de Lagrange.
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Capitulo 6. Teorema dos acréscimos finitos. Teorema de Taylor

A férmula de Taylor pode escrever-se de forma mais sintética uti-
lizando derivadas direccionais. De facto, como foi visto no ponto
5.8 — Capitulo 5,

B 9F oOf _ 7
83:1 ...—i—hnaxn = Hthversﬁ”
e de uma forma geral
of of
hi=—— I
< 18 1 Tt a > H H fversh

entao, substituindo na expressao do Teorema 6.4 obtém-se:

.
— hllI?
flat B) = fa) + 1BIIf, 0 + Ll o)+
H
HhH LA™
—_— on
n' Uersh (CL) + (n + 1) fversh( a )
No caso de ser a = (0,0,...,0) a férmula denomina-se Férmula

de Mac-Laurin.

Se f(x) for de classe C™ (isto é, indefinidamente derivével) e
lim R, = 0, a férmula de Taylor converte-se na Série de Taylor

n—o0

(ou de Mac-Laurin se a = 0).

Exemplo 6.1. Determinar o desenvolvimento pela formula de Tay-
lor da funcao

fla,y,2) =2+ 9P + 22+ 20y —yz —do — 3y — 2+ 4
numa vizinhanga do ponto (1,1, 1).
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6.2. Teorema de Taylor

Resolugao. Como as derivadas parciais sao todas nulas a partir

da terceira ordem, é

0

0 0
f(14hy, 1+he, 1+h3) = f(1,1, 1)+(h1£ + hga—y + h3@) f(1,1, 1)+

1 ) ) o\’

Fazendo:
1 -+ hl =X
1 + hg =Y
1+ h3 =z,
tem-se:

fla,y,2) = (@=1)"+(y—1)"+(z=1)*+2(z—1)(y—1) - (y—1)(s—1). <
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6.3 Exercicios

1. Determine o desenvolvimento de Taylor das seguintes fungoes
nas condicoes indicadas

(a) f(x,y) = cosxcosy, relativamente ao ponto (0,0) e até
o 3° termo;

(b) flz,y) =

termo;

—— , relativamente a (0,0) e até o 15°
l1+z+y

(¢) f(z,y) = ¥, relativamente a (1,0) e até o 3° termo.

2. Determine o desenvolvimento de Mac-Laurin das seguintes

fungoes até ao termo de segunda ordem

(a) flz,y) =1 —-a?—y%

(b) f(z,y) = e sen y.

3. Determine o desenvolvimento de Mac-Laurin de

f(z,y) =z sen y + y sen x.

4. Determine o desenvolvimento de Mac-Laurin de
f(z,y) = In(1+ zy).

5. Determine o desenvolvimento da funcao f(x,y) = e® cosy em

série de poténcias de h e k.
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Capitulo 7

Extremos relativos

7.1 Extremos em pontos interiores

Seja f: D CR" — R e aum ponto interior de D.

Definicao 7.1.

Diz-se que a funcgdo f tem um mdzximo relativo (ou
local) no ponto a quando existe uma vizinhanga de a na
qual se verifica a relagao f(x) < f(a) para todo o x de

D situado nessa vizinhanga.

Definicao 7.2.

Diz-se que a fungdo f tem um minimo relativo (ou
local) em a se eziste uma vizinhanga de a na qual se
verifica a relagao f(a) < f(x) para todo o x € D situ-
ado na vizinhanca.
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7.1. Extremos em pontos interiores

Das defini¢oes 7.1 e 7.2 decorre que hd um extremo relativo
(méximo ou minimo ) no ponto a se e s6 se a diferenga f(x) — f(a)
nao muda de sinal numa vizinhanga de a.

Na exposicao que se segue estudar-se-a a existéncia de extremos
relativos de funcgoes a que seja aplicavel o Teorema de Taylor.

Teorema 7.1. E condi¢do necessdria (mas nao suficiente) para que
uma funcgao diferencidvel f(x) = f(x1,...,x,) tenha um extremo
relativo num ponto interior a = (ay,...,a,) que sejam nulas nesse

ponto todas as suas primeiras derivadas parciais.

Demonstragao. Para que haja um extremo em a a diferenca
fla+ E}) — f(a) deve ter sinal constante nalguma vizinhanca de a.
Se, para um dado h , fosse f;mﬁ(a) # 0 entao, de acordo com o
Teorema de Taylor,

flat B)—f@) = ||R|lf —(a+6k), com 0<@<1. (7.1)

vers h

Como f é diferenciavel no ponto a, a sua derivada segundo o versor
é
de h é continua em a e portanto

I plat 00) =

—
vers h vers h

(a) + o,

em que lim «a = 0. A igualdade (7.1) toma entao a forma
I A ][0

fla+T) = fla)= [T —(a)+a)].

vers h

— —
Como « tende para zero quando || h || — 0, é possivel escolher h

por forma a que |a| < | f ersﬁ(a)\ e, consequentemente, o sinal de

fla+ 7) — f(a) seja o de f;m?(a).
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Mas entao, como a derivada direccional muda de sinal sempre que
numa dada direccao se mudar de sentido, isto é
/ gt
fvers(fﬁ) (CL) - fversﬁ(a)’
~ , . . - .
nao havera vizinhanga de a na qual f(a + h) — f(a) tenha sinal
ﬁ
constante a nao ser que f’ ﬁ(a) = 0 para todo o h.
vers—

Logo, para haver extremo, deve necessariamente ser

of

5 (a)=0 para i=1,2,...,n. A
€T

Os pontos em que se verifica a condi¢ao do teorema denominam-se
pontos criticos ou pontos de estacionaridade da funcao e é a
eles que se circunscreve o estudo da existéncia ou nao de extremos.
Para isso é, porém, necessario recorrer a condigoes adicionais que

permitam esclarecer o que de facto ocorre num dado ponto critico.

Teorema 7.2. Se a é um ponto de estacionaridade da funcao
f(z1,...,2,) em > 1 € a ordem da primeira derivada direccional

de f que nao € identicamente nula em a, entdao:

(a) Se m € impar nao hd extremo em a;

(b) Se m € par e f(m)ﬁ(a) ¢ positiva (resp. megativa) a fungao

tem um minimo (resp. mdzrimo) em a;

(c) Sem € par mas f(m)ﬁ(a) nao tem sinal determinado nao hd

extremo em a;

(d) Sem é par mas f(m)z(a) >0 (ou < 0) nada se pode concluir

por esta via (caso duvidoso).
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Demonstracao. De acordo com a hipdtese, a expressao da Férmula
de Taylor para o ponto a é
- m
- 1]l

fla+ h)— fla) = f(m)q(a—l—ﬁﬁ), com 0<6<1.

m! versh

Mas um raciocinio andlogo ao utilizado no teorema anterior per-
mite concluir que

f(nZ) (a—i—ﬁ%):f(m) (a) + «

— —
vers h vers h

H
em que « tende para zero quando || h|| — 0. A expressdo da
férmula de Taylor pode pois escrever-se

™ _(a) + (7.2)

vers h

- HEWm[

ﬁ
com lim « = 0, o que mostra que, para || & || suficientemente
I h|—0

pequeno, o sinal de f(a + ?) — f(a) é o de f(m)ﬁ(a). E com base

neste facto que se pode agora proceder ao estudo dos extremos.

(a) Se m for impar, a derivada direccional ndo mantém o mesmo

%
sinal para todo o h visto que

£ (@) = ()" ().

— —
vers(—h) vers h

ﬁ
Por consequéncia f(a + h) — f(a) ndo tem sinal constante
em nenhuma vizinhanca de a e, portanto, nao ha extremo em

a.

(b) Se m é par e f(m)ﬁ(a) > 0 a expressao (7.2) mostra que

H
fla+ h) > f(a) e portanto f(a) é um minimo relativo . De
forma analoga se conclui que sendo m par e f (m)ﬁ,(a) < 0 ha
um maximo em a.
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(c) Se m é par mas a derivada direccional de ordem m tem sinal
determinado para todo o ﬁ), a relagao (7.2) mostra que o
mesmo sucede com f(a+ h) — f(a) e, portanto, nao pode
haver extremo em a.

(d) Se m é par mas qu::)sﬁ(a) > 0 (ou < 0) ndo ha garantia de
que para direccoes vizinhas daquelas em que a derivada se
anula (chamadas direcgoes singulares) o sinal da derivada di-
reccional nao permite pois esclarecer a situacao, pelo que tera
de se proceder ao estudo directo do comportamento da funcao
nas vizinhancas de a. W

Exemplo 7.1. Estudar a existéncia de extremos locais da funcao

fl,y) = (z —1)* +24°.

Resolucao. Os pontos criticos sao as solucoes do sistema

of
—afox—QzO
8f_ B
—ay—4y—0

Da resolucao do sistema conclui-se que ha apenas um ponto critico,
ponto interior (1,0). Designando por €; e €2 as componentes do
versor dum vector genérico F, isto é, versh — (€1, €2), as derivadas
da funcdo no ponto (1,0) segundo o versor de T sdo

flersZ)(l? O) = 061 + 062 =0

v

f —(1,0) = 2] +4¢; > 0.

v

A primeira derivada direccional ndo nula no ponto (1,0) é de ordem
par (m = 2) e tem valor positivo. Portanto a fun¢ao tem um
minimo no ponto (1,0) de valor f(1,0) =0. «

141



7.1. Extremos em pontos interiores

Exemplo 7.2. Estudar a existéncia de extremos locais da fungao
fla,y) = 22° +y° — 2ay°.

Resolugao. Da resolucao do sistema

af 2

L fr— =
o r—2y"=0
g =3y* —dry =0
dy

9 3
conclui-se haver dois pontos criticos, (0,0) e (g, 5) .

e Em (0,0), ¢

fl=(0,00=0 e f' —(0,0)=4€& >0

v vers h

e trata-se, portanto do caso duvidoso.

e Em g,é é
82

9 3 9 1
o (513) =94 12 5 =4 5 -1z

que nao tem sinal determinado (basta ver, por exemplo, o
V2 V2
272

que se passa nas direcgoes (0,1) e ( 5

). Logo, nao ha

extremo. «

Na pratica assume particular importancia na pratica o caso em que
a fungao é apenas de duas varidveis e m = 2 num ponto critico (a, b).
Nesse caso o estudo da existéncia de extremo em (a,b) resume-se
ao estudo do sinal de
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o*f o*f

>’f
ax—ay<a, b)€1€2 + a_yQ

f(2) —>(CL, b) or a9 ( b)E% +2 (CL, b>€§

vers h

-
em que €; e €z sao as componentes do versor de h .

O O a,b) =s e 82£(a b) =t (o que se

Pondo e 5 (a,b) =, &B@y(

denomina notagao de Monge) a expressao anterior pode escrever-se
mais simplesmente

f(2)

vers h

—(a,b) = re2 4 2se1€ey + tea.

Como ¢ evidente,

rf2)

= 7262 + 2rsejey + s2€2 — s2€2 + rte’
versh( ) 1 1€2 2 2 2

(7.3)
= (re; +se)? + (rt — s)ea.

2

Pondo, na expressao (7.3), A = rt — s*, é agora fécil proceder ao

estudo da existéncia de extremo no ponto (a,b). Assim:

(a) Se A =rt—s*> 0, o segundo membro de (7.3) é positivo e
portanto:

o r>0= f(2) _>(a,b) > 0 = hd minimo em (a, b);
OT<O:>f (a b) < 0 = h4 méximo em (a,b).

e Ocaso r= O nunca se verifica, pois que entao seria
A = —s%>0, o que é absurdo.
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Um raciocinio analogo referido a ¢ permitiria concluir que héa

minimo se t > 0 e maximo se ¢t < 0.

Se A = rt —s? <0, com r # 0, por exemplo r > 0, a se-
gunda derivada direccional nao tem sinal constante e portanto
nao pode haver extremo. De facto, para as direcgoes em que

€5 = 0 tem-se

rf® _(a,b) = (re; + se)® > 0,

vers h

e portanto a derivada direccional é positiva, enquanto que

para as direccoes em que 7€; + s€; =0 é

rf® —(a,b) = (rt — s%)e; < 0,

vers h

e a derivada é negativa. Conclusao analoga se pode tirar
quando r =0 com t # 0 e quando r =t = 0.

Por consequéncia, quando A < 0 nao ha extremo.

Se A =rt — 52 =0, tem-se

rf® —(a,b) = (re; + sea)?

vers h
e a segunda derivada direccional tem o sinal de r, excepto nas

direcgoes singulares tais que re; + se; = 0, nas quais se anula.
Trata-se, pois, do caso duvidoso.
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A analise anterior permite portanto concluir que uma funcao de
duas varidveis f(z,y) s6 tem extremo nos pontos criticos em que é

2
LTI (Y

t—s? ==
TS T o2 oy? 0xdy
02 0?
e que esse extremo é um minimo se for a—x‘é > 0 (ou 8_3/]; > 0) e
02 0?
um maximo se 8_33]; <0 (ou a—y]; < 0).

Nos pontos criticos em que

an an - 82f 2 _0
0x? 0y? 0xy

nao ha extremo.

Se rt — s* = 0 nada se pode concluir e hi que recorrer a outra

forma de analise.

Exemplo 7.3. Resolver por este método o problema anterior Exe-
mplo 7.1.

- *f *f >f _
Resolucao. Como, 92z = 2, o 4 e ooy
2

A=rt—s>=2-4—-0=8>0. E,como,ﬁ>0,segue—sequea
x

funcéo tem um minimo no ponto (1,0). <

O estudo anteriormente feito incidiu apenas na determinagao de
extremos em pontos interiores do dominio da funcao. Mas se esse
dominio for um conjunto fechado , é evidente que pode também

acontecer que a funcao admita extremo em pontos da fronteira.
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Para esses pontos a analise pode fazer-se recorrendo, tal como no
caso dos pontos interiores, a férmula de Taylor, mas tendo em
atencao que apenas se pode considerar derivadas segundo vectores
situados no interior do dominio.

7.2 Extremos Condicionados

E frequente nas aplicagoes praticas ser necessario determinar os ex-
tremos de uma funcao quando as suas variaveis estao sujeitas a
certas condicoes, chamadas condicoes suplementares.

Nesse caso o problema deixa de ser um problema comum de de-
terminacao de extremos e passa a constituir o que se denomina um
problema de extremos condicionados (ou sujeitos a condigoes
adicionais).

Dada, por exemplo, a funcdo w = f(z,y,z), suponhamos que as
suas variaveis z, y, z estao “ligadas” pelas duas condigoes

o1(x,y,2) =0 e @ox,y,z) =0.

Vejamos como determinar condicOes necessarias para que nessas
condigbes a fungao f tenha um extremo relativo num ponto (o, yo, o)

do seu dominio.

Se nesse ponto ha um extremo, o diferencial de f deve ser nulo,
visto que ai a funcao nao cresce nem decresce. Portanto

fd+fd+f

ox oy 0z =0

df =
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Por outro lado, uma vez que ¢p; = 0 e o = 0, também

_ &Pl 8901 3901 .
_ Opz . Opy . Opsy
dpy = awd:v%— ayoly+ aZalz-

Multiplicando estas equacoes por A; e Ay, respectivamente, se as

somarmos membro a membro com a equacao df = 0 vem:

0 0 B
d(f + Mo+ dops) = <a_£ P, ag;z> s
8f 8901 8(102
' (8_y+)\18_+)‘2 Y ) dy +
af 6801 aQOQ -
+ <82+)\182 )\Qaz>dz_0

Como os diferenciais dz, dy, dz sao arbitrarios, esta soma sé é nula

se o forem separadamente os seus coeficientes, isto é

(Of dyp 0y

1 J—

e + AN — o + Ap—— % 0
of 0901 Opa
of D1 dpy

L 52 + )\1@ + )\QE =0

Associando a estas 3 equagoes as 2 equacgoes vinculares p; = 0,
w9 = 0, obtém-se um sistema de 5 equacoes a 5 incognitas z, vy,
Z, A1, Aa. Ora, resolvendo este sistema, os valores de x, y e z que

o satisfazem correspondem as coordenadas dos pontos em que a
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funcao pode admitir extremos, visto que foram obtidas a partir da
condicao df = 0.

O método exposto denomina-se método dos multiplicadores de

Lagrange.

Como se pode observar, o método corresponde a determinacao de
condicoes necessarias para que um ponto seja ponto de extremo

nao condicionado da funcao

V=7f4+ A1+ dapo.

No caso geral em que se tem uma funcdo W = f(x1,x9,...,2,)
cujas variaveis xy, xs, ..., T, estao ligadas por m < n condigoes
@1($1,...,xn) =0
oa(x1,.. . ) = 0 (7.4)

Oom(T1,.. ., 1) = 0,

pode mostrar-se, raciocinando de forma andloga, que os possiveis
extremos da funcgao sujeitos a essas condigoes existem nos pontos
em que ha possiveis extremos nao condicionados da fungao

V=Ff+Xer+ X+ 4+ Appm

onde Ay, ..., A\, sao os chamados multiplicadores de Lagrange. Tais
pontos sao as solucoes do sistema de m + n equacgoes constituido

pelas equacgoes

ov
8x,- -

e pelas equagoes das condigoes (7.4).
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Exemplo 7.4. Determinar os extremos da funcao f(x,y) = x+2y

sujeitos a condicao x2 + y? = 5.

Resolugao. Seja V(z) = z + 2y + A(z? + y*> — 5). Os pontos
criticos desta funcao sao as solucgoes do sistema
( OV

— =14+2x =0
oz AT ’

a—‘/:2—1—2/\3/:0,
dy

z? +y? =5,

Resolvendo o sistema obtém-se as solugoes

rx=1 r=—1
y=2 . e y_I2
A= —— —
2 2
*v *v 0%
COH’IO: @ = 2)\, a_yQ = 2)\, aq}—ay = 0, tem-se:

(a) No ponto (1,2):

ZA G 2V \? 1\?
: — =4\ =4(—=) =1
0z?  0y? (61:8@/) A ( 2) >0

0% 1
o =n=2(-2]=-1
927 A ( 2) <0,

e portanto hd um méximo em (1,2);
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(b) No ponto (—1,—2):

2V v [PV N, 1\?
ax2'ay2_(axay> =4 _4'(5) =1>0

0*V 1
Y _on=2.(-)=1
0x? (2) >0,

e portanto ha um minimo em (—1,—2). <«
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7.3 Exercicios

1. Determine os extremos locais das funcoes:

0 £ = (o +92);
= (2azx — 2*)(2bx — y?).

2. Determine os extremos das fungoes cujas variaveis estao su-
jeitos as condigoes indicadas:

(a)

(b) z=e", z+y=a;

(c) z=ay, 2> +y* < 1L

(d)
)

(e) u=ao+yz, 22 +9y*+22<1

u=xyz, rt+y—2=3,r—y—2=_8;

3. Determine as dimensoes do cilindro de superficie total S = 67

cujo volume é maximo.

4. Determine o paralelipipedo rectangular de volume V' de su-

perficie minima.

5. Determine a distancia minima do ponto (—1,5) a pardbola
2
y? = .

6. Determine o triangulo de area maxima que se pode inscrever

numa circunferéncia de raio dado.

7. De entre os triangulos com o mesmo perimetro, determine o

que tem area maxima.

8. Determine a distancia minima da origem ao plano

rT+y—+z=2.
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Capitulo 8

Funcoes implicitas

8.1 Funcoes definidas por uma equacao

E frequente, no Cdlculo e na Geometria Analitica, a equacao de
uma curva plana ser dada, ndo na forma y = f(z), mas sim na
forma F'(z,y) = 0. E, por exemplo, o caso da circunferéncia com

centro na origem e raio r cuja equacao ¢ geralmente assim escrita:
2+ —rt=0.

Neste caso, para cada valor de x no intervalo —r < x < r obtém-se
dois valores de y dados por

y = tVr2— 22

Quer dizer, h4 duas funcoes, y = +v/r2 — 22, que satisfazem a
equacao x2 + y? —r? = 0. Diz-se entdo que esta equacao define im-
plicitamente y como funcao de . Porém, nem sempre uma equagao
de forma F(z,y) = 0 define y como uma funcao de z. E o que acon-
tece, por exemplo, com a equagao F(z,y) = 2*> +y*+ 1 = 0, pois
nao ha nenhum par (z,y) em R? que satisfaga a equacao.
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De forma andloga, também a equagao de uma superficie é fre-
quentemente apresentada na forma F(z,y,z) = 0 e nao na forma
z = f(z,y). Assim, por exemplo, se na equagao

2 —y+2z—-1=0
se substituir a variavel z pela funcao
2= floy) =120 +y,

a equacao ¢ satisfeita e diz-se, por isso, que a equacao dada define

implicitamente z como funcao de z e y. Ja, porém, a equagao
Py 2 H1=0

nao define z como funcao de z e y, visto que nao ha nenhum termo

(x,y, z) de nimeros reais que a satisfaga.

Consideracoes semelhantes podem ser feitas para mais varidveis.
Assim, diz-se que uma equagao F'(zq,za,...,T,;u) = 0 define im-
plicitamente u como funcao das demais varidveis se existe uma

fungao u = f(z1,xe,...,x,) tal que
F(zy,z9,... 20 f(x1,29,...,2,)) =0.

Nos exemplos anteriores foi facil verificar se as equagoes definiam ou
nao implicitamente uma das variaveis como fungao da outra ou ou-
tras, para o que bastou resolver a equagao em ordem a variavel con-

siderada dependente, isto é, explicitar a chamada funcao implicita.
Tal explicitacao nao é, todavia, sempre possivel, pelo que a teo-
ria das funcoes implicitas tem por objectivo estudar as suas pro-

priedades sem necessidade de as explicitar.

A primeira questao que se levanta é a das chamadas condigoes
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de existéncia, isto é, a de saber em que condicoes é que uma
dada equacao define (implicitamente) uma das suas variaveis como
funcao das restantes. O teorema que a seguir se enuncia responde

a essa questao.

Teorema 8.1 (Teorema de existéncia). Seja dada a equagdo
F(zy,29,...,2,;u) =0.

Se F é uma funcdo definida num conjunto aberto D de R tal

que:

(a) Existe um ponto P = (ay,as,...,a,;u9) em D no qual a

equagdo € satisfeita, isto €, em que F(ay,as, ..., ay;uy) = 0;

(b) E de classe C* numa vizinhanga do ponto P e

oF .
(c) %(xl, To, ..., Ty u) # 0 nessa vizinhanga;
entdo erxiste em R™ uma vizinhan¢a de (ay,as, ..., a,) na qual estd
definida uma e uma sé fungio uw = f(x1,xs,...,x,) que verifica

nessa vizinhanca a equacao dada.

Demonstracao. Com efeito, se

oF
_(ala ag, ... ,Gn;’do) 7& 07
ou
a fungdo F' = (ay,as,...,a,;u), de uma tunica varidvel u, é estri-

tamente crescente ou decrescente no ponto u = ug e como, por
hipdtese, é continua nesse ponto, existe um nimero positivo ¢ tal

que:
(a’> F:(ala"‘aan;u0_5> €
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(b) F= (alaa27"'7an;u0+6);

tém sinais contrarios. Pela mesma razao, existe uma vizinhanca do
ponto a = (ay,...,a,) na qual (a) e (b) conservam os seus sinais.
Sendo assim, a fun¢ao F' = (x1,...,z,;u) admite entre ug — d e
uo + d pelo menos uma raiz real da forma v = f(z,...,,) que na

vizinhanga de a verifica a condig¢ao
F=(x1,...;20; f(x1,...,2,)) = 0.

Esta raiz (fungdo) é dnica pois que, se houvesse duas fungoes
uy # ug para as quais a fungao F' se anulasse na vizinhanga consid-
erada do ponto a = (ay,...,a,), entdo, de acordo com o teorema
de Rolle, existiria entre u; e us um ponto ¢ na qual

OF

—(x1,29,...,2p;¢) =0

ou

o que contradiz a hipdtese (c) do teorema. W

O teorema tem, como se vé, caracter local pois assegura a existéncia

da fun¢ao implicita apenas numa vizinhanga do ponto (ay, as, . . ., ay,).

Observagao. Pode também demonstrar-se que, nas condig¢oes do teo-
rema, a funcdo implicita u = f(x1,2,...,2,) é de classe C! (e portanto

diferencidvel) no ponto (ay,as,...,ay).

Exemplo 8.1. Verificar se a equacao
Ay 42 —1=0

define z como func¢ao implicita de x e ¥ numa vizinhanga do ponto
(ﬁ v2 ()>.

27 2
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Resolucao. A funcao do primeiro membro da equacao é de classe
C! e o ponto dado satisfaz a equacdo. Todavia nesse ponto é
oF . .
— = 0. Logo nada garante que a equacao defina z como funcao

z
implicita de x e y em alguma vizinhanga do ponto considerado. <«

Averiguada, através do teorema anterior, a existéncia de funcao
implicita, é possivel determinar também as suas derivadas sem ne-

cessidade de explicitar a fungao, tal como podera ver-se em seguida.

(a) Funcao y = f(x) definida implicitamente pela equagdo
F(z,y)=0.

Compondo w = F(z,y) com y = f(z) obtém-se a fungao
de uma s6 varidavel w = F(z, f(x)). Se tanto F(x,y) como
f(z) sao diferenciaveis numa vizinhanca do ponto em que
se pretende calcular a derivada , tem-se, aplicando a funcao
composta a regra de cadeia

dv _OF do OF dy_OF OF dy
dv  0xr dx Oy dox Oxr Oy dx’

d
Mas, como é w = F(z,y) = 0, entao d_w = 0 e por con-
x
sequencia
oF OF d
_— — _y =0
Jr Oy dx

de onde resulta a expressao pretendida da derivada da funcao
implicita y = f(z)

oF

dy  dr oF

dr = OF (se a0 #0).
dy
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(b) Funcgio z = f(x,y) definida implicitamente pela equagao
F(z,y,z) = 0.

Tal como no caso anterior, se F(x,y,2) e f(x,y) sdo dife-
renciaveis, aplicando a regra da cadeia a composta de
w= F(z,y,2z) com z = f(z,y) e x =z, y = y obtém-se:

bu_OF dr OF a4y 0P 9: _oF or o:
or  Ox dr Oy dxr 9z Ox Oxr Oy Ox

Como 5
w=F(z,y,z) =0, ¢ 8_7:7]:0
e portanto,
or  or 0 _
ox 0z Or
de onde resulta:
oF
0z o oF
0z

De forma anéloga se obtém a expressao da derivada em ordem
ay

oF
0z 8_y OF
oy~ OF (se =~ #0)
0z
(¢) Caso geral: funcio uw = f(x1,2s,...,x,) definida implicita-

mente pela equagao F(xq,x9,z,;u) = 0.
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De forma anéloga a dos casos anteriores, se as fungoes envolvi-
das sao diferenciaveis, aplicando a regra de cadeia a composta
de w = F(xy,...,2,;u) comu = f(x1,2s,...,7,) e tendo em

conta que w = 0, a derivada em ordem a x; é

ow B 8_F dx1+ +8F.dxi+ +8_F 8u_
or;  Oxy dx; 7 Ox; dx; T Ou Ox;
_ OF N a_F ou 0
Oz, Ou Ox;

de onde resulta

oF
ou 0z; OF

oz = 8_F (se M #0)
ou

para a expressao da derivada da funcao implicita em relacao

a variavel z; (i =1,2,...,n).

d
Exemplo 8.2. Determinar d_y’ sendo y definida implicitamente
T
por F(z,y) = Ax?> + Bry + Cy* + Dz + Ey + F = 0.

OF

- dy En 2Ax+ By + D
Resol : — =G _ _ :
esoteaot oF Bx+2Cy+ E

dy

0
Exemplo 8.3. Determinar e e —Z,
x Oy

mente por x2y + y2x + 2z = 0.

sendo z definida implicita-

0z  2xy+z 0z 2?42z
or  y24+ax’ Oy 4o

Resolugao:

159



8.2. Funcoes definidas implicitamente por um sistema de equacgoes

8.2 Funcoes definidas implicitamente por

um sistema de equacoes

Em vez de serem definidas por uma tinica equagao as fungoes implicitas
podem também sé-lo por um sistema de equagoes simultaneas. As-
sim, por exemplo, se o sistema

Fi(z,y,u,v) = 0

Fy(z,y,u,v) = 0

puder ser resolvido em ordem a u e v, isso significa que o sistema

define implicitamente duas funcoes de = e y tais que: u = u(z,y) e

v=uv(z,y).

As condigoes em que um sistema de equacoes pode definir implicita-
mente fungoes sao estabelecidas no teorema seguinte que se enuncia

sem demonstragao.

Teorema 8.2 (Teorema de existéncia). Considere-se o sistema
de n equagoes a m + n varidveis

fi(@y, Ty v )

=0
f2(x17"'7xm; yl:"'ayn):O

(8.1)
fol@1, o xm; Y1, Yn) =0
em que f1, fa, ..., fn G0 funcoes definidas num aberto de R™*™. Se
se verificarem as condicoes:
(a) Existe um pontop = (ai,...,an; b1,...,b,) no qual as equagoes

do sistema sao satisfeitas;
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Capitulo 8. Funcoes implicitas

(b) As funcoes fi, fo, ..., [n sdo de classe C' numa vizinhanca
do ponto p;

Of1, fas--- 1 fn)

c¢) O Jacobiano
() a(y17y27"'7yn

€ diferente de zero no ponto p.

Entao, existe em R™ uma vizinhanga do ponto a = (a1, as, ..., ay)

na qual ficam definidas implicitamente n funcgoes

o= gi(rr,... 1)
Yo = Ggo(T1,...,Zm) (8.2)

Yn = gn(l‘h"'vmm)
que se tomam em (aq, ..., a,) os valores
b = gi(a,...,an), i=1,...,n;

satisfazem as equagoes do sistema dado e sdo de classe C' na

referida vizinhanca de a.

Estabelecida a existéncia das fungdes implicitas y; (1 = 1,...,n)
(através do teorema anterior), é possivel determinar as suas derivadas
.. Yi . -
parciais Don no ponto (as,...,a,) sem necessidade de as fungoes
Lk

serem explicitadas. Com efeito, derivando em ordem a x;, as equacoes
do sistema (8.1) apds composicao das fungoes fi, fa, ..., fn com as

fungoes em (8.2), obtém-se o sistema:

(0fi , 0fi Own oft Oy,
8J:k+8y1 8xk+”'+8yn @xk_o
(8.3)
Ofn  Ofn Our Ofn  OYn _
\6xk+8y1 8xk+”'+(‘3yn axk_o

que resolvido pela regra de Cramer conduz as expressoes pretendi-
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8.2. Funcoes definidas implicitamente por um sistema de equacgoes

das das derivadas das funcoes y1, o, ..., ¥, em ordem a
a(flaf%"'a.fn)
8?/1 _ 8(y17'"7yk—17xk7yk+17"'ayn>
— = (8.4)
oxy, O(f1, far- -, fn)
a(yla Yo, - - 7yn)
comi=1,2,...,n.

Por exemplo, a derivada em ordem a z; da funcao y, é

a(flaf%' . 7fn)
ay? o 8(y1,$2,y37 cee 7yn)

Ory  O(fi, fos s fn)
8(y1»y27 o 7yn)

Das anteriores expressoes logo se conclui que o sistema (8.3) s6 é
possivel se

Ifr, [+ -5 /)
a(ybyQa s 73/71)

£ 0.

ou Ov
Exemplo 8.4. Determine — e 7’ sendo u e v funcoes de = e y

x x
definidas implicitamente pelo sistema de equacoes

u? —v? + 22 =0,
uv —y = 0.
Resolucgao.
Método 1. Derivando as equacgoes do sistema em ordem a z obtém-

se

ou ov ou ov
2u‘%—2v-a—x+2—0 e v-%—%u‘%—&
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Capitulo 8. Funcoes implicitas

ou ov
Resolvendo o sistema em ordem a — e — tem-se,
ox ox
ou U ov v
— =\ & —=—-7.
ox u? + v? or  u?+ v?

Método 2. Pondo f; = u? —v? + 2z e fy = uv — y as expressoes

das derivadas podem obter-se directamente da férmula (8.4):

A(f1, f2) A(f1, f2)
ou  Ox,v) v Ov  Oux) W
oxr  O(fi, f2)  w2+02 ox  O(fi, f2) w402
d(u,v) d(u,v)

desde que u? +v? # 0. <«

Exemplo 8.5. Verificar se o sistema de equacoes

fi(z,y,2) =92y +2* =0

f2($7y72) =Tz — 3y2 =0

define implicitamente y e z como fung¢oes de x numa vizinhanca do
ponto (1,—1,3).

Resolugao. O sistema é verificado no ponto (1, —1, 3) e as fungoes
fi e fo de classe C' em qualquer vizinhanca desse ponto. Como,
além disso, nesse ponto é

W fa) _ o #0

Ay, 2)

o sistema define de facto y e z como fungoes de x na vizinhanca do

ponto considerado. <«
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8.3 Extremos de funcoes definidas im-

plicitamente

A teoria exposta no Capitulo 7 para a determinacao dos extremos
de funcgoes explicitas estende-se sem dificuldade as funcoes definidas

implicitamente.

Comecemos por considerar o caso de uma fungao y = f(z) definida

implicitamente pela equacao F(z,y) = 0 num intervalo em que
oF
— # 0.
dy 7

Para que a funcao implicita tenha um extremo num ponto interior

desse intervalo devera ser

oOF
dx oF
Ay
F . N .
Como e = (0 no intervalo, entdao num ponto em que haja extremo
Y
. . OF
devera ser necessariamente e 0.
x

Portanto, os pontos criticos da funcao implicita sao os pontos que

satisfazem o sistema de equagoes

F(x,y) =0
oF

Determinados os pontos criticos, para se averiguar se ha ou nao

extremo e qual a sua natureza, calcula-se a segunda derivada da
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funcao da funcao implicita nesses pontos. Ora, atendendo a que
OF

ox

= 0, a expressao da segunda derivada é

ok
n_ _ Ox?

OF

dy

Se ¢’ > 0 h4d um minimo no ponto critico considerado e se y” < 0
hda um méximo, tal como no caso das funcgoes explicitas. Se for
y” = 0 h& que recorrer a derivadas de ordem superior.

Exemplo 8.6. Determinar os extremos da fungao y = f(z) definida
implicitamente pela equacao F(z,y) = 23 + y* — 3zy = 0.

Resolucao. Os possiveis pontos de extremo sao as solugoes do

sistema
2> +y3 -3y =0

322 -3y =0

isto ¢, os pontos (0,0) e (v/2,v/4). O primeiro ndo serve pois que

nele é i 0. No segundo ponto o valor da segunda derivada é
Y
y” = —2 e, portanto, a funcao tem um maximo nesse ponto. <
No caso mais geral em que uma equacao
F(.]Zl,.flfg,...,xn;U) =0

define implicitamente u como funcao de xq,xs,...,z,, de forma
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8.3. Extremos de funcoes definidas implicitamente

andloga a do caso anterior se conclui que (supondo Em # 0) os
u

pontos criticos sao as solugoes do sistema

([ F=0
oF

— =0
3x1
oF

=0.
\8%

Uma vez determinados os pontos criticos, o estudo da existéncia de
extremos nesses pontos faz-se em seguida da mesma forma que no

caso das fungoes definidas nao implicitamente.

Exemplo 8.7. Verificar se tem extremo no ponto (0,0, 1), sendo z

funcao de x e y definida implicitamente pela equacao
F=ab 0+ 20422 4+ +22-2=0.

Resolugao. A equacao dada define z como funcao de x e y numa

vizinhanga do ponto (0,0, 1) visto que nesse ponto é

OF
— 1) = F 1) =0.
S-(0.0,1)=8 ¢ F(0,0,1)=0

Os pontos criticos da fungao sao as solugoes do sistema

F=0
oF
%—O
oF
— =0.
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Como facilmente se pode verificar o ponto (0,0, 1) é uma das solugoes
do sistema. Calculando as segundas derivadas de z nesse ponto tem-

se
02F 0?F
0%z 02 2 1 0z 0z0y 0
r == — = —— = ——: S = = — =
Ox? oF 8 4’ Oxdy oF
0z 0z
L oz 1
e t= o 1
Portanto no ponto considerado é
1
t—s'=-—>0
rt—s 16 ,
o que significa que ha um extremo. Como r =t = ~1 < 0, esse

extremo é um maximo. «

8.4 Inversao das transformacoes pontu-

ais

Seja f : D; C R" — Dy C R"™ a transformacao pontual definida
pelas funcoes

o= filz,me,..,2)
Y2 = falw1,72,...,7,) (8.5)
Yn = [folT1,29,...,2,)
definidas e de classe C! em D;. Fazendo, parai=1,2,...,n
filzr, e, x0) — yi = gi(T1, 22, - .., T, Yi) (8.6)
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8.4. Inversao das transformacoes pontuais

as equagoes que definem a transformagao tomam a forma

gl(xlax%"'wrn;yl) = 0
ey Ty, = 0

92(551,%2, y L y?) (87)

gn('rhx%""xnyyn) =0

sendo os primeiros membros também de classe C'!. Entao, de (8.6)
resulta

Ofi - 9gi

8£Bk N &vk

(i,k=1,2,...,n)

e portanto sera,

8(f17f2a'-->fn) . a(gla927'--7gn)

O(x1,29,...,2,)  O(x1,m9,...,1,)

Se este Jacobiano for diferente de zero num dado ponto a € Dy,
entao, o Teorema 8.2 das fungoes implicitas garante que a trans-
formagao considerada define xq,xs,...,2, como funcoes de

Y1,Y2, - - -, Yo DUmMa vizinhanca do transformado f(a) de a.
Quer dizer: se o jacobiano for diferente de zero a transformagao
é bijectiva, pois faz corresponder a cada ponto (yi,¥s,...,y,) de

D5 o ponto (z1, s, ...,x,) de Dy de que aquele é o transformado.

Nestas condicoes diz-se que a transformacao é invertivel ou que
tem uma inversa.

Se se designar a transformacao inicialmente considerada por

Y = f(X), a sua inversa, se existir, designa-se por

X = f4Y).
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O Teorema 8.2 permite pois afirmar que se as fungoes (8.5) que de-
finem a transformacao sao de classe C' numa vizinhanca do ponto
a € D e o seu jacobiano nao é nulo, entao existe, univocamente de-
terminada, uma transformagao inversa numa vizinhanca do ponto

(Y1,Y2, - - -, Yn) correspondente a (1, g, ..., Ty,).

8.5 Dependéncia funcional

Definicao 8.1.
Dadas n funcgoes de n varidveis

N = fl(xlvx%'”axn)

Y2 = falz1, 20,00, 20)
(8.8)

Yn = fn(xlax% s an)7
diz-se que elas sio funcionalmente dependentes (ou
interdependentes) num dado conjunto D de R™ quando
entre elas se pode eliminar as varidveis xi,...,x, de

modo a obter-se pelo menos uma relacao da forma

9(Y1,Y2 .., yn) = 0 para todos os valores
<x17x27"'7xn) eD.

Se nao existir tal relacao, as funcoes dizem-se fun-

cionalmente independentes.

Exemplo 8.8. Sejam, por exemplo, as fungoes

Yy = — € Y2 = - -



8.5. Dependéncia funcional

Substituindo a primeira na segunda vem ys = /1 — y7 de onde re-
sulta (elevando ao quadrado e transpondo os termos para o primeiro
membro)

vity:—1=0,

o que indica que as funcoes dadas sao funcionalmente depen-
dentes. «

Exemplo 8.9. De forma analoga, as funcoes y; = sen x e
Yo = cos x sao funcionalmente dependentes para qualquer x, ja que
verificam sempre a relacio:  y? +y3—1=0. <«

O teorema seguinte, que se enuncia sem demonstracao, estabelece

uma condi¢ao necessaria e suficiente para a dependéncia funcional.

Teorema 8.3. Se as fungoes (8.8) sao de classe C* num aberto D
de R™, uma condi¢ao necessdria e suficiente para que sejam fun-
cionalmente dependentes em D é que o seu jacobiano seja identi-

camente nulo em D, isto €,

a(yby?: s 7yn)

=0.
O(x1, T2y ..., Ty)

Exemplo 8.10. Verificar se sao funcionalmente dependentes as

fungoes u = xy —rz, v=yz—xy e w=1xz—Y=2.

Resolugao. Como é

O(u, v, w)
O(z,y, 2)

as fungoes dadas sao funcionalmente dependentes. <«
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8.6 Exercicios

2

1. Se 2% + y® = 3xy, calcule iy
dz?

0
2. Calcule 8_v’ sendo v a funcao de x e y definida implicitamente
)

pelo sistema
ru+v =13
2yu — xv® = 4x

0
3. Seu? —v=3r+yeu—20?=1x—2y, calcule 22 ¢ 2.
or Oy

4. Verifique se as funcoes [ = zy + yz + 1z, g = 22 + y* + 2*
e h = x + y + 2z sao funcionalmente dependentes e, no caso

afirmativo, determine a relacao entre elas.

5. Dada a transformagao x = u — 2v, y = 2u + v determine as

equacoes da transformacao inversa.

6. Verifique que as fungoes seguintes sao funcionalmente depen-
dentes:

(a) u=2*+y*+22, v =02 -y’ +2z e w = 4y> +22° — 42 +8;

(b) u=Inz +Iny e v = cosxy.

7. Determine os extremos da funcao de x definida implicitamente
pela equacao:

(a) 2 —y* 4+ 2%y — 2 =0;
(b) z* +y* —day +2 = 0.

8. Determine os extremos da funcao de x e y definida implicita-

mente pela equacao 2% + y? + 22 = 1, supondo z > 0.
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Capitulo 9

Curvas e superficies

9.1 Curvas continuas

Intuitivamente uma curva pode ser identificada com a trajectéria de
um ponto que se move no espago segundo uma lei com um grau de
liberdade. Esta nocao intuitiva foi precisada por Jordan ao definir
curva (continua) como sendo todo o lugar geométrico de pontos do
espaco cujas coordenadas, num dado sistema de eixos cartesianos,
sao fungoes continuas de um parametro real ¢ definidas num dado

intervalo de R.

Abreviadamente pode, portanto, dizer-se que curva, segundo Jor-

dan, é toda a imagem continua de um segmento da recta real.

Assim, em R?® chama-se curva continua ao conjunto C' de pontos
(x,y, z) determinados pelas fungoes continuas

r=alt), y=yt), ==z (9.1)

com t, parametro real, a variar num intervalo [a,b] C R. Generali-

zando, curva continua de R™ é o conjunto C' dos pontos (z1, ..., z,)
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definidos por n fungoes continuas

vi=xt), i=1,2,...,n, a<t<b

As equagoes (9.1) chamam-se equagGes paramétricas da curva
e definem a chamada representagao paramétrica da curva.

Se t = f(s) for uma aplica¢ao continua reversivel do intervalo [c, d]
no intervalo [a, b] entao as relagoes

representam a mesma curva.

De uma forma geral, se se considerar que duas fungoes continuas
Fi(t) definida em [a,b], e Fy(s) definida em [c,d]

sao equivalentes sempre que existir uma aplicagao ¢ bijectiva e
crescente de [a, b] sobre [c, d] tal que Fi(t) = Fy[(¢(t))], fica assim
definida uma relacao de equivaléncia que permite dividir as fungoes

continuas em classes de fungoes equivalentes entre si.

E a cada uma destas classes de equivaléncia que se chama curva
continua. A mesma curva pode, portanto, ter uma infinidade de
representacoes paramétricas. Na exposicao que se segue considerar-

se-a, porém, apenas uma dessas representagoes.

Considerando o vector 7 que une a origem das coordenadas ao
ponto genérico (z,y, z) (vd. Figura 9.1) da curva definida parame-

tricamente pela equacoes (9.1) tem-se 7 = $(t)7+y(t)7+z(t)?.
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Quando t percorre [a, b] as coor-
denadas x, y, 2z do ponto
P, extremidade do vector 7,
variam e o ponto P descreve a

curva.

A representacao paramétrica
(9.1) pode, portanto, ser sub-
stituida pela representacao
vectorial Figura 9.1:

ou

ﬁ .
O vector 7(t) chama-se o raio vector dos pontos da curva e
— — ~ .
7 = T(t), a <t < b, a equagao vectorial da curva. Uma
curva pode, portanto, definir-se como sendo uma funcao vectorial

continua de uma variavel real.

Por uma questao de maior simplicidade na linguagem, em vez de
curva de equacdo vectorial 7 = 7 (1), a <t < b, diz-se geralmente

apenas curva 7 = 1 (t), a <t <b.

Numa curva 7 = 7(t), a <t < b, o ponto 7 (a) denomina-
se a origem ou ponto inicial da curva e 7' (b) a extremidade ou
ponto final da curva. Se a origem coincide com a extremidade, isto
é,se 7 (a) = 7' (b) a curva diz-se curva fechada; se 7 (a) # 7 (b),
a curva diz-se curva aberta ou arco da curva.
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Se numa curva 7 = 7 (t), a < t < b, houver, entre a e b, valores
do parametro t; # t, para os quais 7 (t;) = 7 (t2) entdo diz-se que

a curva se intersecta a si mesma ou que tem um ponto duplo.

Uma curva continua que nao se intersecta a si mesma denomina-se
curva simples ou de Jordan; se a curva é aberta diz-se um arco
simples ou arco de Jordan, enquanto que, se for fechada, se diz
curva fechada simples ou curva de Jordan.

Uma curva

- = - - -

P =2()7 +y)] +0F, a<t<b,

diz-se curva lisa (ou regular) se existem e sdo continuas as
derivadas 2'(t), y'(t), 2/(t) em [a,b] e ndo se anulam simultanea-
mente nesse intervalo. Se estas condigoes nao se verificam ape-
nas num nudmero finito de pontos nos quais, todavia, existem as
derivadas laterais, entdo a curva diz-se seccionalmente lisa (ou
regular por secgoes). Os pontos em que as condigdes nao se verifi-
cam denominam-se pontos singulares da curva, em contraposi¢ao

aos demais, que se denominam pontos ordinarios.

Se C1,Cs,...,C, for uma coleccao finita de arcos de Jordan tais
que, a partir do segundo, a origem de cada um coincide com a
extremidade do anterior, a sua reuniao C' = C; U Cy U ... U C,,
constitui um arco de Jordan seccionalmente liso que se denomina
caminho ou contorno. O contorno diz-se contorno fechado se
a extremidade de C), coincide com a origem de C4. Se os arcos
componentes de um contorno forem segmentos de recta (que sado

arcos lisos de Jordan), entao o contorno denomina-se poligonal.

As definigoes anteriores aplicam-se a curvas de R”, qualquer que
seja n > 2.
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9.2 Curvas em R?

De acordo com a definicao de Jordan, curva em R? é toda a imagem
continua em R? de um segmento da recta real (ou da recta), isto
é, o conjunto C' dos pontos (z,y) do plano cartesiano cujas coorde-
nadas sao funcoes continuas de um parametro real ¢ definidas num

intervalo [a,b] C R, tais que
v=alt), y=y() (9.2

As equagoes (9.2) chamam-se as equagoes paramétricas da curva
e definem a representacao paramétrica da curva.

. — .
Designando por 7" o vector que une a origem das coordenadas ao
ponto genérico (z,y) da curva, a representagdo paramétrica (9.2)

pode ser substituida pela representacao vectorial

ou abreviadamente

A equacdo 7 = 7 (t) denomina-se a equagao vectorial da curva.
Muitas vezes uma curva de R? é representada por uma equacao da
forma

y=f(z), a<z<b

que se denomina a equacao cartesiana da curva. Esta repre-
sentacao corresponde a representacao paramétrica
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Inversamente, se uma curva for dada pela representacao paramétrica
r=xz(t), y=vyt), a<t<b

para se obter a sua representacgao cartesiana y = f(x), basta elimi-
nar ¢t nas equagoes paramétricas.

9.2.1 Tangente em R?
Seja
T(t)=a()7 +y(t)j, a<t<h

uma curva lisa simples e P o seu ponto de coordenadas

xo = x(to), yo = y(to), to € [a,b].

Como se sabe, a equacgao da recta do plano cartesiano que passa
pelo ponto P(xg,yo) é

T—To Y—Yo

m n

em que m e n sao quantidades proporcionais aos co-senos directores
da recta. Ora, como a derivada

dr L L

——(to) = 2'(to) i +y'(to) Jj

dt

é um vector orientado segundo a tangente a curva dada em P(zg, o),
entao a equacao cartesiana da tangente a curva nesse ponto ¢é

T — Zo _ Y—Y
2'(to) Y (to)

(9.3)

ou
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As equagoes paramétricas da tangente sao, por seu turno

r = xz(ty) + A’ (to) (9.4)
y = y(to) + M\ (tg), —c0 <\ <0

e a equagao vectorial

T =a(te) i +yte) ] +Na'(te) T +y/(te) ]

] (9.5)

ou
T =T (ty) + AT (ty), —00 <\ < o0,

9.2.2 Normal em R?

Chama-se normal a uma curva lisa num ponto P(zg,yy) a recta
que passa por esse ponto e é perpendicular a tangente a curva nesse
ponto. Se a curva é dada na forma paramétrica

m:l‘(t)a y:y(t)7 a<t<b,

de (9.3) resulta imediatamente que a equagao cartesiana da normal
a curva no ponto P(xg,yo) é

Y—Y = —

Como os vectores x’(t0)7 + y’(t0)7 e y’(t0)7 - x’(t0)7 sao

perpendiculares, uma equacao vectorial da normal a curva no ponto

P(xo,10) ¢

7], —00 < ji < 0.
(9.6)

T = a(te) i +ylto) ] +puly (k) i — 2/ (to)
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Exemplo 9.1. Determinar uma equacao vectorial da tangente e
— —

da normal & curva 7' (t) = 4¢2 i +4¢ j no ponto correspondente a

t=1.

Resolugao. De (9.5) resulta para equagao da tangente
T =47 447 +A87 +47)

e de (9.6) para equagao da normal

9.2.3 Rectificacao de uma curva em R?

Seja C uma curva lisa de R? definida parametricamente pelas equacoes

r = xz(t)
y = y(t), a<t<hb.

A cada particao P do intervalo
[a, b] por meio de pontos

th=a<t1 <...<t; <
<...<t,=b

corresponde uma linha poli- !

S

~

N

|

—

L

S

k- ——

gonal inscrita na curva, com

vértices

Designando por I; o comprimento do lado da poligonal definido
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pelos pontos A; 1 e A; logo se vé que

li = \/(901 —2im1)? 4+ (Y — yie1)?

em que, para maior simplicidade na escrita, se fez z; = z(t;) e
yi = y(t;). O perimetro da poligonal serd pois

S=D = Vi —ai (= yia)?
i=1 i=1

Variando a partigao do intervalo [a, b] considerada, variard também
em geral o perimetro S, da correspondente poligonal. Em particu-
lar, quando a norma da parti¢do tender para zero (o que implica
que n tende para infinito) a poligonal tende a ajustar-se a curva e

o seu perimetro S, cresce.

O supremo dos perimetros de todas as poligonais que se podem
inscrever na curva é, por definicao, o comprimento da curva. A
curva diz-se rectificavel se esse supremo for finito, isto é, se existir,

finito e determinado, o limite

Se a curva for lisa, entao, de acordo com o teorema dos
acréscimos finitos de Lagrange , existem entre t;_; e t; pon-

tos intermediarios 6; e ¢; tais que

o= V002t — tia)? + [y ()2 (ti — ti1)?

= V0] + [y(a)]? At;

pOHdO Atl = tl — tifl-
Como 2'(t) e y'(t) sdo continuas, visto a curva ser lisa, o radical

181
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anterior é também uma funcao continua e portanto o limite

IP]|—0 ;

existe e é o integral definido

S= /b VEOP + O] di = /b \/(‘;—f)z + (%)2 d.

Se na expressao anterior se deixar o limite superior de integragao

varidvel no intervalo [a, b] obtém-se a fungao integral

soo- [J(&) () o

que, como se sabe, é derivavel e tem por derivada a funcao inte-

granda nos pontos em que esta é continua. Ora, como no caso

presente a fungao integranda ¢é continua em todo o intervalo [a, b]

ds dr\? dy 2
— J— _|_ -
dt dt dt

ds* = da? + dy’,

tem-se entao

de onde resulta

expressao que se denomina o diferencial do arco de curva.

Se a curva for dada na forma cartesiana y = f(x) a féormula para a
sua rectificacao passa a ser

b

SZ/de.

a
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Pode demonstrar-se que o comprimento de uma curva ¢é indepen-
dente da representacao paramétrica utilizada, isto é, todas as re-
presentacoes equivalentes conduzem ao mesmo valor para o com-

primento.

Fixando a origem A de uma curva, a posicao de qualquer outro
ponto P da curva pode ser determinado em fun¢ao do comprimento
do arco AP, isto é, através da férmula (9.7) e por isso se chama

abcissa curvilinea de P a varidvel s definida pela integral

5= 0= N(g)ﬂ(g_gydt_

Assim, os pontos da curva passam a ser determinados pelo

parametro s, chamado parametro intrinseco dos pontos da curva.
Utilizando esta mudanca de parametro obtém-se para a curva a rep-
resentacao paramétrica

T =T7(s)

, . N ~ — — .z ~
que é equivalente a representacao 1 = 71 (t) (ja que sendo a fungao

s = f(t) invertivel se pode obter t = f~1(s)).

Da regra de derivagao da funcao composta resulta

dr
dr _drdt g
ds dt ds ds
dt
Ora, como
d7  dr— dy—
—_— = — —
at ar ' at’
¢ um vector tangente a curva e, por outro lado,

ds _ [(d= 2+ dy\*
dt dt dt
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¢ igual a norma desse vector, segue-se que

o dr

ar _ _dt
i [T
t

é um vector unitario (ou versor) tangente a curva no ponto con-
. , =
siderado. Tal vector notar-se-a4 t , escrevendo-se
ﬁ
dr

H
— dr

> dt

= — t = —5—
S ou f—
dt

9.2.4 Curvatura duma curva. Raio de curvatura.

Evoluta

Dado um arco da curva lisa
ZE, considerem-se as tangentes
a curva nos ponto A e B (vd.
Figura 9.3). Designando por
As o comprimento do arco e por
A« o angulo de rotacao da tan-
gente quando se passa do ponto
A ao ponto B, chama-se cur- a o+ Aa

vatura média K,, do arco AB x
ao quociente

_ Aa Figura 9.3:

K, = —.
As

A curvatura média permite caracterizar o grau de encurvamento

dum arco mas ja nao permite caracterizar o encurvamento na vi-
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zinhanca de um ponto. Para isso introduz-se a nogao de curvatura
num ponto.

Chama-se curvatura duma curva no ponto A, e nota-se K4, ao
limite da curvatura média do arco AB, quando B tende para A (ou
seja, quando o comprimento As do arco tende para zero):
Aa
Ky= lim K,, = lim —.
As—0 As—0 As
Como num sistema de coordenadas cartesianas o e s sao ambos
funcoes de z, pode-se considerar o como uma funcao de s expressa
por equacgoes paramétricas em x. Entao

da

L Aoz_doz_%
Ba= A = ds
dx

Suponhamos que a curva é dada em coordenadas cartesianas por
uma equagao da forma y = f(x) e que f(z) é de classe C?. Como,
atendendo ao significado geométrico da nocao de derivada, é

a = arctg v/, tem-se

dov B ,y//
de 1+ y?
., ., ds
Por outro lado, como ja se viu, é i 1492 e por con-
T
sequéncia resulta
da
d — 1
dz  as (1+y?)°
dx

para a expressao geral da curvatura num ponto.

Exemplo 9.2. Determinar a curvatura da recta y = ax + b num
ponto genérico A(x,y).

185



9.2. Curvas em R?

Resolugao. Como ¢’ = a e y” = 0, substituindo na férmula (9.8)
tem-se K = 0. A recta é, portanto, uma curva de curvatura nula. <«

Suponhamos agora que a curva ¢ definida parametricamente pelas
equacoes
=), y=1v), a<t<b

/
e que ¢(t) e ¥(t) sdo fungoes de classe C?. Neste caso é o = arctg—
¥

e portanto

dov B 90/#}// _ 77D/SO//

dt o S0/2 +¢l2

ds
Como, por outro lado, é i V¢ 4+ % resulta entdo para

expressao da curvatura

K ¢/¢// _ ¢/¢//

Exemplo 9.3. Determinar a curvatura num ponto genérico da

(9.9)

cicldide x =a(t— sent), y=a(l— cost).

d d?
Z{esolugéo. Com;) d—j = a(1l — cost); d_t;v = a sen t;
d—i =asent e T a cost, substituindo na férmula (9.9) tem-se
1
K = —
4a sen —
2

Donde, chama-se raio de curvatura de uma curva num ponto A

ao modulo do inverso da curvatura nesse ponto, isto é

1

186



Capitulo 9. Curvas e superficies

Se sobre a normal a curva no ponto A se marcar, no sentido da con-
cavidade, um comprimento igual ao raio de curvatura obtém-se um
ponto que se denomina centro de curvatura da curva no ponto A.

O circulo com centro no centro de curvatura e raio igual ao raio
de curvatura no ponto A chama-se o circulo de curvatura da
curva no ponto A (a correspondente circunferéncia chama-se cir-
cunferéncia osculatriz no ponto A e é evidentemente tangente a

curva nesse ponto).

Se a curva for definida cartesianamente pela equacgao y = f(z),
as coordenadas (o, ) do centro de curvatura sao dadas pelas ex-

pressoes
_ o y(+y”)
o= — T
(9.10)
1 +y12

O lugar geométrico dos centros de curvatura de uma curva consti-

tui uma nova curva que se denomina evoluta da curva considerara.

Se a curva for dada pela equagao y = f(z), as equagdes paramétricas
da curva sdo precisamente as equagdes (9.10) tomando z como

parametro.

Exemplo 9.4. Determinar a equacao da evoluta da parabola
y = az’.

Resolucgao. Como 3’ = 2ax e y” = 2a, as coordenadas do centro
de curvatura num ponto genérico de abcissa x sao de acordo com
(9.10)

1+ 6a22?

= —4q?23 =
Q a*x®, [ o
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Estas equagoes sao precisamente as equagoes paramétricas da evo-
luta da pardbola considerada. «

9.3 Curvas em R?

Como foi ja referido anteriormente, chama-se curva continua de R?
ao contradominio de uma aplicacao continua de R em R3, isto é,
ao conjunto C' dos pontos (z,y, z) determinados por um sistema de

funcoes continuas

x=x(t
y = z(t) (9.11)
z = z(t)

definidas num intervalo a < ¢ < b.

As equagbes (9.11) chamam-se equagoes paramétricas da curva e
constituem a sua representagao paramétrica , a qual corresponde a

representacao vectorial

(9.12)

Uma curva de R3 pode também definir-se como sendo o lugar
geométrico dos pontos de interseccao de duas superficies

F(z,y,z)=0
(9.13)
G(z,y,z) = 0.

Por exemplo, as equacoes 22 +3%+22 =9, 2z = 2 que representam
uma esfera e um plano, definem, quando consideradas simultanea-

mente, uma circunferéncia.
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9.3.1 Tangente em R?

—

Se T(t) = x(t)? + y(t)? +z(t)k, a<t<b for uma rep-
resentacao vectorial de uma curva lisa de R3, entdo existe a
derivada em ty € [a, b

d—T(to) =T (to) = x/(to)T + yl(t0)7 + Z/(to)?

que é, como se sabe, um vector orientado segundo a tangente a
curva no ponto de coordenadas xo = x(to), Yo = y(to), 20 = z(to)-

A equacao da tangente nesse ponto é portanto

=T _Y~Y% _*~%0 (9.14)

2'(to)  y(t)  y(t)

A correspondente representacao paramétrica é entao

x(to) + Az’ (to)
y(to) + Ny (tg), —00 <A< o0 (9.15)
z(to) + A2/ (to)

x
Y
z

e a representacao vectorial
T =T (ty) + AT (tg), —o0 <\ < 0. (9.16)

Resta agora considerar o caso em que a curva é definida como a

interseccao de duas superficies

F(z,y,z) =0
{ G(z,y,2) = 0. (9.17)

Se nos pontos que verificam simultaneamente as duas equagoes
as fungoes F' e G admitem derivadas parciais de primeira ordem
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9.3. Curvas em R3

A(F,G)
Az, y)

rema das fungoes implicitas permite concluir que numa vizinhanca

continuas e se for

# 0 num ponto (o, Yo, 20), €ntao o teo-

desse ponto as equagoes (9.17) definem z e y como fungoes de z de
classe C'. Nessa vizinhanca fica pois definida uma curva lisa com

uma representacao paramétrica da forma

r=x(2)
y=1y(2)

Para determinar a equacao da tangente a esta curva no ponto
(%0, Yo, 20), hé que determinar as derivadas em ordem a z das fungdes

x(z) e y(z) nesse ponto.

Ora, de acordo com o teorema das fungoes implicitas

o(F,G) o(F,G)
de _ Ozy) o dy _ O(x,2)
dz  O(F,G) dz O(F,G)’
I(z,y) I(z,y)

dz
Como, por outro lado, P 1, a equagao cartesiana da tangente
z

a curva em (zg, Yo, 20), ¢ entao
T—To  Y—Y _ 22— %0
AFG) ~ OFG)  9FG) (9.18)

Ny,z)  O(z,x)  I(x,y)

sendo os jacobianos calculadas em (g, yo, 20); sendo a férmula valida
quando pelo menos um dos jacobianos é diferente de zero. Se num
ponto da curva os trés jacobianos se anularem simultaneamente, o
ponto chama-se ponto singular e a curva nao tem tangente nesse

ponto.
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De (9.18) resulta imediatamente a representagdo paramétrica

- o(F,G)

N )
- o(F,G)

Yy = Yo+ 2 —00 < A < 00 (9.19)
B o(F,G)

R T

e a representacao vectorial

AF.G)=  OFG)=  OFG)
oy,2) e ) T Ay

—
k),

(9.20)

? = 7(1’0,3;0, Z()) + A (

com —00 < \ < 0.

Exemplo 9.5. Determinar a equacao cartesiana da tangente a

curva x = t —cost, y = 3+ sen 2t, z = 1 4 cos3t no ponto
s

t=—.
em que 5
Resolugao. Como 2/(7w/2) = 2, ¢/ (7/2) = =2 e 2Z/(7/2) = 3, a
equacao pretendida é
r—7/2 y—-3 =z-1

5 > ~ 3 [

Exemplo 9.6. Determinar a equagao da tangente a curva
cT4+y+z=3 22—y +22=2

no ponto P(1,1,1).
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Resolugao. Pondo F(z,y,z)=x+y+2—3=0 e
Gr,y,2) =2 —y* +222-2=0
tem-se
(8(F,G)) <8(F,G)) (8(F,G)>
— —6’ = 2’ — 4
8(y,z) P a(zwf) P 8($ay) P

e portanto a equacao da tangente a curva é

A correspondente representagao vectorial é
- = = — — —
K J A k)+N=6i +25 +4k)

e a representacao paramétrica é

r = 1—06A\,
= 142\,
z = 14+4)\. <«

9.3.2 Normal e plano normal em R?

Se uma curva de R? tem tangente num dado ponto, chama-se nor-
mal a curva nesse ponto a toda a recta que seja perpendicular a tan-
gente no ponto de tangéncia. Como é evidente, ha uma infinidade
de normais a curva nesse ponto, as quais estao todas situadas num
mesmo plano (perpendicular & tangente a curva) que se denomina

plano normal a curva no ponto considerado.

Como se sabe, a equagao do plano que passa por um ponto (g, Yo, 20),
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e é perpendicular a uma recta de parametros directores A, Be C é
Alx — x9) + B(y — xo) + C(2 — 29) = 0.

Entdo, a equacdo do plano normal & curva 7 = 7 (t) no ponto
(20, Yo, 20), €, atendendo a expressao (9.14) a tangente

' (to)(x — o) + 4/ (to)(y — yo) + 2'(to) (2 — 20) = 0. (9.21)

Exemplo 9.7. Determinar as equagoes da tangente e do plano
normal a curva
— — —
TH)=ti +t2j +t7k

no ponto (3,9,27).

Resolugao. O ponto em causa é o que corresponde a t = 3. Como
' (3) =1,y (3) =6, 2/(3) = 27 a equagado da tangente é

r—3 y—9 2-27
16 21

e a do plano normal
(x—3)+6(y—9)+27(z—27)=0

ou
r+6y+272=786. «

9.3.3 Rectificacao de curvas em R?

O que se referiu anteriormente (pardgrafo 9.2.3) acerca da recti-
ficacao de curvas de R? estende-se sem dificuldades as curvas de R3.
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Assim, se C' é uma curva de R3 definida por
v=uxz), y=y), z==z01), a<t<b

e z(t), y(t), z(t) sao fungoes de classe C!, o seu comprimento ¢

.- N R

Para o arco da curva compreendido entre a extremidade P(a) e o

ponto varidavel P(t) o comprimento é dado pela fungao

- E @ o

que é uma funcao derivavel de t.

Derivando obtém-se:
ds dz\ 2 dy 2 dz\>
E_W) () (%) (020

ds = \/da? + dy? + dz? (9.25)

de onde resulta

que se denomina o diferencial do arco.

Fixando a origem P(a) do arco e imaginando sobre ele um ponto
varidvel P(t), a posigdo de P pode, portanto, determinar-se através
da férmula (9.23) e, por isso, se chama abcissa curvilinea de P
a grandeza s(t) definida por essa férmula. Nessa altura a repre-
sentacdo vectorial da curva passa a ser 7 = 7 (s).
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Tal como em R2, o vector

AT _di dy— i
ds  ds ds‘] ds

e . z . N _>
¢ um vector unitario tangente a curva que se representa por ¢

. . dr dr
e_dr_drdt_ﬂ_ At

b= T ards T ds v (9.26)
dt dt

9.3.4 Férmulas de Frenet

Como ¢ evidente, o vector unitario © ¢ varidvel em direccao de
ponto para ponto da curva, pelo que pode considerar-se como funcao
do arco @, ou seja, do parametro intrinseco s. E, como a derivada
dum vector de médulo constante é um vector perpendicular ao
dado, derivando ¢ em ordem a s obtém-se um vector de direccao
perpendicular a T, Designando por 7 o vector unitério que define
a direccao e sentido desse vector e por k a sua grandeza, tem-se

entao

dt
-k 2
s n (9.27)

que se denomina primeira férmula de Frenet.

Ao valor absoluto de k chama-se a curvatura de flexao da curva
no ponto considerado e a — o raio de curvatura de flexao . O

K]

— . N .
vector n’ é evidentemente normal a curva no ponto considerado; a
. ~ —
recta que passa por esse ponto e tem a direcgao de m chama-se a
normal principal nesse ponto.
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Ao plano definido por T e por 7, que é tangente & curva no ponto
P de aplicagao desses vectores visto conter 7, chama-se o plano
osculador a curva em P. O plano osculador a uma curva num
dado ponto é, pois, o plano definido pela tangente e pela normal
principal a curva nesse ponto.

Considere-se no ponto P um terceiro vector unitario ?, de modo
que o triedro definido por ?, e ? tenha a mesma orientacao
que o triedro definido pelos vectores 7, 7, ? O vector unitario
?, que é também normal a curva em P, denomina-se versor da

binormal.

Figura 9.4:

O triedro assim definido é o triedro de Frenet (ou intrinseco) no
. : - -,

ponto considerado. O plano definido por b e por ¢t é o plano

rectificante (Figura 9.5).

Como ¢ evidente, é

- —_ . e e 4
Como b e t sao perpendiculares entresié b - t = 0 e, portanto,
derivando esta igualdade tem-se

db — — di

— -t b - —=0
ds + ds
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é
t

e atendendo ao valor de

—
db — — N

—t =—0-(kn)=0
s (k)

. - —_— o~ .

visto que b e m sao perpendiculares.

Plano
rectificante

Plano
normal
binormal
Normal
principal

Plano
osculador tangente
Figura 9.5:
—)
db

~ . . , . —
A relacao anterior mostra pois que s perpendicular a t ; mas
s

ﬁ
como é também perpendicular b , hé-de ter forcosamente a direcgao

de 7. Designado por T a sua grandeza tem-se portanto

db
- =T 2
s n (9.28)

que ¢ a segunda férmula de Frenet.

O numero T definido por esta formula chama-se a curvatura de

torcao (ou simplesmente tor¢ao) da curva no ponto considerado;

ao inverso da torgao, T chama-se raio de torcgao.
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Como ¢ evidente, se uma curva for plana a sua torgao é nula em
todos os pontos. Se a tor¢ao nao for nula a curva diz-se curva
empenada ou torga.

é
Como W = b x 7, derivando esta igualdade obtém-se

dnw db dt
n__—>—>_:_>—> —>_>:_—>_—>
%_dsxtjtbxds T(wx t)+k(bxn) Tb—kt
ou seja
AT (9.29)
ds '

que ¢é a terceira formula de Frenet.

9.3.5 Equacoes da normal principal e da binor-

mal

: . N — —
Como a normal principal a curva 7 = 7'(s), no ponto Py(xg, 3o, 20)
é a recta que passa por esse ponto e tem a direcgao do vector

s . —_ ~ . 7
unitario n’, a sua equagao vectorial é

T = To=A1 (9.30)

de onde resulta, tendo em conta que

2 Tt Tyt

W—lﬁ 1 (d’r— dy— d*z—
kds k ’
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a expressao cartesiana

T — X _ Y —%Yo _ Z— 20
z"(s0)  y"(s0)  2"(s0)

(9.31)

em que as derivadas sao calculadas em relacao ao parametro

intrinseco s.

Se a curva estiver definida, nao em funcao do parametro intrinseco
s, mas de outro parametro ¢, a aplicagdo da férmula (9.26) permite
passar das derivadas em ordem a s para as derivadas em ordem a t
e obter assim uma expressao formalmente igual a (9.31), mas com
derivadas em relacao a t.

ﬁ
Finalmente para a recta binormal , cuja direccao é ade b , tem-se
T —To=Ab (9.32)

ou

ou ainda

- = -

t ]
- =
T =To=Az, Yy, 2
! 1 "
Ty Yo <o

Desta expressao resulta a equacao cartesiana da recta binormal

r—%y Y=Y = =2

1 "ol Ml /T "ol "
Yoc0 —Yo?0  Toco — Toko  LoYo — ToYo

(9.33)

Exemplo 9.8. Determinar as equacoes cartesianas das rectas tan-
gente, normal principal e binormal no ponto correspondente a t =
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T =acost

da hélice cilindrica ¢ y=asent, —oo<t<oo comaeb con-

z = bt

stantes.

Resolucao. Como em t =t é

To = acosty, (= —asenty, x5 = —acosty

Yo = a sen ty, Yy = aCosty, Yo = —a sen ty

2o = bty, 2, =b, 2y =0

YoZ0 — Yoz, = absin ty,
"7 !
T2y — TpZ, = —abcosty,

i "yt . 2
LoYp — TolYp = @

substituindo estes valores em (9.14), (9.31) e (9.33) obtém-se, res-

pectivamente, as equacoes cartesianas das rectas

T — Zo Y — % Z =20
Tangente: = =
—asenty acost b
T—% _ Y~ Y%
Normal Principal: costy sen
z—290=0
Binormal: — 20 — Y7 % _ 27 % 4
bsenty, —bcostg a
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9.3.6 Equacoes dos planos normal, rectificante

e osculador

De acordo com a sua prépria definicao, o plano normal num ponto
N — — 7 7 .
Po(x0,90,20) & curva 7 = 7(s) é o lugar geométrico dos pontos
com vector posicional 1" tais que o vector " — 1’y seja perpendi-
H ~ .
cular ao vector t . Portanto, a equacao vectorial do plano normal

. . — ,
em P, (com vector posicional 77) é

(7 = 7o) t =0. (9.34)
Como
T =2(s)7 +y(s)T +2(8)F
(§]

— (dm) — (dy> — (dz) —
t=|\—) ¢t +|—| 7+ k,
ds /, ds /, ds ),

em Py a expressao cartesiana do plano normal serd

(%) @+ () w-w+(5) == =0 @)

Analogamente, a equagao do plano rectificante é

(7 —=7o)-m =0 (9.36)
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Para o plano osculador, por seu turno tem-se
(T —7T0o)- b =0 (9.38)

ou
(T —7)-(t x®)=0

de onde resulta a equacao cartesiana

L—=To Y—Y =~ %0
x;, o 2y | =0. (9.39)

1! /! "
Lo Yo 20

Exemplo 9.9. Determinar as equacgoes cartesianas dos planos nor-
mal, rectificante e osculador a curva considerada no Exemplo (9.8)

no ponto correspondente a t = .

Resolucao. Substituindo os valores calculados no exemplo an-
terior (Exemplo 9.8) nas férmulas (9.35), (9.37) e (9.39) resultam,
respectivamente, as equagoes dos

Plano normal:  —(a sen ty)z + (acosty)y + bz = bty
Plano rectificante: (costg)z + ( sen to)y = a

Plano osculador: (b sen tg)z — (bcosty)y + az = abty. <«
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9.4 Superficies em R3

Definicao 9.1.

Chama-se superficie no espaco R ao conjunto dos pon-
tos (x,y, z) desse espago descrito por trés fungoes continuas

= z(u,v)
y = y(u,v) (9.40)
z = z(u,v)

definidas num dado dominio D fechado de R2.

Uma superficie é, pois, o contradominio da transformacao continua
definida por (9.40). As equagoes (9.40) denominam-se equagoes
paramétricas da superficie e definem a chamada representagao

paramétrica da superficie.

Se em R? estiver fixado um referencial cartesiano ortogonal de (9.40)
deduz-see imediatamente a chamada representagao vectorial da
superficie

N — — —
k

7= (u,v) = z(u,v) i+ y(u,v) § + 2(u,v)

No caso particular em que em (9.40) se tomam como parametros

xr = u, y = v, obtém-se a representacao cartesiana explicita
z = f(z,y).
Uma superficie pode, porém, ser dada também na forma implicita
F(z,y,2z) =0.
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Definicao 9.2.

Uma superficie definida parametricamente pelas equacoes
9.40 diz-se lisa se as funcgoes x(u,v), y(u,v) e z(u,v)
sdo de classe O e, além disso, os Jacobianos

nao se anulam simultaneamente em nenhum ponto de

D.

Os pontos de D em que isto acontece denominam-se pontos or-
dinarios da superficie; os pontos em que essas condigoes falham,
sao pontos singulares da superficie.

Se a superficie for definida cartesianamente por uma equacao
F(x,y,2) = 0, entao serd uma superficie lisa se F' for de classe C'!
e as suas primeiras derivadas parciais nao se anularem simultanea-

mente.

Se em (9.40) se fizer u = f(t) e v = g(t), com f e g de classe C',
obtém-se uma curva sobre a superficie, de equacoes paramétricas

r=uz(t), y=y(t), z==(t).

A recta tangente a esta curva num dado ponto P(z,y,z) é, por
definicao, uma recta tangente a superficie nesse ponto. Como por
um mesmo ponto ordinario P da superficie passa uma infinidade de
curvas sobre ela situadas, ha uma infinidade de rectas tangentes a
superficie nesse ponto. Essas rectas situam-se todas, porém, num

mesmo plano, como é facil de provar.

204



Capitulo 9. Curvas e superficies

Proposicao 9.1. Todas as rectas tangentes a uma superficie

F(z,y,z) = 0 num ponto ordindrio P estio situadas sobre um

mesmo plano.

Demonstracao. Consideremos sobre a superficie uma curva qual-

quer que passe pelo ponto P, de equacoes paramétricas

r=ux(t), y=yt), z==z().

A equacao da curva pode, pois, escrever-se

Fla(t), y(t), 2(t)] = 0.

Derivando em ordem a ¢ vem

8_Fd_x+a_F@+a_F@—0
ov dt Oy dt Ozdt

o que corresponde a

8F—,>+8F—,>+6F? dx—,>+dy—,>
o ' dy T T at ' ar?
ou seja
ar
dF-— =0;
gra 7 0;

com grad F' # 0 visto P ser ponto ordinério.

—

dz—
) =
+ & ) 0

,r, Id N .
Como o ¢ tangente a curva considerada no ponto P, segue-se

que a tangente a essa curva é perpendicular ao
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Mas como a curva considerada era arbitraria, entao todas as rectas
tangentes a superficie no ponto P sao perpendiculares ao mesmo
vector (grad F')p e, portanto, sdo complanares, como se pretendia

demonstrar. B

9.4.1 Plano tangente

Definigao 9.3 (Plano tangente).

Chama-se plano tangente a superficie F(z,y,z) =
0 num ponto ordindrio P(xo, %o, 20) ao plano formado
por todas as tangentes em P as curvas tracadas sobre a

superficie que passem por esse ponto.

De acordo com a proposicao anterior, o plano tangente a
F(z,y,z) = 0 no ponto ordinario P é perpendicular ao vector

(grad F)p. A sua equagao é portanto

9.4.2 Normal

Defini¢ao 9.4 (Normal a superficie).

Chama-se normal a superficie F(x,y,z) =0 no ponto
ordindrio P(zo,vo,20) & recta perpendicular ao plano

tangente a superficie nesse ponto.
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Como a normal tem a mesma orientagao de (grad F')p, a sua equagao
cartesiana ¢

T — Xo Y—"Y Z— 20

(&), @), (),

Nota. Caso a equacao cartesiana da superficie seja dada na forma
explicita z = f(z,y), pondo F(z,y,z) = f(x,y) — z = 0 resultam as
equacoes

z2—z9= (x — o) + ggjj(y —1yo) (plano tangente)

r—%o Y—Yo 22— R0 (plano normal)

of ~of - 4
Ox oy

em que as derivadas se supdem calculadas no ponto (xg, o).

Exemplo 9.10. Determinar as equacoes do plano tangente e da
normal & superficie 23 +y® + 23+ 2yz — 6 = 0 no ponto P(1,2—1).

Resolugao. Pondo F(x,y,z2) = 2% + y* + 2% + zyz — 6 tem-se:
F oOF
— =3 +tyz, — =31 +arz, — =327+ay

0z

e no ponto P(1,2,—1)

(a_F) — 1 (8—F) ~ 11, (a—F) =5,
or ) p oy ) p 0z ) p
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A equagao do plano tangente é pois
(x—1)+11(y—2)+5(z+1)=0
ou seja

x4+ 11y + 52 —18 = 0.

A equagao da normal, por sua vez, é

-1 y—2 z+1

1 11 5

Exemplo 9.11. Determinar as equacoes do plano tangente e da

normal & superficie de equac¢do z = xy no ponto P(1,1,1).

Resolugao. Pondo z = f(x,y) = xy vem

or_, 0,
or oy

e no ponto P(1,1): (ﬁ) =1 e (ﬁ) =1
9%/ (1, ARY

A equacao do plano tangente é entao

z—1=(x—-1)+(y—1) ouseja z+y—z—1=0.

A equacao da normal é: = = . <

As superficies até agora estudadas foram superficies de R?, isto

é, transformacoes continuas de R? em R3. De uma forma mais
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geral, podem considerar-se superficies em R”, as quais se definem
como transformacoes continuas de R*~! em R" e se denominam,
frequentemente, hipersuperficies.

9.5 Superficies quadricas

As figuras tridimensionais que correspondem as cénicas sao chama-
das superficies quadricas, que sao definidas por equagoes do 2°

grau a trés variaveis
Az + By* + C2* + Dy + Exz + Fyz + Ge + Hy + Iz + K = 0.

Por rotagao ou translagao dos eixos (ou ambas as coisas) a equacao

geral pode converter-se em um dos seguintes tipos:
Ar* +By* +C2*=D ou Az’ +By*+12=0,
que se chamam equacoes reduzidas da quadrica.

As quadricas mais importantes que consideraremos sao as seguintes.

9.5.1 Esfera

Se a esfera tem centro na origem e raio a (Figura 9.6) sua equagao
é

x2—|—y2+z2:a2.

Se o centro é ponto (h, k,j) a equagao é
(x—nh)?*+ (y — k) + (2 — j)* = d*.
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Figura 9.6: Figura 9.7:

9.5.2 Elipsoide

A equacao de elipséide é:

2 2 2
T Y z
StEta=L

A superficie assim definida tem centro na origem e a, b, ¢ sao 0s

seus semi-eixos (Figura 9.7).

Se a = b o elipsdide é um elipséide de revolucao em torno de OZ;
se a = ¢ em torno de OY’; se b = ¢ em torno de OX.

Se o centro for o ponto (h, k,j) a equagao toma a forma

) R )
a? b2 c2

1.
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9.5.3 Paraboldide eliptico

A equacao do paraboldide eliptico
é:
22 2

E—Fb—zzz.

As secgoes por planos z = k sao
elipses; as seccoes por planos
paralelos aos outros eixos coor-
denados sao pardbolas (Figura
9.8).

Se a = b a superficie é uma

superficie de revolucao e as
secgoes horizontais sao circun-

feréncias e o paraboldide diz-se

Figura 9.8:

paraboldide de revolugao.

9.5.4 Hiperboléide de uma folha

A equagao da hiperboldide de uma folha (Figura 9.9) é:

[L’2 y2 22

a2 b2 2

As secgbes por planos z = k s@o elipses (excepto se a = b, caso em
que o hiperboldide é de revolugao); as secgdes por planos = k ou
y = k sao hipérboles.
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9.5.5 Hiperboléide de duas folhas

A equagao de uma hiperboléide de duas folhas (Figura 9.10) é:

.I'2 y2 2,2

e ptat

As secgoes por planos © = k ou y = k sao hipérboles; por planos

z = k sao elipses.

| NP
1\ A
P

Figura 9.9: Figura 9.10:

9.5.6 Cone eliptico

A equagao de um cone eliptico (Figura 9.11) é:

22'2 y2 2,2

a2 b 2

As secgoes por planos z = k > 0 sao elipses; as secgdes por planos
x = k ou y = k sao hipérboles. Se a = b o cone é um cone circular.
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9.5.7 Superficie cilindrica

A equagao de uma superficie cilindrica (Figura 9.12) é:

$2 yQ
E—Fb—Q:l.

Se a = b é um cilindro circular; se a # b eliptico.

Figura 9.11:

<

AW
\

/

—

Figura 9.12:
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9.6 Exercicios

1. Determine a equagao cartesiana de cada uma das seguintes
curvas planas:
() T() =127 +2t5, 0<t<2
(b) 7 (t) = cost i + sen 215?, 0<t<2n
(c) 7 (t) = sen ti + (1-— 2cost)7>, 0<t<3r.

2. Determine as equacoes da tangente e do plano normal as cur-
vas seguintes nos pontos indicados:

(a) z=6sent, y=4cos3t, z=2sen 5t para tz%;

M) z+y+z=322—y*+22=2 em (1,1,1);
(c) 32y + 9?2z = -2, 222 —2?y =3 em (1,—1,1).

3. Determine as equacoes da tangente e do plano normal a curva

T =i e 13k, (t=0).

4. Determine as equagoes do plano tangente e da normal a:

(a) 3xt —4y32 +42%2y —42%2+1=0 em (1,1,1);
(b) 2z =22 —4y* em (2,1,4).

5. Determine o comprimento do arco da curva x = t — sen t,
t
y =1—cost, 2z = 4 sen <§> compreendido entre t = 0 e
t=2m.

6. Dada a curva x = cost + sen t, y =
. —
z = —cost, determine os vectores t, n

sen ¢ — sen tcost,
ﬁ

i
e b noponto t = 5
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7. Determine a curvatura e a torcao da curva
T = et7 + e_t7 + tﬁ?
8. Determine o raio de curvatura da curva definida por
i+ 22=4, x4y—2z=0.

9. Determine a equacao do plano osculador & curva z = g2,

z = z? no ponto (1,1,1).

10. Identifique as superficie de equacgoes:

(a) 22 +y? + 22 =2z + 4y +4 = 0;
(b) 2 +y* =2y —2+1=0;
(d) 222 +3y? — 22 — 120 + 12y + 22 + 29 = 0;

)
)
(c) 22 — 22— 3y? = 0;
)
(e) 22 +2y* +222+42+1=0.
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Respostas dos exercicios

Exercicios 1.5 Nao aplicavel.
Exercicios 2.3 Nao aplicavel.
Exercicios 3.3 Nao aplicavel.
Exercicios 4.6
1L (a)-1<z<ley#0; (b)[z+yl<1L (c)zy>0.

2. (a) 5; (b) 0; (c) Nao existe.

3. (a) Pontos das rectas © = 0 e y = 0; (b) Pontos da cir-
cunferéncia 22 + y?> = 1; (c) Pontos dos planos coordenados

r=0,y=0,z=0.

Exercicios 5.11

1. (a) % = ya¥ !, g—; =2YInx;
0z 0z 9
(b) 3 = Sen Y + xy cos xy, 9 = x° cosxy.
2. (a) 0z B 21 02z B 222 0z B 02z B
' or2  (x—y)3 oy (v—y)3 Oxdy Oydxr
_ 2xy
(x —y)*

217



9.6. Exercicios

(b) Pz _ 0 Pz _ oY 0%z _ Pz _ oV
Ox? T Oy? " Oxdy  Oyox
1 1
= dp 4+ ——
T2 152

5. (a) d*z = 2dzdy; (b) d*z = 2 sen (2y)dxdy + 2x cos(2y)dy>.

4. (a) dz

dy; (b) du = T+ gdy +2de.
u u u

d 5 0 0
7. (a) ﬁ = cos(z — 6x?)e SO 727 () o0, %= 1;

ou v
dt  \fy VY 292 )

6. (adz + bdy)"e®™ .

9. (a) 20y2% i +223 ) + 302y22 & (b) 2 — 2y;

(c) 2227 + (x — 4xy)7; (d) 3z%yz* — 32%y?23 + 62ty 22
1 4
11. (a) —v22; (b) =; (¢) ———=; (d) 1.
(&) VI (0) 33 (0) =i ()

Exercicios 6.3

1 1
L (a) f(z,y) =1 = 5(2® +9*) + 57 (" + 627 + ") + ..

" 2 24
(b) fzy) =Y (=1)"(z+y)";
n=0
1
(¢) flz,y) =1+ (z =1y — 5@ =1y + Rs.
2 P
2. (a) floy) = 1= 5 =5 + Ry (b) flo,y) =y +ay + Ro.
224y at gt ab 4y
3. f(z,y) =2y (2— i + I +>
1 1 1
4. ry — §at2y2 + g.’pgy?’ — pr4y4 + ...

T

5. e“cosy + e“(hcosy — k sen y)+%(h2cosy—2hk sen y —
E* seny)+.... .
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Exercicios 7.3
1. (a) zmin =0 em (1,3); (b) Zmax = —3 em (=1, —1);
(c) Nao tem extremos; (d) zppn = —2¢~! em (—2,0);
(€) Zmax = a®b* em (a,b).
2

1 @ 1 1
2. (a) Zmin = 57 (b) Zmax — %7 (C) Zmax — 57 Zmin = — 3

605
(d) Zmin = _3_27 <e> “max — \/ga Zmin = _\/§

6. Equilatero.

7. Equilatero.

2v/3
S

Exercicios 8.6

2zy
=
2zu? + 3y°
3r2uv? +y

8u_1—121) ov 1+4u

dr 1—8ww’ 8y  1—8uv’

4. h? —g—2f = 0.

5. u=3(x+2y), v=13(y— 2z

oo

6. (a) 2(v—u)+w—8=0; (b) v=cose"
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7.

8.

(a) Méx para x = —1; (b) Nao ha.

Maximo em (0, 0).

Exercicios 9.6

10.

L@yt —4r=0,0<y<4;(b)2®+y—-1=0,-1<z<1;

(c) 22> —y=0, -1 <z <1.

—3V2 2v2 2
r—1 y—1 z—1 r—1
Y+ z—
—=—.3 16y + 2z = —11.
16 5 x + 16y + 22
r—1 y—1 =z
= =—,2r—2 =0.
5 — 5 x y+32=0
r—1 y—1 z-1
(a) 3z — 2y 2—1—2 0, :1)) 22 — ; (b) 8z
T — Yy — z—
8y—2z—4=0 = = .
voe '8 e
4.
— — - — — — —
7 -1+ 5+ k —52’—4]’—]{;? 1 —27 +3k
= ’n: s =
V3 V42 V14
2 —V?2
Curvatura = V2 , Torcao = .
(z+y) (z+y)
2.
6r —8y—2+3=0.

(a) Esfera com centro em (1,—2,0) e raio 1; (b) Paraboléide
eliptico; (c¢) Cone eliptico; (d) Hiperboldide de uma folha; (e)
Elipséide com centro em (0,0, 1).
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